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Chapitre 1

TOPOLOGIE 1.
Espaces Topologiques

1 Espaces topologiques - Généralités

1 Topologie - Ouverts - Voisinages

Définition 1.1.

Un ensemble E a une structure d’un espace topologique si on a défini un ensemble
T de parties de E, O; C E(i=1,2,...) appelées les ouverts de E, vérifiant les
propriétés suivantes (O) :
O.1. E et O appartiennent a T

O.2. Toute réunion d’ouverts est un ouvert : U 0, =0;

K3

0.3. Toute intersection finie d’ouverts est un ouvert ﬂ 0; =0,

j=1,..k
On dit aussi que T avec O.1., O.2., O.3. définit une topologie sur E et le couple
(E, T) désigne Uespace topologique.

Exemple 1.1 (Topologie usuelle de R).

Considérons I’ensemble R des nombres réels. Pout tout sous-ensemble A C R,
on appelle point intérieur de A, tout point p € A tel qu’il existe un intervalle ouvert
Ja,b] C A avec p € |a,b|. Si chacun des points de A est un point intérieur alors A
définit un ouvert de R.

L’ensemble ¢/ des ouverts de R défini de cette maniere est une topologie sur R
appelée la topologie usuelle de R.

Attention ! Tout ouvert de R n’est pas un intervalle ouvert.

Exemple 1.2.
Soient, I’ensemble X = {a, b, ¢, d, e} et les familles de parties de X suivantes :

T ={X, 0,{a}, {c, d}, {a, ¢, d}, {b, ¢, d, e}}

1
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T ={X, 0,{a}, {c, d}. {a, ¢, d}, {b, c, d}}
T3 = {Xv 0, {a}7 {C, d}, {a7 ¢, d}7 {a, b, d, e}}
On vérifie que :

7, est une topologie sur X
75 n’est pas une topologie sur X, car :

{a, ¢, A}y U{b, ¢, d} ={a, b, ¢, d} ¢ T, = T’axiome (O.2.) n’est pas vérifié.

73 n’est pas une topologie sur X car I’axiome (O.3.) n’est pas vérifé :

{a, ¢, d} n{a, b, d, e} ={a, d} ¢ T3

Exemple 1.3 (Topologie discrete).

On désigne par D I’ensemble de toutes les parties de X. On vérifie facilement que
D est une topologie sur X. On I’appelle la topologie discrete. (X, D) est appelé espace
topologique discret ou simplement espace discret.

Exemple 1.4 (Topologie grossiére).

La famille S = { X, (0} constituée par X et () seuls est une topologie sur X appelée
topologie grossiére, et (X, S) est appelé espace topologique grossier ou simplement
espace grossier.

Définition 1.2 (Définition d’une topologie par les voisinages V).

On dit que I’ensemble E est un espace topologique si pour tout a € F, il existe
un ensemble V (a) de parties de E appelées voisinages de a tel que les propriétés
suivantes (V1) soient vérifiées :

(V 1) Tout voisinage de a contient a.

(V 2) Toute intersection finie de voisinages de a est un voisinage de a.

(V 3) Toute partie de E contenant un voisinage V (a) est un voisinage de a.
(V4)

Si V est un voisinage de a, il contient un voisinage (V1) de a tel que V soit
voisinage de tous les points de (V1 ).

Théoreme 1.1 (Equivalence (V)<(0)).
1l y a équivalence entre la définition d’une topologie par les axiomes (V) et la
définition d’une topologie par les axiomes (O).
Remarque 1.1.
a) Quand les axiomes () sont vérifi€s (c’est a dire les ouverts O; sont donnés) le
passage (O)=-(V) se fait par la définition suivante (du voisinage) :
Définition 1.3. Soit (E,T), un espace topologique, on appelle voisinage de a €
E, toute partie de A contenant un ouvert dans T contenant a.
b) Quand les axiomes (V) sont vérifiés, le passage (V)=-(O) se fait par la définition
suivante (de I’ouvert) :

Définition 1.4. Soir (E, V(a)), a € E, on appelle ouvert O; de E, toute partie
de E qui est voisinage de chacun de ses points.
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2 Fermés - Fermeture (Adhérence)

Définition 1.5. On appelle fermé F; d’un espace topologique (E, T ) le complémen-
taire d’un ouvert : F; = Oic.

L’ensemble F des fermés vérifie :

Théoréeme 1.2.

Soit (E, T), un espace topologique, alors :
(F.1.) E et () sont des fermés.
(F.2.) Toute réunion finie de fermés est un fermé.

(F.3.) Toute intersection de fermés est un fermé.

Remarque 1.2.
Un ensemble peut étre ni ouvert ni fermé, par exemple :

Le cas de I’ensemble @ C R qui n’est ni ouvert ni fermé pour la topologie usuelle
de R.

Exemple 1.5.
Soit (X, 77) I’espace topologique de I’exemple (1.2)) avec

X ={a, b, ¢ d e} etTh ={X, 0, {a}, {c, d}, {a, ¢, d} ,{b, ¢, d, e}}

Les fermés de X sont: F' = {0, X, {b, ¢, d, e}, {a, b, e}, { b, e}, {a}}
* L’ensemble {b, ¢, d, e} est a la fois ouvert et fermé.

* {a, b} n’est ni ouvert ni fermé.

Définition 1.6 (Fermeture de A C E).
On appelle fermeture de A (notation A), Iintersection de tous les fermés contenant

A
A=nF avec ACF;; F,eF
Remarque 1.3.

A est une partie de E contenant A et d’aprés F.3. du théoreme c’est un fermé.
Autrement dit,on a :

Théoreme 1.3.

1. Si F est un fermé contenant A alors : A C A C F (ou A est le plus petit fermé
contenant A).

2. A est fermé si et seulement si A = A.

Exemple 1.6.

Congidérons encore I’exemple Lﬁ on aurait déterminé les fermés de (X, 77).
Ona: {b} ={b, e}, {a; ¢} =X, {b, d} ={b, ¢, d, e}.
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3 Points d’accumulation (Points limites)

On notera par la suite (F, 7') un espace topologique.

Définition 1.7.
x est un point adhérent a A C FE si tout voisinage V(x) contient au moins un point
de A.

Remarque 1.4.

En particulier, tout point de A est un point adhérent de A C E a cause de (V 1) et
ona:

Théoréme 1.4.

i) La fermeture A d’une partie A d’un ' espace topologique est I’ensemble des points
adhérents a A. (On appelle aussi A I’adhérence).

ii) Une partie A de (E, T) est fermée si et seulement si elle contient tous ses points
adhérents.

Définition 1.8.

On dit que x € E est un point d’accumulation de A (ou point limite de A) si tout
voisinage V(x) contient un point de A différent de x. On appelle ensemble dérivé, noté
A’ ’ensemble des points d’accumulation de A.

Remarque 1.5.

a) Un point adhérent qui n’est pas un point de A est un point d’accumulation de A
(Pourquoi ?).

b) Un point ¢ € A qui n’est pas un point d’accumulation de A est appelé point isolé
de A.

Exemple 1.7.

Soit encore l’exemple (X, T1). La partie A = {a, b, ¢} de X a comme points
d’accumulation b, d, e. Par contre, les points a et ¢ sont des points lisolés de A.

Pourquoi ?

Donc : A’ = {d, b, e}.

Exemple 1.8. Soit (X, S), un espace topologique grossier, Vp € X, p est un point
d’accumulation de toute partie A C X excepté ), et le singleton {p}, donc VA C X,
ona:

1) siA=10
A=¢ {p}"=X—{p} sid={p}
X si A contient 2 points ou plus

On vérifie facilement le :

Théoreme 1.5.

i) La fermeture (ou adhérence) de A, A, est la réunionde Aet A’ : A= AU A'.

ii) Un ensemble A C E est fermé si et seulement s’il contient tous ses points d’accu-
mulation.

Exemple 1.9.

On sait que tout nombre réel est un point limite (ou d’accumulation) pour 1’en-
semble Q des rationnels. Donc Q' = RetQ = QUR = R.
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4 Intérieur - Frontiere
On suppose toujours que (£, 7) est un espace topologique et A C E.
Définition 1.9.

[e]
On appelle intérieur de A (noté A) la réunion de tous les ouverts contenus dans
A:
[e]
A=U0O avec O C A, OeT

* on note aussi A = Int(A)

Remarque 1.6.

o
On voit que A est le plus grand ouvert contenu dans A.

Définition 1.10.
a) On dit que x est un point intérieur de A si A est un voisinage de x.

b) On dit que y est un point extérieur de A s’il est point intérieur de A° (A° complé-
mentaire de A).

¢) On appelle extérieur de A, 'intérieur de A°.

On vérifie le :
Théoreme 1.6.
]
i) A est I’ensemble de tous les points intérieurs de A.

o
ii) A est un ouvert si et seulement si A = A.

Définition 1.11.
a) Onappelle frontiere de A I’ensemble des points qui n’appartiennent ni a l’intérieur
ni a l’extérieur de A. Notation : 0A

b) x est un point frontiére si tout V(x) contient un point de A et un point de A°.
On vérifie le :

Théoreme 1.7.

) oA=A— 4

ii) La frontiere OA est I’ensemble des points frontieres.

iii) Pour tout sous - ensemble A C E, I’ espace topologique E se décompose en trois
parties disjointes :

E = AU Ext(A)UdA

Exemple 1.10.

Soit [R, U] (topologie usuelle) et soient les intervalles [a, b], |a, b] et[a, b[ dont
les extrémités sont a et b. L’intérieur de chacun de ces intervalles est ’intervalle ouvert
Ja, b et la frontiere de chacun de ces intervalles est I’ensemble des extrémités, c’est a
dire {a, b}

(Pourquoi ?)
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Exemple 1.11.
On considere encore (!'!) 'exemple[l.5|od X = {a, b, ¢, d, e} et

T ={X, 0, {a}, {c, d}, {a, ¢, d},{b, ¢, d, e}}

etsoit A = {b, ¢, d}.
Les points ¢, d sont chacun des points intérieurs de A puisque ¢, d € {c, d} C
A avec {c¢, d} unouvert de 7;.
o
Le point b n’est pas un point intérieur de A ; ainsi A = {¢, d}. Seul le pointa € X
est extérieur & A, ¢’est a dire intérieur au complémentaire de A, A° = {a, e}.
Donc Int {A°} = {a}. Par conséquent 0A = {b, e}

Exemple 1.12.

Considérons I’ensemble @ des rationnels. Puisque tout ouvert de R est formé a la
fois de points rationnels et irrationnels il n’y a pas de points intérieurs ou extérieurs a
Q ainsi :

Int(Q) = Pet Int(Q°) =0 — Q=R

5 Sous-ensemble A dense dans £
Définition 1.12.

a) A est dense dans E (ou partout dense) si A = E

b) A est nulle part dense (dans E) si sa fermeture ne contient aucun ouvert (différent
du vide), c’est a dire :

A=10
¢) Unespace (E, T) est séparable s’il existe une partie A C E dénombrable et dense

dans E.

Exemple 1.13.

Q = R donc Q dense dans R ; comme en plus QQ est dénombrable
= (R, U)

est un espace topologique séparable.
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2 Sous-espaces topologiques - Topologie produit

Rappel de notations : (E, 7) désigne un espace topologique
V(z)est le voisinage d’un z € E
O; les ouverts de 7 (la topologie)

1 Topologie induite

Définition 1.13.

Pour une partie P C E, on définit la topologie induite sur P, par (E, T), en
prenant comme ouverts les intersections des ouverts O; de E avec P. Donc si Tp
désigne cette topologie :

TPZ{OPZ‘} ou VO, eT, Op(i):OiﬂP
et (P, 1,) désigne le sous-espace topologique.

Exemple 1.14.

Considérons la topologie usuelle ¢/ sur R et la topologie induite ¢/4 sur I’intervalle
fermé A = [3, 8]. L'intervalle semi-ouvert [3, 5[ est ouvert pour la topologie induite
sur A, c’est a dire un U4 ouvert car :

]2, 5[ étant un ouvert de (R,U) = ]2, 5[N A = [3, 5]

Remarque 1.7. Cet exemple montre aussi qu'un ensemble peut étre un ouvert relati-
vement a un sous-espace, mais ni ouvert ni fermé dans I’espace tout entier.

2 Topologie produit

Définition 1.14.

Soient (E, Tg) et (F, Tr) deux espaces topologiques.

Sur I’espace produit E X F' on définit une topologie appelée la topologie produit en
prenant, comme voisinages V(e, f) d’un point (e, f)¢ E X F (avece € E, f € F),
toutes les parties de E x F' contenant un ensemble V(e) xV(f) on V(e) est un voisinage
de e € E et V(f) est un voisinage de f € F.

Autrement dit chaque ouvert O r de la topologie produit T«  contient un pro-
duit Op X Op (Og, Op ouverts de E et de F' respectivement).
La définition se généralise pour un produit quelconque fini d’espaces topologiques :

E:E1XE2X...En.

Exemple 1.15.
Dans R", on appelle “pavé” ouvert tout sous-ensemble produit d’intervalles ouverts
Jai, b;[ de R. Donc la topologie produit de I’'espace R” = R X R x - -- x R est définie

n facteurs
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n
a partir de ces pavés qui sont des ouverts de Trn : Oﬁn = ®]ai, bi[ (= produit
i=1
cartésien d’ensembles)
Tous les ouverts de T~ sont réunions des pavés O%... Pour n = 3 en particulier
un pavé ouvert a une représentation géométrique tres simple.

Définition 1.15 (Topologie moins fine et topologie plus fine).

Considérons deux topologies Ty et Ty définies sur le méme ensemble E. Si Ty C
T3 (c’est a dire I’ensemble des ouverts de T, est une sous-famille de I’ensemble des
ouverts de I3), alors on dit que T, est une topologie moins fine que la topologie Ts.
Ou, autrement, on dit que T3 est une topologie plus fine que T;.

Remarque 1.8.

a) Deux topologies définies sur F peuvent ne pas étre comparables si I’'une n’est ni
moins fine ni plus fine que 1’autre.

b) Toutes les topologies comparables sur E sont ordonnées par inclusion, et on note
Ty < Ty (pour Ty C T5)

Exemple 1.16.
Soit (F, 7') un espace topologique avec T" une topologie quelconque, (différente de
D et de S) alors la topologie discrete D sur E et grossiere S sur E vérifient :

S<T <D

Autrement dit, toute topologie 7' est plus fine que la grossiere et moins fine que la
discrete.

3 Convergence

1 Suites convergentes dans (F, 7)

Définition 1.16.
On dit qu’une suite d’éléments de E : {x,}, . C E est convergente vers a € E
si pour tout voisinage de a, V(a), il existe un entier ng € N tel que Vn > ng = x,, €

V(a).

* On appelle a limite de la suite et on note lim z, = a

n—oo
**  En d’autres termes, cette définition nous dit que n’importe quel voisinage de a
contient presque tous les termes de la suite, sauf un nombre fini.

Exemple 1.17.

Soit (X, D) un espace topologique discret, et soit {a1, ag, ...an,, ...} une suite
d’éléments de X . Un singleton {b} est un ouvert contenant b € X.

Si HILH;O {an} = bl’ensemble {b} doit contenir presque tous les termes de la suite ;

autrement dit, la suite {a,,} converge vers b si et seulement si elle est de la forme :
{a1, ag, ...an,, b, b, ...}. On vérifie :
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Proposition 1.1.
Toute sous-suite d’une suite convergente dans (E, T ) converge vers la méme limite.

2 Espaces topologiques séparés (ou de Hausdorff)

Définition 1.17.
Un espace topologique (E,T) est séparé si pour tout couple a, b € F, il existe
deux voisinages V(a), V(b) disjoints :

V(a) N V(b) =0

Autrement dit deux points distincts quelconques de 1’ espace topologique séparé
appartiennent a deux ouverts disjoints.

On verra par la suite au chapitre des espaces métriques 1I’importance de cette pro-
priété pour ’unicité des limites des suites convergentes comme 1’indique le théoréme
suivant :

Théoreme 1.8.
Soit (E, T ), un espace topologique séparé, et soit une suite convergente vers a € E.
Alors la limite o est unique.

Exemple 1.18.
Soit (X, S), un espace topologique grossier, (S topologie grossiere : S = {X, 0})
ol X aplus qu’un élément. Alors X ne peut pas étre séparé.

4 Continuité - Homéomorphismes

1 Continuité
Définition 1.18 (Applications continues).
Soient (E, Tg) et (F, Tr) deux espaces topologiques.

a) Soit xy € E. Une application f : (E, Tg) — (F, Tp) est dite continue en xq si
pour tout voisinage Vr (f (o)) de l'image f (xo) dans F, il existe un voisinage
de xo, Vi (x0) tel que f~ (Vr (f (20))) = Vi (7o)

b) f: (E, Tg) — (F, Tr), est continue sur E (ou simplement continue) si elle est
continue en tout point © € E.

Théoréme 1.9 (utilisé souvent comme définition).

i) L’application f : E — F est continue si et seulement si I’image réciproque de tout
ouvert est un ouvert : F~1[Op| = Op.

ii) L’application f : E — F est continue si et seulement si l’image réciproque de tout
fermé est un fermé : f~1 [Fr) = Fg

On peut montrer aussi facilement que :
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Théoreme 1.10.

Soient E, F, G trois espaces topologiques et f, g deux applications continues de
E dans F et de F dans G respectivement E L F% G alors, I’application composée
go f: E — G est une application continue.

2 Homéomorphismes (ou Homéomorphie)

Définition 1.19.

Soient (E, 7g), (F, Tr) deux espaces topologiques. Une application f : (E, Tg) —
(F, Tr) est un homéomorphisme si ellle est bijective et bicontinue. Les espaces E et
F" sont appelés alors homéomorphes.

Exemple 1.19.

L’intervalle ouvert X = ]—1, 1| est homéomorphe a R (R, If) espace topologique
avec la topologie usuelle U et ((X, Ux) avec la topologie induite U/ x). Prenons par
exemple I’application continue

f:X =R

x Hf(gr:):taun%lj

alors f~! = arctan est aussi continue = f homéomorphisme.

Remarque 1.9.

Pour une propriété P d’un espace topologique (E, 7), on dit qu’elle est un inva-
riant topologique si chaque fois que (F, 7)) vérifie P alors tout espace homéomorphe
a (F, T) vérifie également cette propriété P.

Par exemple : I'intervalle |1, 1[ de I'’exemple[1.19]est borné alors que R n’est pas
borné

= La propriété d’étre “borné” ou pas n’est pas un invariant topologique.

Plus tard, on parlera des invariants topologiques comme la connexité, la compacité,

Et....pour un approfondissement et satisfaire votre curiosité, .... tourner la page....
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Chapitre 2

TOPOLOGIE II
Espaces métriques

1 Espaces métriques - Distances - Boules

Définition 2.1.
Un ensemble E a la structure d’un espace métrique si on a défini une application

d, sur l’espace produit
d:ExE —Rt

(z,y) —dz,y)
entre deux éléments x, y de E, appelée distance et qui vérifie les propriétés suivantes :
d-1:d(z,y)=0z=y
d-2: d(z, y) = d(y, x) (symétrie)
d-3: d(z, y) <d(z, z) +d(z, y) (inégalité triangulaire)
On utilisera par la suite la notation habituelle :

(E, d) < espace métrique F muni de la distance d.

Remarque 2.1.
d a bien les propriétés géométriques qu’on attend d’une distance.

Définition 2.2.

a) On appelle boule ouverte de centre a et de rayon p, notée B(a, p), I’ensemble des
éléments de (E, d) situés a une distance de a strictement inférieure a p :

B(a, p) = {x € Eld(a, x) < p}
b) On appelle boule fermée notée B(a, p), I’ensemble :

B(a, p) ={z € E|d(a, x) < p}

Définition 2.3.
On appelle ensemble borné toute partie P C (E, d) qui peut étre contenue dans
une boule ouverte P C B(a, p)

13
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Définition 2.4 (Sous-espaces métriques de (F, d)).
Soit A une partie de (E, d) : la restriction a A de I’application d, définit aussi une
distance d 4 ; alors A est un sous-espace métrique de E et on note (A, da).

Définition 2.5 (Distances équivalentes).
On dit que deux distances dy, ds définies sur un ensemble E sont équivalentes, s’il
existe deux constantes ki > 0, ko > 0 (finies) telles que :

VIE, Y ekl kldl(xa y) S d2($7 y) S k2d1(x7 y)

Remarque 2.2.
Plus loin on verra le sens topologique de cette équivalence. Notation de 1’équiva-
lence d; ~ ds.

Définition 2.6 (Diamétre § - Distance d(p, A) Vp € E, A C E).

a) On appelle diamétre d’une partie A d’un espace métrique (E, d) la borne supé-
rieure des distances dans A :

6(4) = sup d(z, y)

r,y €EA
b) A est borné lorsque son diamétre est fini (a comparer avec la définition 2.3).

Définition 2.7.

Pour toute application f : X — (E, d) on appelle oscillation de f sur une partie
Y de X, le diamétre de f(Y'). L’application f est dite bornée si son oscillation est finie
< l'image f(Y) est bornée.

Définition 2.8.
On appelle distance d(p, A) d’un point p € (E, d) et d’une partie A C E la plus
petite des distances d(p, a) Va € A :

d(p, A) =inf{d(p, a) : a € A}
Définition 2.9. On appelle distance de deux parties A, B de E, le nombre
d(A, B) =inf{d(a, b):a € A, b€ B}.

Remarque 2.3. Attention ! malgré son nom d(A4, B) n’est pas une distance.

2 Exemples d’espaces métriques et de distances

Exemple 2.1.

L’ensemble R (nombres réels) muni de la distance habituelle d(a, b) = |b— q|
est un espace métrique, avec la boule ouverte : B(a, p) = |a — p, a + p| (intervalle
ouvert).

Exemple 2.2.
L’espace vectoriel R* < (ensemble de familles ordonnées de k& nombres réels :
x = {x1, x2, ..., Tx}). On définit les applications suivantes, et on vérifie qu’il s’agit

de 3 distances sur R,
R* x RF — R*
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k 2
dO : (.’b, y) = d0(1'7 y) = [Z(yl - x1)2]

1=1
di : (z, y) — di(z, y) Zlyl—le

d2 : (1’, y) g dg(fﬂ, y) = Z,_rlna’x & |£EZ - y1|

=1, ...,

* (RF, dp), (R¥, dy), (R*, dy) sont des espaces métriques.

Remarque 2.4.
En vérifiant que le rapport de deux quelconques de ces distances est borné, on
montre que ces trois distances dy, di, ds sont équivalentes sur R-.

Remarque 2.5.

Les boules ouvertes de plan R2, par rapport aux distances dg, di, do respective-
ment peuvent se représenter graphiquement par un disque ouvert Bg, (0, 1) (rayon
p = 1), un losange ouvert By, (0, 1) et un carré ouvert By, (0, 1) respectivement.

Exercice

Faire la représentation graphique de ces "boules". Vous constaterez que :

Comme 'indiquent bien ces graphiques, les boules ouvertes (ou fermées) d’un es-
pace métrique ne sont pas toujours des «boules» au sens de la géométrie élémentaire
a 2 ou 3 dimensions.

Exemple 2.3 (Espaces de fonctions numériques).

a) On considere I’espace des fonctions bornées définies sur un ensemble S, f — R
(f(S) C R ensemble borné). On note B(.S) cet espace et on peut le munir de la
distance :

d(f, g) = sup|g(s) — f(s)|

ses
B(S) est alors un espace métrique.

b) Soit C(A) I'espace de fonctions continues sur 1'intervalle fermé et borné A =
[a, b]. On peut définir sur C(A) plusieurs distances non équivalentes.

i) di(f, g) =suplg(t) — f(¢)| (distance de la convergence uniforme)
teA

(C(A), dy) est un espace métrique.

Si on représente graphiquement la boule ouverte Bi(fo, p) avec fo €
([A, 1)) cette boule (par rapport a la distance dy est formée de fonctions
continues g dont le graphe se trouve dans I’aire limitée par les graphes de
fo—pet fo+p(pdonné>0):

i) do(f, g / lg(t (t)| dt (distance de la convergence en moyenne)

(C(A), ds) est un espace métrique et dy # ds.

2

iii) ds(f, g) = {/A (g(t) — f(t))z} (distance de la convergence en moyenne

quadratique)
(C(A), ds) est un espace métrique et dy # ds, da % ds.
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Exemple 2.4 (Distance triviale).

a) Sur un ensemble X quelconque (# @), on peut considérer I’ application :
dr: X? — Rt
0 six=y

(x’ y) HdT(‘r’ y){ 1 Si.’l??éy

dr définie une distance sur X et (X, dr) est un espace métrique ; dr est appelée
distance triviale sur X.

Soita € X. Laboule ouverte Br(a, p) dans X (par rapport a la distance triviale
dr) est définie par :

X sip>1
BT(aa P)—{ {a} sip<1

b) Sur I’ensemble X non vide on définit aussi la distance :
dp: X? —RT

2 six
(.13, y) '_)dT(xa y) :{ 0 mxiz

et (X, d.)=espace métrique.

C’est une distance équivalente a la distance triviale et la boule ouverte (de rayon
unité, de centre a) est Brs (a, 1) = {a}. C’est a dire les singletons sont des
boules ouvertes pour la distance d’ comme pour la distance triviale d.

3 Topologie des espaces métriques

Soit (E, d) un espace métrique. On peut définir une topologie sur E (voisinages,
ouverts) en utilisant les boules ouvertes de (E, d) ainsi :

Définition 2.10.
a) Pour tout point ¢ € FE, on appelle voisinage de a, V(a), toute partie de E qui
contient une boule ouverte B(a, p).

b) On appelle ouvert OF, toute partie de £ qui, en méme temps qu’un point a € E,
contient une boule ouverte B(a, p) etonale:

Théoreme 2.1.
Soit (E, d) un espace métrique.

i) Toutes les boules ouvertes de (E, d) sont les ouverts de E.
ii) Toutes les boules fermées de (E, d) sont les fermés de E.
iii) Toutes les parties contenant un seul point sont des fermés de E.
iv) La famille des boules ouvertes de (E, d) est une base d’une topologie sur E.
Définition 2.11.
La topologie 7 engendrée sur (F, d) par la famille des boules ouvertes (v. Théo-

réme précédent) est appelée la topologie métrique, ou la topologie induite par d.
Pour les distances équivalentes on a la propriété importante :
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Théoreme 2.2. Deux distances équivalentes sur un espace métrique E, induisent la
méme topologie.

Remarque 2.6.

Attention la proposition réciproque du théoreme précédent est fausse ! Deux dis-
tances d, d’ sur un espace F, qui définissent la méme topologie ne sont pas toujours
équivalentes. Exemple, les distances :

do = |z —y| etd" =
r oy

1 ’
induisent a R* la topologie usuelle de R mais elles ne sont pas équivalentes.

Exemple 2.5.

a) Les distances do, di, do (de ’exemple [2.2) sur R¥ sont équivalentes ; elles in-
duisent la méme topologie sur R* qui est la topologie usuelle sur R* (v. boules
ouvertes associées).

b) Les métriques triviales dp et d/- (v. les exemples induisent sur X (espace mé-
trique) la méme topologie : les boules ouvertes By, (a, 1) = {a} sont des sin-
gletons qui sont les ouverts. Il s’agit donc de la méme base de topologie que de
la topologie discrete.
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4 Espaces vectoriels normés =- espaces métriques

A tout espace vectoriel normé , on peut associer un espace métrique par le :

Théoréme 2.3.
Soit (E, || ||) un espace vectoriel normé.

i) L’application d définie par :
d(z, y) = [lz —yll V(z, y) € EXE

est une distance appelée distance induite par la norme de E ; donc (E, d) est un
espace métrique = espace topologique.

ii) Cette distance d satisfait les propriétés :
a) Invariance par translation d(x + z, y + z) = d(z, y)
b) d(Az, \y) = |\ d(z, y) (invariance d’échelle)

Remarque 2.7.

On vérifie directement que les exemples du cours des espaces vectoriels normés,
donnent par application directe du théoréme ci-dessus, les exemples [2.1] [2.2] 2.3]b.iii
respectivement. Pourriez-vous en trouver d’autres ?

5 Isométries

Définition 2.12.

Soient (E, dg) et (F, dr) deux espaces métriques. On dit que ces deux espaces
sont isométriques si et seulement si, il existe une application bijective [ : E — F telle
que “les distances sont conservées” c’est a dire :

V(z, y) € E?, dp(z, y) = dp (f(z), f(y))

L’application f est appelée une isométrie. On vérifie facilement qu’une isométrie éta-
blit une relation d’équivalence entre I et I

Remarque 2.8.
D’apres la définition ci-dessus on note qu’une isométrie n’est pas autre chose qu’un
isomorphisme pour la structure des espaces métriques d’ou le :

Théoreme 2.4,
Si (E, dg) est un espace métrique isométrique a l’espace métrique (F, dp), alors
les deux espaces sont homéomorphes.

Exemple 2.6.
On vérifie que les isométries de 1’espace Euclidien (distance usuelle) R™, sur lui-
méme qui conservent 1’origine ne sont autres que les transformations linéaires (ex.
n

Rotations) qui conservent la forme quadratique Z a? (v. produit scalaire - norme *
i=1
distance dans R™).
Remarque 2.9.
La réciproque du théoreme précédent est en général fausse, c’est a dire deux es-
paces métriques homéomorphes ne sont pas toujours isométriques :
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Exemple 2.7.
Soit (E, dr) espace métrique muni de la distance triviale :

1 siz
are={ § STZY Wy e B

et soit (F, d/r) espace métrique muni de la distance :

dp(a, y>{§ SIEY (e, y) € P
Admettons que Card £ =Card F' > 1. Comme les deux distances sont différentes
dr # d', les deux espaces ne peuvent pas étre isométriques. Mais on sait, par contre,
que dr et d/; induisent la méme topologie sur E et F respectivement qui est la topolo-
gie discrete ; or deux espaces discrets avec le méme cardinal sont homéomorphes. On
a donc un exemple pour illustrer la remarque Autrement dit : (£, dr) et (F, d/)
sont homéomorphes sans étre isométriques.

Exemple 2.8 (Généralisation des isométries dans R™).

Les opérateurs unitaires (U*U = UU™* = I) définis sur un espace préhilbertien /1
conservent les normes définies a partir du produit scalaire, donc les distances aussi :
U =isométrie = d(Ux, Uy) = Uz — Uy|| = ||z — y|| = d(z, y). (Preuve ?)

6 Suites convergentes dans les espaces métriques

Définition 2.13.
On appelle suite d’éléments d’un espace métrique (E, d) toute application : N —
. N* —=FE <1

E ou 0o, > etonnote: {7}, OU (7, )nen olt 'ensemble N des nombres

entiers positifs est totalement ordonné.

Définition 2.14.
On appelle sous-suite ou suite extraite, la suite obtenue a partir de la suite {z,, },, .y
en ne considérant que les termes d’indice ny (avec ny nombre entier strictement crois-
c:N — N

sant avec k) autrement dit, on considere I’application :
k —xp,

Définition 2.15.

a) Définition métrique : une suite {x,},  converge vers un élément a de E, si la
distance de x., a a tend vers zéro lorsque n augmente indéfiniment ou autrement,
Ye>0, 3N :n>N —d(zy, a) <e€

b) Définition topologique (ou géométrique) : une suite {‘T"}neN converge vers a € E,
si et seulement si tous les termes de la suite, sauf un nombre fini, se trouvent dans
la boule ouverte B(a, €) autrement :

Ve >0, 3N :n>N= =z, € Bla, ¢
* On appelle a la limite de la suite et on dit que {x, },, .y est une suite convergente.

* Silasuite {x,}, .y ne converge pas, on dit qu’elle est divergente.
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7 Caractérisation des fermés
dans un espace métrique

On a le résultat suivant qui donne un caractere plus spécifique des fermés dans un
espace métrique.

Théoreme 2.5.
Soit (E, d) un espace métrique et soit A C E.

i) Le point x € F appartient 2 la fermeture A si et seulement si = est limite d’une suite
d’élémentsde A < F{z,} C A : lim z, ==z
n—oo

ii) A est fermé si et seulement si toute suite convergente de A converge vers un élément
de A < V{x,} (convergente) C A = limz, € A

8 Propriétés des suites convergentes dans (F, d)

Théoreme 2.6.
Tout espace métrique (£, d) est un espace topologique séparé (cf.def du ch.l)
pour la topologie induite par la métrique d.

Remarque 2.10.

Le caractere séparé d’un espace métrique a comme conséquence 1’unicité de la li-
mite de toute suite convergente dans I’espace (cf.th.[T.8]du chapitre I ). Cette propriété,
ainsi que le caractere borné et convergence de toute suite-extraite d’une suite conver-
gente, sont présentés par le théoréme suivant :

Théoreme 2.7 (Suites convergentes dans les espaces métriques).
Soit (E, d) un espace métrique.

i) Soient z; € F, x5 € E, deux limites d’une suite convergente {x,}, .y C E alors

lim x,, = a1
1 =Ty <= . "
limx,, = T

< unicité

ii) Si {2}, C E estune suite convergente dans E alors {x,, } est bornée.

iii) Si{z,},cy C E estune suite convergente dans £ alors toute sous-suite {y,, } est
convergente et lim z,, = lim x,.
k—o0 )

n—oo

Pour deux distances équivalentes, on a le :

Théoreme 2.8.

Considérons les deux espaces métriques (E, d) et (E, d') ot d et d’ sont deux dis-
tances équivalentes, alors toute suite convergente par rapport a d est aussi convergente
par rapport a d’.

Remarque 2.11.

Pour une fois encore, on note I’équivalence des topologies induites par deux dis-
tances équivalentes : = mémes voisinages = mémes boules ouvertes = mémes pro-
priétés de convergence.
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9 Continuité des applications dans les espaces métriques

1 Continuité
Soient (F, dg), (F, dr) deux espaces métriques.

Définition 2.16.

a) (Continuité en xo € E aspect métrique)
Soit f : E — F une application ; on dit que f est continue en x si et seulement
si
Ve > 03n(xg, €) >0 : Va,dg(z, o) <n=dp[f(z), f(zo)] <e
b) (Continuité en xy € E aspect topologique
& géométrique)
Soit f : E — F, f continue en x
& Ve >0, In(zo, €) >0 : Vo € Br(zg, n) = f(x) € Br (f(z0), €)

¢) f continue si et seulement si f continue en x Vx € F.

On a le résultat suivant :

Théoreme 2.9 (Continuité et espaces métriques).
Soient (E, dg), (F, dr) deux espaces métriques et soit une application f : E — F
alors :

i) f est continue en xo = l'image de toute suite convergente vers xq est une suite
convergeant vers f(xg).

ii) f est continue = I’image de toute suite convergente est une suite convergente.

2 Continuité uniforme

Définition 2.17.
Soient (E, dg), (F, dr) deux espaces métriques et soit une application f : E — F
alors :

a) f est dite uniformément continue si et seulement si
Ve>03n(e) >0 telque VX CFE
les diametres dg(X) et dp(f(X)) vérifient :
op(X)<n = r(f(X))<e€

ou

b) f est uniformément continue
=Ve>03: ne) >0 : dglz, y) <n=dr(f(z), fly)) <e

Remarque 2.12.

a) Notons que dans le cas de la continuité uniforme 7 ne dépend pas de x et y ; alors
que dans le cas de la continuité simple 7 dépend non seulement du choix de €
mais aussi du choix de x (v. définition 2.17).
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b) Si f est uniformément continue, elle est aussi continue : attention la proposition
réciproque est fausse comme on voit par I’exemple suivant :

Exemple 2.9.
oz — f(z)

= 22 est continue mais pas uniformément continue puisque Vz €
[a, a+mn] & (f(z)) > |

2an + n2

10 Suites de Cauchy dans les espaces métriques -
Espaces complets

Définition 2.18. Une suite {x,} dans un espace métrigue (E, d) est dite de Cauchy

St
n>N

Ye>0dN : m> N

} = d(xn, Tm) < € (condition de Cauchy)

Proposition 2.1.
Une suite convergente est une suite de Cauchy.

Et voici les propriétés intéressantes des suites de Cauchy dans les espaces mé-
triques, qui souvent sont utilisées comme criteres de la complétude (v. plus loin) ou pas
des espaces métriques.

Théoreme 2.10.
Si (E, d) un espace métrique, alors :

i) Toute sous-suite d’une suite de Cauchy est une suite de Cauchy.

ii) Pour qu’une suite de Cauchy soit convergente dans F, il suffit qu’une de ses sous-
suites soit convergente dans E.

iii) L’image d’une suite de Cauchy est une partie bornée de E.

Définition 2.19.
On dit qu’un espace métrique est complet si toute suite de Cauchy d’éléments de
E est convergente vers un élément de E.

Remarque 2.13.
a) Dans un espace complet, une suite est convergente si et seulement si elle vérifie
une condition de Cauchy.

b) Intérét de la condition de Cauchy : elle ne porte que sur les termes de la suite et elle
n’oblige pas a introduire la limite.

Exemple 2.10 (Exemples et contrexemples).

i) R et R™ munis de la distance habituelle sont des espaces complets. (Pour R critere
de Cauchy).

ii) Q ensemble des rationnels muni de la distance ordinaire n’est pas complet. Preuve :
prendre comme suite de rationnels, la suite des valeurs décimales approchées de
V2. c’est une suite de Cauchy dans Q convergente dans R et elle ne converge
pas dans Q puisque V2 € Q.
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iii) B(S’) muni de la distance de la convergence uniforme est complet.

iv) C(A[a, b)) muni de la distance de la convergence uniforme est complet. Mais,
C(A) muni de la distance de la convergence en moyenne n’est pas complet.

Remarque 2.14 (Complété d’une espace métrique).
Si un espace métrique (F, d) n’est pas complet, on peut le compléter en utilisant
une méthode analogue acellequisertaR a partlr de Q. En résumé : le complété de E

est ’espace E S /. = quotient de I’espace S de toutes les suites de Cauchy dans F
par la relation d’équivalence, R : {z,} ~ {y,} si et seulement si lim d(z,,, y) = 0.

On munit E’ de la distance g({x*n} , {y*n}) = lim d(z,, yn) ol {1'*n} (resp
{y*n }) désigne une classe d’équivalence élément de F qui contient {x,} (resp. {yn }).

On montre alors que (E , d) est complet.

11 Applications. Théoreme du point fixe

Définition 2.20.

a) Soit (E, d) un espace métrique. On dit que 'application T : E — FE est une
contraction, siV (x, y) € Es, ona:

d(T(z), T(y)) < Kd(x, y) avec0 < K < 1

b) On appelle constante de contraction la plus petite valeur de K.

¢) On appelle point fixe de I’application T, tout z € E invariant par T
s T()==z2

Théoreme 2.11 (Point fixe global).
Dans un espace métrique complet, toute contraction admet un point fixe et un seul.

Théoréme 2.12 (Point fixe local).

Soit (E, d) un espace métrique complet et soit B(a, p) C E, une boule de centre
a et de rayon p. Si Uapplication T : E — E est une contraction dans B(a, p) de
constante de contraction inférieure a K < 1 et si :

d(T(a), a) < (1—K)p

alors : T admet dans B un point fixe et un seul.

12 Convergence uniforme et espace métrique -
Conservation de la continuité
par la convergence uniforme
Soit X un espace topologique et Y, un espace métrique. On considere des suites

d’applications de X dans Y, {f,} : — Y. Soit (X, Y'), I’ensemble des applications
de X dans Y.



24 EISTI-1"¢ année-Support du Cours Maths. par M.Manolessou

Définition 2.21 (Rappel : Convergence simple).
On dira que {f, } converge simplement vers f si pour tout z € X, la suite f,(z)
converge vers f(x).

Exemple 2.11.
MR —R
La suite d’applications o fo(z) = ;2
1+ (x—n)

La suite converge vers f =0V z € R

Définition 2.22 (Convergence uniforme).
On dit que { f,} converge uniformément vers f (f est limite uniforme de { f,,}) si
Ve > 0 3Ing € Ntel que Vn > ng etVa € X, d(fn(x), f(z)) <e.

Interprétation graphique
Dans ’espace F (X, Y'), muni de la distance de la convergence uniforme :

d(f, g) = sup d(f(z), g(z))

zeX

On considere la boule B(f, €). Dire que la suite de fonctions {f,} converge
uniformément vers f équivaut a dire que pout tout n, a partir d’un certain rang,
tous les f,, ont leur graphe dans la boule B(f, ).

Exemple 2.12.
fula, b)) — R
La suite des fonctions : - 1 = ful2) converge unifor-
1+ (xz—n)
mément vers f = 0.

Remarque 2.15.
La convergence uniforme implique la convergence simple mais la réciproque est
fausse.

Et, terminons avec :

Théoréme 2.13.

On considere une suite {f,} C F(X, Y) qui converge uniformément vers f €
F(X, Y). Si toutes les fonctions f,, sont continues en a € X,

= f est continue en a.
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