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I (6 Pts)
Résoudre le probleme d’optimisation suivant par la méthode de substitution et la
méthode du Lagrangien :
2 g %3 %edd
Opt(z;:i=1..4){G (1,22, T3, 4) = =222 + 21 — 23 — 5

sous les contraintes :

92(z2,73) : 23 — dag =1

{ gi(z174) 122 — 27 =1 }

II 8Ppts)
- i)

Soit I’espace metrique (R, d) muni de la distance habituelle
V(.’E, y) eR?: d(zay) = l.’l? =3 y'

et soit ] = [—2, 2] un intervalle de R.
« a) Est-ce-que R est un espace de Banach ? Justifier votre réponse.
b) Est-ce-que I C R est un sous-espace de Banach ? Justifier votre réponse.

¢) Est-ce-que / C R est un sous-ensemble connexe de R ? Justifier votre ré-
ponse.

d) Est-ce-que I C R est un sous-ensemble convexe de R ? Justifier votre ré-
ponse.

e) Trouver un sous ensemble de / qui n’est pas connexe. Justifier votre réponse.
— ii) On consideére toujours le méme intervalle : I = [—2;2] C R.
Soit I’espace B(I) des fonctions g bornées définies sur I, a valeurs dans R

(9(I) C R ensemble borné). On munit B(I) de la “distance de la convergence
uniforme” :

V(g1,92) € (B(I))? : d(g1, g2) = sup lg1(z) — go(2)].

a) Donner les étapes importantes pour montrer que (B(/),d) (muni de cette
distance) est un espace de Banach.

b) On considere la fonction :
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1. Est- ce que f appartient a B(1)? Justifier votre réponse.

2. Etudier la convexité ou concavité de la fonction f sur I. Admet t-elle
un (ou plusieurs) optimum ? Préciser.

3. Déterminer le sup de la dérivée : sup,¢; |f'(z)| sur 1.
4. Est-ce que f est contractante sur / ? Justifier votre réponse.

5. Y a-t-il un ou plusieurs points fixes de f sur I ? Justifier votre réponse
(avec des calculs précis).

6. Expliquer si oui ou non votre réponse a la question précédente serait
conséquence directe de I’application d’un théoréme du cours. Donner
I’énoncé précis de ce théoreme.

III (6 pts.)
Soit £, I’espace vectoriel des fonctions réelles de carré intégrables d’aprés Le-
besgue sur I'intervalle [—1, 1]. On munit cet espace avec le produit scalaire suivant :

1
Y Gog) € L2 e g / f(@)g(a)ds

a) A partir de ce produit scalaire, définir une norme sur cet espace et la distance
associée a cette norme. On fait I'hypothese que I’espace Lo est complet par
rapport a cette distance.

Est-ce-que £, est un espace de Banach, ou de Hilbert (ou tous les deux) ?
b) On considere le systeéme orthonormal de 1’espace £ :

V= { ¢n($)}n=0,1,2, ......

oll ¢, sont les polyndmes de Legendre orthonormalisés.”

Soit N4 le sous espace de L, qui est engendré par toutes les combinaisons
linéaires du type :

4
Sy(z) = Zai@(ﬂ”)
=0
N4 est-il un sous espace fermé de I’espace de Hilbert L, ?

Soit f la fonction étudiée dans II ii).
Construire la projection orthogonale f, de f sur Ng4. Données :

1 3 5322 -1
¢0=Ea ¢1=\/;1', ¢2($)=\/; x2 )

daTi ; %(5:53 Sl dy ) g %(35# — 3022 4 3)

0.0.1)

d) Quelle est la meilleure approximation de la fonction f par une série du type S;?

Justifier votre réponse en minimisant la distance d(f, S4), (que vous avez définie
dans a) de f par rapport & un vecteur quelconque de Ngy.
Donner I’énoncé du théoréme que vous avez appliqué.

e) Donner une autre méthode pour minimiser cette distance.



