Préparation a I'Agrégation de Mathématiques — Université Paris Diderot (F.Jouve)
Normes vectorielles et matricielles

On se place sur un corps K. En pratique K = R ou C. Pour une matrice A € M, (K), on note A* la
matrice transconjuguée si K = C et A7 la matrice transposée si K = R.

1 Normes vectorielles
L’application ||| : K" — R4 est une norme sur K" si et seulement si

o] =02 v=0
[lav]| = |al||lv|] Yo e K, Vv e K"
w0l <lull +[]o]| Vu,v € K"

Définition 1.1 (Normes |[|.|[,)
n 1/17
On définit : Vv € K", V1 < p < 400, [[v|l, = | Y [vil” et |[v]|oe = max |vj].
P i={1,...,n}
[l.1l1 et ||-|lco sONt clairement des normes.

P 1 1
Lemme 1.1 V1 < p < 4o0,Vz,y > 0,2y < T + %q avec — + — =1.
p P q
Preuve : zy = exp(log(z) +1log(y)) = exp(% log(zP) + % log(y?)) < %p + % (convexité de 'exponentielle).

1 1

Lemme 1.2 ((Inégalité de Holder)) |v*u| < ||u||p||v]l; Yu,v € K", V1 < p < 400, avec — + — = 1.
P q

|uivi 1P 1 v

Preuve : V1 <i<n <
Nullpllvllg = pllullp — qlv]lg

. Le résultat s’obtient par sommation sur i. m

Proposition 1.1 ||.||, est une norme sur K» V1 <p < 4o0.

Preuve : Il suffit de vérifier 'inégalité triangulaire :

n n n
u+vl|f = u; + villu; +v|0 < w; | |u; +v;|° v llu; + v |7
[Ju+ol[? i +villug +oilPTH <Y Juallug +oilPTH Y foillug + 0P
i=1 i=1 i=1
n
Holder = Z [wil|wi| < ||ullpllw|ly Vu,w € K™ avec g(p — 1) = p.
i=1
On choisit w € K" tel que w; = |u; + v;[P71, V1 <i < n.
Alors [[u +o|[5 < ([[ullp + [[v][p)|[u +o|[5~". =

Remarque 1.1 ||.||, n'est pas une norme pour p < 1.
Ezemple avecp=1/2 :u=(10),v=(01) =4 = |[u+v||, > ||ull, + ||v]l, =2

En dimension finie, toutes les normes sont équivalentes.
Attention : les constantes d’équivalence dépendent de la dimension :

Proposition 1.2
1_1
lullp < [lully < n"rllull,, 1<g<p<+oo,
lulloo < ffull, < nvllulle, 1 <p < +o0.



2 Normes matricielles

Définition 2.1 ||.|| : M, (K) — Ry est une norme matricielle si et seulement si :
1. VA e M, (K),||A|| =0 A =0,
2. VA € M, (K),Va € K, ||ad]| = |a|||A]l],
3. VA, B € Mn(K),|[A+ Bl| < [|A]| + ||B]],
4. VA, B € Mu(K), ||[AB]| < [[All[|B]].

Remarque 2.1 Toutes les normes sur M,,(K) en tant qu’espace vectoriel ne sont pas des normes ma-

tricielles.
Exemple : ||A|| = max|a;;| est une norme, mais ce n’est pas une norme matricielle car
0.
1 ... 1
A= 0 =lAl=1 et n=]A%] >[4l =1
1 1

2.1 Norme subordonnée a une norme vectorielle

Proposition 2.1 A toute norme |.]| sur K™ on peut associer une norme matricielle sur M, (K) :
|| Ax]] || Al
Al = = = ax || Az|].
zeknz£0 ||2]] zeKn,z#0 ||z zeKn,||z||=1
On dit que ||.|| (en tant que norme matricielle sur M, (K)) est une norme subordonnée a la norme
vectorielle ||.]].

Preuve : sup ;= |[Az]| < +oo et est atteint car I'application x — |[Az|| est continue et la sphere
unité est compacte (car on est en dimension finie).

14+ Bl| = max [|Az + Bzl| < [[A[l +|B]]

et
|[ABz|| < [|A|l|Bz|| < [|A[|[|B]|[|z|| Vz #0

Donc [|.|| est bien une norme matricielle.
L’équivalence avec les deux autres expressions est laissée en exercice. m
Remarque 2.2 Si||.|| est une norme subordonnée, alors ||I,|| = 1.

Définition 2.2 (Rappel) A € M, (C), le polynéme caractéristique Pa(X) est scindé et a n racines.
On note sp(A) = {valeurs propres de A} le spectre de A et p(A) = max || le rayon spectral de A.

A€sp(A)
Proposition 2.2
n
e ||4]|o = miaxz la;;| (=max]||.||; des lignes),
j=1
"
o 114l = max > fais| = [14°] e,
i=1
o [|Afl2 = [|A*[|2 = /p(A*A).
Preuve :
n n n
of|Az[| = mgXIZlaijle < mfle laij| | llzlloo = [|Allse < mfle |aij|.
j= j= j=

.. . g c . . Ao .
Soit 49 un indice qui réalise le maximum. On prend x = (2;);j=1, .. n avec £; = | W| siaj #O0etz; =0
a; j
" 0
sinon. Alors || =1 d’ou ||A||oc > max E la;;| et le résultat annoncé.
K2

Jj=1



n

n n n n
SRETES 91) SL [ 755 o) D SIER PN ol
1=1 Jj=1

=1 |j=1 i = j =1

IN

n n

Soit jo tel que E la;j,| = max E la;;]. On prend alors x = (d;j,)j=1,...n. Comme ||z||y = 1, on a
; i 4
i=1 1=1

n
[|All > mjaxz la;;| d’ot le résultat voulu.

i=1
[|Az||3 x*A* Ax
of |[A][§ = sup -5 = sup —
a0 ll2llz a0 [lll2
. . . z* A* Ax .
A* A est hermitienne donc diagonalisable dans une base orthonormale = sup R =p(A*A). m
x#0 T2

Proposition 2.3

e Si U est une matrice unitaire de M, (C) (i.e U*U = UU* = I,,), alors ||All2 = ||[UA||]2 = ||AU||2 =
ATl

o Si A est une matrice normale (i.e A*A = AA*, donc par exemple si A est réelle symétrique ou compleze
hermitienne), alors ||Alla = p(A).

o||A|]3 =||A* Al VA € M,(C).

2.2 Norme de Frobenius (ou euclidienne)

Définition 2.3 (Rappel de la décomposition en valeurs singuliéres (SVD))

A e M, (K), avec K=R ou C.

3P, Q € M, (K) unitaires (K = C) ou orthogonales (K = R) telles que Q* AP est diagonale avec tous ses
termes diagonauz réels positifs. Ils sont appelés valeurs singulieres de A. De plus, si A est une matrice
normale, ses valeurs singulieres sont les modules de ses valeurs propres.

Définition 2.4 (Norme de Frobenius)
[|Al|F = tr(A*A) = tr(AA*) = Z laij > = ||A*||F = Z carrés des valeurs singuliéres.
4,3

Quelques propriétés de la norme de Frobenius :
o 1All> < [|Allr < VAllAlls car p(A*A) < tr(A* 4) < np(A*A).
e La trace est conservée par changement de base = la norme de Frobenius aussi.

Proposition 2.4
La norme de Frobenius est une norme matricielle qui n’est pas subordonnée a une norme vectorielle (sauf
sin=1).

Preuve : )

Cauchy-Schwarz = ||AB||p = ) <> an D |bil? = [|Al[7]|Bl|F, done ||.||F est
i,j k l

,J

> airby;
p

bien une norme matricielle.
Elle est non subordonnée car ||I,]|lr =vn #1.

Théoreme 2.1 ||.|| norme matricielle = p(A) < ||4]].

Preuve : Soit A une valeur propre de A et x un vecteur propre associé. On peut trouver un vecteur
y € K™ tel que la matrice B = z.y* # 0. On a alors :

1ABI| = [[Azy™|| = [|(Az)y"|| = [A[BI] < [[A[[|| Bl = [A] < ||A]| VA valeur propre = p(A) < [|A]|

Théoreme 2.2 VA € M, (C),Ve > 0,3||.|| norme matricielle subordonnée t.q.||A|| < p(A) + €.



Preuve : A € M,,(C) = 3P t.q. P~'AP = T triangulaire supérieure.
Soit As = Diag(1,d,...,0"1).

(AF'TAs)ij = (Ms); ' Tij(As)j5 = &'y, j >

M T ... Tin A1 0T ... 5n71T1n
T — 0 . .. . N AngA(g _ 0
. . . Tnfln . 5Tn71n
0o ... 0 An 0o ... 0 An

Pour £ > 0 on peut choisir § > 0 t.q. Z |6j_iTij| <e Vi<n-1.
j=i+1
On construit alors une norme de la fagon suivante :
1] = Mn(C) — Ry X
B — [[B[| = [[(PAs)" T (PAs)l[

Cette norme dépend de A et de . Elle vérifie bien ||A]| < p(A4) 4+ € car ||C||eo = maxz |Cj]-
J

C’est une norme matricielle subordonnée & la norme vectorielle v — [|[(PAs) " v||oo. ®

Théoréme 2.3 Soient ||.|| une norme matricielle subordonnée et B € M, (K).
1
< -
1Bl
2. Réciproquement, si (I+ B) est singuliére, alors ||B|| > 1 pour toute norme matricielle, subordonnée
ou non.

1. Si||B|| < 1, alors (I + B) est inversible et ||(I + B)

Preuve : (I + B)u =0 = ||Bul| = ||u||

IBI < 1 et u# 0= || Bull < |lul

Donc (I + B)u=0=u =0 d’ou (I + B) inversible.

(I+B)*I+B)=(I+B)-B = ({[+B)'=I-B(I+B)!

= |T+B)7 M <1+[BllII+B)7Y = 1< =77 +IBll
(I + B)~]]

1
= [[U+B)7 < —p-
1—1B]|

Réciproquement, (I 4+ B) singuliére <= —1 valeur propre de B =>||B|| > p(B) > 1. =

3 Puissances d’une matrice

Définition 3.1 On dit qu’une suite de matrices (Ag)ren C Mn(C) tend vers 0 si || Ag|| "2 0 pour une
norme matricielle.

Remarque 3.1 Toutes les normes étant équivalentes, cette convergence a lieu pour toutes les normes.

Théoréme 3.1 Si A € M,,(C), une condition nécessaire et suffisante pour que (AP),en converge vers 0
est que p(A) < 1.

Preuve : p(A7) = (p(A)’ < |47 = (p(A)’ =0 = p(4) <L
Réciproquement :
1
si p(A) < 1, d’apres le théoréme 3||.|| subordonnée telle que ||A|| < p(A4) + 5(1 —p(4)) < 1.

p—0o0

AP < JJA[[P = |[AP|| "—"0. =

Théoréme 3.2 Pour toute norme matricielle sur M, (C), p(A) = lim ||AP||}/?.

p—0oo



Preuve :
Vp >0, (p(A)) = p(AP) < [|AP|| = p(A) < ||AP|[V/P = p(A) < liminf ||AP[|*/7.
p—00

1
A A) <1= lim AP =0,
A 1z On a p(4.) < épingo P=0

donc AN > 0t.q.p > N = [|AZ|| < 1, ie. [|AP[| < (p(A4) + )P

Pour € > 0 on considere A, =

— Ve > 0, limsup ||AP||YP < p(A) +e = limsup||AP||Y/P < p(A)

p—00 p—00
N
Proposition 3.1 ZAP est convergente si et seulement si p(A) < 1. Alors, (I — A)™! = Z = 0 AP
p=0 p

Preuve : D’apres le théoréme [2.2] 3||.|| subordonnée telle que ||A[| < 1.

o0
Z AP est absolument convergente pour cette norme et on a

p=0
o) N
_ P — i _ P _ T _ 1; N+1 _
(I-A)> A Jim (1 - 4) d oA =1 Jim A I.
p=0 p=0
o0 o0
Réciproquement : Z AP convergente, donc Z AP converge pour toute A valeur propre de A
p=0 p=0

= |A] <1 VAvaleur propre = p(4)<1. =

Corollaire 3.1 (I + A)~t =3 (—1)PAP

P

4 Conditionnement

Exemple. Sur cet exemple simple en apparence, on se rend compte qu’il y a parfois lieu de se méfier,
meéme lorsque les matrices ont un bon aspect général...
On considere la matrice réelle, symétrique, définie positive suivante :

0 7 8 7
75 6 5
A= 8 6 10 9
75 9 10
On a det(A) =1 et on peut calculer
25 —41 10 —6
q-1o | 4 68 —17 10

10 —-17 5 =3
—6 10 =3 2

Pour le second membre b = (32,23,33,31)7, on peut calculer la solution du systéme linéaire Az = b et
on trouve z = (1,1,1,1)7.

Si on perturbe maintenant ce systeme linéaire en ajoutant une “erreur” sur le second membre b,
et que lon cherche la solution du systéme A7 = b avec b = b + f—o(l,fl,l,fl)T, on trouve T =
(9.2,—-12.6,4.5,—1.1). Le rapport entre l'erreur relative sur b et 'erreur relative su z vaut plus de 2000.
Autrement dit, les erreurs ont été amplifiées d’un facteur 2000 lors de la résolution de ce systeme.

De méme, on peut calculer l'effet de petites variations sur les coefficients de A sur lerreur de la
solution z. On trouve aussi un facteur d’amplification de ’ordre de 1000.

La suite de ce chapitre va permettre de comprendre ce phénomene, qui est de la plus haute importance
dans la perspective du calcul numérique.



Définition 4.1 On appelle conditionnement d’une matrice inversible A la quantité cond(A) = ||A||||A~Y|
ot ||.|| est une norme matricielle subordonnée. Si le conditionnement est calculé par rapport & la norme
[|-]lp, on le note cond,,.

Motivation : on s’intéresse a la résolution du systéme linéaire Az = b. On suppose que A est inversible
et que x est la solution de ce systeme.
1. Erreur numérique sur b — erreur numérique sur x :

[[ol]
Az =b = [[b]| < [|A|ll}|| = [l=]| = Al
Soit ¢b une erreur sur le second membre b. A(z + dz) = b+ Jb = Adz = b
0 ob
= l1gal < 1A~ 38 = 125 < conacay L

2. Erreur numérique sur A — erreur numeérique sur T :
(A+6A)(z +0x) =b= Adz + §A(z + 6x) = 0 = ||0z|| < ||A7Y|||5A]|||z + b=|| soit
||6|] 1 [15A]]
AL < a5l = cona(a) P21
||z 4 o] Al
Proposition 4.1
1/ cond(A) > 1.
2/ A unitaire (ou orthogonale) = condz(A) = 1. 3/ ||.||2 sur C". U € M, (C) unitaire (U*U = I), alors
condy(A) = conda(AU) = condy (U A).
4/ cond(A) = cond(A™1).
5/ cond(A) = cond(aA)Va € K\ {0}.

n(A . . .
6/ conda(A) = 'Z ((A)) ot p1(A) et p,(A) désignent respectivement la plus petite et la plus grande des
1

valeurs singuliéres de A (i.e. la plus petite et la plus grande des racines carrées positives des valeurs
propres de A*A).
A
7/ Si A est normale (par exemple symétrique), conds(A) = ||/\n|| ol A\ et \, désignent respectivement la
1
plus petite et la plus grande des valeurs propres de A en valeur absolue.

Preuve :

1/ [JA[NATH] = |JAATH] = [|1]] = 1.

2/ A unitaire = [|A||2 = \/p(4*A) = \/p(I) = 1.
3/ condy(AU) = ||AU||o||U*A7Y |2 = p(U*A*AU)
condy(A).

6/ [|All3 = p(A*A) = max; Ai(A*A) = pi7,(A) . .
[ATHI3 = p((A71)"A7Y) = p((AFATH)") = max; A ((A"A) ™) = =

7/ A normale = ||A|l2 = p(4). =

P(AT1Y U A = p(A*A)p(A1) A1)E =

Nl

5 Sensibilité d’un probleme aux valeurs propres

Exemple. On considere la matrice de M, (R)

0 €
1 0 0
0

0o ... 1 0

Son polynéme caractéristique est (—1)"(X™ — €) : les valeurs propres sont nulles si € = 0 et ce sont les
racines n-emes de € si € # 0. Sin = 10 et si € = 10719, les valeurs propres ont pour module 0.1. On voit
donc qu'une perturbation de 1071% d’un coefficient de la matrice entraine des variations importantes des
valeurs propres.

On note o(A) le spectre d’une matrice A de M,,(C).
Pour tenter de comprendre la sensibilité des valeurs propres aux perturbations d’une matrice, on a le
résultat



Théoréme 5.1 Soit A € M, (C) diagonalisable, et P une matrice de changement de base telle que

P~1AP = Diag(\1,...\,). Soit ||.]| une norme sur M,,(C) telle que
IMN| < [MIIN| et [Diag(pr ... pn)]| = ma [p]
alors pour toute perturbation 6A de A, on a
o(A+6A) c UL, D;

et
Di = {u € C; i1 — il < cond(P)[5All}.

(1)

(2)

Preuve : On sait que p est valeur propre de A + §A si et seulement si A + 0A — pul n’est pas inversible.

En multipliant & droite par P et & gauche par P~!, ceci est équivalent & dire que Diag(\; — i, . . .

w) + P16 AP est singuliere. Deux cas se présentent :

1. si Diag(A1 — i, ..., A\n — p) est singuliere, alors p € D; pour un indice i € {1,...,n}.
2. sinon, I + Diag((Ay — p) 71, ..., ( Ay — ) ") P7LSAP est singuliere. Ceci implique que

IDiag(( — 1), ., (A — ) ") PTLSAP] > 1,

a)‘n_

autrement on pourrait construire un inverse avec une série. Les propriétés de la norme impliquent

alors que

IDiag((Ar — p) ™oy = )" HIIPHISA PI > 1,

soit encore
max |\; — p| " tcond(P)||6A| > 1.
7

On en déduit que
min [A; — pu| < cond(P)||6A]|

Remarque 5.1 La sensibilité d’un probléme aux valeurs propres d’une matrice A diagonalisable par
rapport aux perturbations dépend donc du conditionnement de la matrice de passage P et non pas de celui

de A.

Remarque 5.2 Si A est normale, on sait que A est diagonalisable avec P unitaire. On a conda(P) = 1.
Dans ce cas les valeurs propres de A sont contenues dans des disques centrés aux valeurs propres de A

et de rayon ||6A]2.
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