Devoir 1

E.1.S.T.IL - Département Mathématiques
1re Année Ingénieurs

MATHEMATIQUES POUR L INGENIEUR

Devoir surveille n° 1 ( Algébre)
donné le 8 novembre 2005
(Durée 2h.)

I (7 Pis) /
i) Déterminer toutes/les formes canoniques de Jordan possibles pour la matrice réelle
A dont le polyndme caractéristique Fa () et le polynome minimal 7.4 (t) sont
les suivants :

Pa(t) = (2 +4t+4)%(° — 6t + 9)%  malt) = (@ +4t +4)(t2 —6t+9)
ii) Soit E un espace vectoriel de dimension 12 sur R et soit I’endomorphisme f :
E — E, ayant pour polynome minimal :
myp(t) = (8 +3)°(t* + !
Trouver toutes les formes canoniques rationnelles possibles pour f.

iiif) Soit une matrice A € M5(C) :

1 —i 0
A=11 -1 ¢
0 —i 1

a) Vérifier si A est une matrice hermitienne. Trouver unc forme quadratique
hermitienne qui admet A comme représentation matricielle.
b) Trouver une matrice non singuliére C telle que la matrice H = C*AC, soit

diagonale. Vérifier votre résultat.
Trouver une forme quadratique hermitienne qui admet H comme représen-

tation matricielle.
II (6 Pts.) :
Optimiser par la méthode géométrique et par la méthode (des tableaux) du sim-
plexe : ;
l'ﬂd.X(.Z = + 2.’52)
3ry — T2 <9
<
avec les contraintes : 23y + 302 £ 12
1 20,2220 ¥ oAl
III (7 Pts.)
Soit la matrice : U € M2(C) :
1 Fomi
vz o VZ

U=

S
|
S
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Veys, *
g ane

E.IS.T.IL - Département Mathématiques

a) Montrer que la matrice U est unitaire. Est-elle hermitienne ? Est-elle normale ?
b) On considére ’espace vectoriel C?, muni de la norme [[v]l2 défime comme il suit,
YveC?:

Pourriez-vous définir le produit scalaire auquel correspond la norme précédente ?
Soit le vecteur .
2
=1,
2

Calculer 1a norme vectorielle ||u|z , et celle du vecteur transformé Ulu) on U
est la matrice unitaire de la question a). Comparer les deux normes et justifier
votre résultat par application d’un théoréme du cours (avec démonstration).

Pour toute matrice M -€ M3 (C) on définit ]a norme matricielle
subordonnée a la norme vectorielle ||v|2 par:

M|z = sup LM’I(”)HZ
poi<r  lvlle

On considére la matrice B € M3(C) suivante :

()

Vérifier si la matrice B est hermitienne. Est-¢lle Normale ?
d) Par application d’un théoréme du cours trouver la norme matricielle
| B||z - Connaissez vous la valeur du rapport

1Bl
[U*BUT

Justifier votre réponse.
(Application du théoréme correspondant avec démonstration.)




devoir Algébre 1

E.LS.T.1. - Département Mathématiques
Ire Année Ingénieurs

MATHEMATIQUES POUR L’ INGENIEUR

Devoir surveillé n® 1 (Algeébre)
donné le 30 novembre 2006
(Durée 2h.)

I (7 Pts)

i) Déterminer toutes les formes canoniques de Jordan possibles pour la matrice réelle
A dont le polyndme caractéristique P4(t) et le polyndme minimal m A(t) sont
les suivants :

Pa(t) = (> -6t+9)°(t+1)%(t+2)%  ma(t) = (2 —6t+9)(t+1)2(t +2)

ii) Soit ' un espace vectoriel de dimension 14 sur R et soit I'endomorphisme f :
E — E, ayant pour polynéme minimal :

mg(t) = (2 + 1)%(t2 + 3)°.

Trouver toutes les formes canoniques rationnelles possibles pour f.
iif) Soit une matrice A € M3(C) :

1 i 0
A=1—-i -1 —1];
0 i 1
a)
Veérifier si A est une matrice hermitienne. Trouver une forme quadratique
hermitienne qui admet 4 comme représentation matricielle.
b)
Trouver une matrice non singuliére C telle que la matrice D = C* AC, soit
diagonale. Vérifier votre résultat (donner le détail de la vérification). Votre
nouvelle matrice D est-elle hermitienne ?
Trouver une forme quadratique hermitienne qui admet ID comme représen-
tation matricielle.
IX (6 Pts)

Optimiser par la méthode géométrique et par la méthode (des tableaux) du sim-
plexe :
ma.x(Z = =21 +I2)

——211314“3.’.'6236
2.’171 +£C2£].O
201 — 12 <6
z120; 2520

avec les contraintes :



2 E.IS.TI - Département Mathématiques

III (7 Pts)
a) On considére deux nombres réels o, et 3 ; soit la matrice U € My(T) -
exp(—ia)cosf —exp(—ia)sin g
U=
exp(ia) sin 3 exp(icx) cos B

Vérifier si la matrice U est unitaire.

b) On considére I’espace vectoriel C2, muni de la norme [l.]la définie comme il suit,
VoueC?:

oll2 =

Pourriez-vous définir le produit scalaire auquel correspond la norme précédente ?
Justifier votre réponse.

Pour toute matrice N € M3 (C) on définit la norme matricielle subordonnée &
la norme vectorielle |[v||, par:

V]2 = sup V@2
i<t lvll2

1. En supposant que la matrice U est unitaire, soit une matrice M & My (C)
quelconque, et un vecteur u € C2. Par application d’un théoréme, donner
la valeur du rapport des normes matricielles | M), et (1U*ALU]|2 et des
normes vectorielles ||uf|; et |[Uulfo :

IMle s
MU, 0wl

Justifier votre réponse.
(Application du théoréme correspondant avec démonstration )

2. Quelle est la norme matricielle de la matrice U/ de la question a) dans le
cas ou elle serait unitaire ? Justifier votre réponse
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Devoir 1

E.LS.T.I. - Département Mathématiques
Ire Année Ingénieurs

MATHEMATIQUES POUR L’ INGENIEUR

Devoir surveillé n° 1 ( Algébre)
donné le 8 novembre 2005
(Durée 2h.)

/

I (7 Pts.) /

i) Déterminer tOu‘[ﬁSKES formes canonigues de Jordan possibles pour la matrice réelle
A dont le polyndme caractéristique Pa (t) et le polyndme minimal 7 4 (1) sont
les suivants -

Pa(t) = (P2 +4t+42(F -6t +9)%  ma(t)= (t* + At +4) (¢ — 61+ 9)

ii) Soit E un espace vectoriel de dimension 12 sur R et soit 'endomorphisme f :
E — E, ayant pour polynéme minimal :

my(t) = (% +3)2 (£ + 2)°.
Trouver toutes les formes canoniques rationnelles possibles pour f.

jii) Soit une matrice A € M;3(C):

1 —-i 0
A=|1 -1 1
0 —i 1

a) Vérifier si A est une matrice hermitienne. Trouver une forme quadratique
hermitienne qui admet A comme représentation matricielle.
b) Trouver une matrice non singuliére C telle que la matrice H=C"

diagonale. Vérifier votre résultat.
Trouver une forme quadratique hermitienne qui admet H comme représen-

tation matricielle.

AC, soit

II (6 Pts.) .
Optimiser par la méthode géométrique et par la méthode (des tableaux) du sim-
plexe :
mH.X(Z =xI -+ 2I2)
3z —22 59
. <
avec les contraintes : 2y + 3zp <12
1 20,2220
I (7 Pts.)

Soit la matrice : U € M2(C):

Sk
L

U =

S
1
&

£




A

E.LS.TI. - Département Mathématiques

a) Montrer que la matrice U est unitaire. Est-elle hermitienne ? Est-elle normale 7

b) On considére |’espace vectoriel €2, muni de la norme |jv]|z définie comme il suil,

YueC?:
2
>l

i=1
Pourriez-vous définir le produit scalaire auquel correspond la norme précédente ?

Soit le vecteur

lvll2 =

3
z

=1
2
Calculer la norme vectorielle ||u]]z , et celle du vecteur transformé U (u) ou U
est la matrice unitaire de la question a). Comparer les deux normes et justifier
votre résultat par application d’un théoréme du cours (avec démonstration).

c)
Pour toute matrice M€ M (C) on définit la norme matricielle
subordonnée a 1a norme vectorielle [|v]|2 par:

Ol
"M”“ﬂﬂfﬁl llvll2

On considére la matrice B € M3 (C) suivante :

(2

Vérifier si la matrice B est hermitienne. Est-elle Normale ?
d) Par application d’un théoréme du cours trouver la norme matricielle
|| Bll2 - Connaissez vous la valeur du rapport

18l: .,
[0°BUT

Justifier votre réponse.
(Application du théoréme correspondant avec démonstration.)
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Algébre (Devoir surveillé 1) 1

E.LS.T.I - Département Mathématiques
Ire Année Ingénieurs

MATHEMATIQUES POUR L’ INGENIEUR

Devoir surveillé n° 1 (Algébre)
donné le 4 décembre 2007 ( Durée 2h.)

I (7 Pts.)

i) Déterminer toutes les formes canoniques de Jordan possibles pour la matrice réelle
A dont le polynbéme caractéristique Py (t) et le polyndme minimal m 4 (t) sont
les suivants :

Pa(t) = (t2-16t+64)°(t2+2v3¢+3)%,  ma(t) = (£>—16t+64)2(t2+2v/3 143)2

i) Soit £/ un espace vectoriel de dimension 12 sur R et soit 1’endomorphisme f :
E — E, ayant pour polyndéme minimal :

m(t) = (8% + 5)2(2 + 7)°.

Trouver toutes les formes rationnelles canoniques possibles pour f.
iii) Soit une matrice A € M3(C) :

1 +2 0
A=|-2c 1 —i];:
0 +i 3

a) Vérifier si A est une matrice hermitienne. Trouver une forme quadratique
hermitienne qui admet A comme représentation matricielle.

b) Trouver une matrice non singulidre C telle que la matrice H = C*AC, soit
diagonale. Vérifier votre résultat.
Trouver une forme quadratique hermitienne qui admet H comme représen-
tation matricielle.

I (6 Pts.)

Optimiser par la méthode géométrique et par la méthode (des tableaux) du sim-
plexe :
max(F = z; + 2z3)

211 + 335 < 12
avec les contraintes : T — 29 <3
120, 22>0






2 E.LS.T.L - Départ. Mathématigues

I (7 pts.)
a)
Soit la matrice U € M3(C):

Ay 1-—i

V3 V3
U=

I4d 1

V3 V3

Vérifier si la matrice U est unitaire.
b) On considére I"espace vectoriel C2 et on définit I’application suivante :

h:CxC? — C
(u, v) — h(u, v) =aiyv; + busty

Quelles seraient les conditions qu’on imposerait sur les parametres a et b pour que
I’application h soit un produit scalaire sur C2? -
Quelle serait alors la norme associée d’un vecteur quelconque :
m
v= e C??
V2

¢) On considére I’espace vectoriel C?, muni de la norme |[v||z définie comme il
suit, Vv € C? :

2
> lul?

i=1

[vll2 =

et pour toute matrice M € M3 (C) on définit ]a norme matricielle subordonnée 3 la
norme vectorielle ||v||2 par:

e sy IO
”MHg*nv}fgl vl

On considére la matrice B € M2(C), et le vecteur u € C? suivants :

1
1 0 2
B—(O _3), A=z i

2

Calculer la norme vectorielle de ce vecteur u particulier, et du vecteur transformé U (u)
(avec U la matrice de la question a)). Comparer les deux normes .

d) En supposant que U est unitaire justifier votre résultat par application d’un théo-
réme. Donner la démonstration de ce théoréme.

Donner une expression des normes matricielles ||B||; et |[U* BU|j2. Connaissez

vous la valeur du rapport
1Bl. |
IU=BU{2

Justifier votre réponse (en supposant toujours que [/ est unitaire), par application du
théoréme correspondant avec démonstration.






Algebre (Devoir surveillé 1a) (Rattrapage)) 1

E.LS.T.I. - Département Mathématiques
Ire Année Ingénieurs

MATHEMATIQUES POUR L’ INGENIEUR

Devoir surveillé n 1a (Rattrapage) (Algébre)
donné le 21 avril 2008 ( Durée 2h.)

I (7 Pts)

i) Déterminer toutes les formes canoniques de Jordan possibles pour la matrice réelle
A dont le polynéme caractéristique P, () et le polyndme minimal m 4 () sont
les suivants :

Pa(t) = (P +140+49)2 (2 42V5 t45)%  mua(t) = (tP+14t+49)2 (12 +2V5 14+5)

ii) Soit £ un espace vectoriel de dimension 12 sur R et soit I’endomorphisme f

E — E, ayant pour polynbnie minmal -
my(t) = (£ + 6)%(¢2 + 2)3.

Trouver toutes les formes rationnelles canoniques possibles pour f.
i) Soit une matrice 4 € Mj3(C) :

1 +i 0
A=|-i 0 -2i|;
0 2 2

a) Vérifier si A est une matrice hermitienne. Trouver une forme quadratique
hermitienne qui admet 4 comme représentation matricielle.

b) Trouver une matrice non singuliére C telle que la matrice H = (" AC, soit
diagonale. Vérifier votre résultat,

Trouver une forme quadratique hermitienne qui admet H comme représen-
tation matricielle.

IT (6 Pts.)

Optimiser par la méthode géométrique et par la méthode (des tableaux) du sim-
plexe :

max(F =z + 21,)
—3ry + 27y < 2

avec les contraintes : T1+25 <5
1202220






2 ELS.TI. - Départ. Mathématiques

III (7 Pts)
a)
Soit la matrice U € M»(C) :
11
NG Ve
=
¥ Ex o S
v VB

Vérifier si la matrice U est unitaire.
b) On considére I’espace vectoriel ©2 et on définit I"application suivante :

ey C¥E? = ¢
(u, ) = h(u. v) = aigoy + gy
Quelles seraient les conditions qu’on imposerait sur les parametres a et b pour que
I"application A soit un produit scalaire sur C2?
Quelle serait alors la norme associée d’un vecteur quelconque :

" e
T e eCQ? (K/y>7 %y Ed

(%)

¢) On considére I’espace vectoriel €2, muni de la norme lvlla définie comme il
suit, Vv e C?;

2
lolla = | > fwil?

t=1

et pour toute matrice M & M,(C) on définit la norme matricielle subordonnée a la
norme vectorielle ||v]|, par :

e o M)
1Mlle = mup =

On considére la matrice B € M,(C), et le vecteur v € C2 suivants :

I
5 0 3
B=d® ): U=

3

Calculer la norme vectorielle de ce vecteur i particulier, et du vecteur transformé U(u)
(avec U la matrice de la question a)). Comparer les deux normes .

¢) En supposant que U est unitaire justifier votre résultat par application d’un théo-
reme. Donner la démonstration de ce théoréme.

Donner une expression des normes matricielles [ B2 et |[U* BU||3. Connaissez
vous la valeur du rapport

Bl
U*BU||z

lustifier votre réponse (en Supposant toujours que [ est unitaire), par application du
théoréme correspondant avee démonstration.







