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Chapitre 1

Espaces vectoriels - Matrices -
Endomorphismes - Réduction
(A)

Rappels, remarques références sur les:
– 1. Espaces Vectoriels
– 2. Matrices
– 3. Applications linéaires
– 4. Matrices et Applications linéaires

1 Espaces Vectoriels

1 Espaces Vectoriels

Définition 1.1 (Structure d’un espace vectoriel).
Supposons que
i) E = {u1, u2, · · · , un, · · · } est un ensemble d’éléments (fini ou infini).
ii) On a défini une opération interne "+" (“addition”) entre les éléments deE,

telle queE en forme un groupe abélien.
iii) K est un corps commutatif.
iv) On a défini une opération externe "•" (“multiplication”) sur les éléments de
E, ayant comme opérateurs ("scalaires") des éléments deK. Cette opération est
telle que pour toutu ∈ E et toutλ etµ ∈ K,on ait :
λ · (µ · u) = (λ · µ) · u associativité
e · u = u (e élément "neutre" de la multiplication dansK)

v) L’opération externe est distributive par rapport à l’addition dansK et par rap-
port à "l’addition" dansE. autrement dit :
(λ+ µ) · u = λ · u+ µ · u
λ · (u1 + u2) = λ · u1 + λ · u2

Si toutes ces conditions sont vérifiéesE est un espace vectoriel surK.

Remarque 1.1. Dans nos applications on aura souvent :

K = R ou K = C.

1
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Exemples 1.1. a) L’ensemble des vecteurs du plan(R2) notés~x ou ~y muni des
opérations~x+ ~y etα~x avecα ∈ R est un espace vectoriel surR.

b) L’ensemble des fonctions numériques continues sur un intervalleI = [a, b] ⊂
R, muni des opérationsf + g, αf α ∈ R, est un espace vectorielsurR

c) R (resp.C) muni des opérations habituelles est un espace vectoriel sur lui-
même.

2 Sous espaces vectoriels

Définition 1.2 (Sous espaces vectoriels).
SoitE espace vectoriel surK.
Une partie non videF deE est un sous-espace vectorieldeE ssi elle a la même

structure d’espace vectoriel queE c’est-à-dire :

(∀ x ∈ F ) (∀ y ∈ F )
(∀ λ ∈ K) (∀ µ ∈ K)

}
λ · x+ µ · y ∈ F

Remarque 1.2.
a) Les opérations interne "+" et externe "•" sont celles induites par la structure de
E, doncF est un sous-groupedu groupe additif de E.

b) Pour simplifier les notations on écrit souvent par la suite
(∀ u ∈ E)
(∀ λ ∈ K)

}
λ u au

lieu deλ · u.

Exemple 1.1. L’ensemble de toutes les combinaisons linéaires :ν =
∑p

i=1 λiui dep
éléments deE espace vectoriel surK, forme un sous-espace vectoriel deE.

3 Isomorphismes

Définition 1.3 (Isomorphisme d’espaces vectoriels).
SoientE, E′ deux espaces vectoriels sur le même corpsK.

On appelleisomorphismedeE surE′ toute bijectionf deE surE′ telle que :

(∀ u ∈ E)(∀ ν ∈ E)f(u+ ν) = f(u) + f(ν)
(∀ u ∈ E)(∀ ν ∈ E)f(λu) = λ f(u)

∗ E etE′ sont alors desespaces vectoriels isomorphes.

Remarque 1.3. SiE = E′, on dit quef est unautomorphisme.

4 Espaces produits

Définition 1.4 (Espace vectoriel produit ).
Soientn espaces vectoriels surK, E1, E2, · · · , En. On définit l’espace vectoriel

produit surK et on noteE = E1 × E2 × · · · × En par les égalités suivantes :
Si,xi ∈ Ei, yi ∈ Ei, ∀i alors (x1, · · · , xn) ∈ E, (y1, · · · , yn) ∈ E, et

(x1, x2, · · · , xn) + (y1, y2, · · · , yn) = (x1 + y1, x2 + y2, · · · , xn + yn)
λ(x1, x2, · · · , xn) = (λx1, λx2, · · · , λxn)

Remarque 1.4. Si on prendE1 = E2 = · · ·En = E alors on note parEn l’espace
vectoriel produit deE par lui-même (n fois)
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Exemples 1.2.
a) Rn espace vectoriel produit surR (deR par lui même2n fois)
b) Cn est un espace vectoriel produit surR isomorphe àR2n, (espace vectoriel

produit deR par lui même2n fois).
Cn est un espace vectoriel produit surC (deC par lui mêmen fois).

5 Bases

Définition 1.5 (Base d’un espace vectoriel ).
SoitE espace vectoriel surK.
a) Famille génératriceG : c’est une partieG = {x1, · · · , xp} ⊂ E telle que tout

élémentx ∈ E peut étre engendré comme combinaison linéaire des éléments de
G.

b) Famille libreL : c’est une partie finie d’éléments deE,L = {y1, y2, · · · , yn}
telle que toute équation du type :∑n

i=1 λiyi = 0
implique

λ1 = λ2 = λ3 = · · · = λn = 0

. On dit aussi que les élémentsy1, · · · , yn sont linéairement indépendants.
c) Based’un espace vectorielE surK : c’est une famille deE libre et

génératrice.

Remarque 1.5.
a) LorsqueE est engendré par un nombre finide ses éléments (resp. nombreinfini

d’éléments on dit que c’est un espace vectoriel de dimension finie(resp.dimension infinie).
b) Une famille qui n’est pas libre est dite liée.
c) Définitions équivalentes pour une baseB deE.
B base⇔ B partiegénératrice minimaledeE.
B base⇔ B partie libre maximaledeE.

d) On appellebase canoniquedeRn l’ensemble suivant :

ε(n) = {ei}i=1,··· ,n avecei = (δ1i , · · · , δi
i , · · · , δn

i ) et δj
i =

{
1 si i = j
0 ailleurs

On vérifie facilement queε(n) forme une base pourRn.

Exemple 1.2.
Base canonique deR3 : ~e1 = (1, 0, 0) ; ~e2 = (0, 1, 0) ; ~e3 = (0, 0, 1)

Théorème 1.1.
a) Tout espace vectoriel de dimension finie admet une base.
b) Toutes les bases d’un espace vectoriel, de dimension finieE, ont même nombre

d’éléments ; ce nombre est appeléla dimension de l’espace vectorielE (nota-
tion : dimK E).

Théorème 1.2. (Th. de la base incomplète)
L etG étant respectivement une partie libre et une partie génératrice d’un espace

vectorielE surK, il existe une partieH deG t.q.L ∪H soit une base deE.

Théorème 1.3.
a) Tout espace vectoriel de dimension finie surK : dimK E = n est isomorphe à

Kn.
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b) SiE = E1 × E2 × · · · × Em et∀i = 1, · · ·m dimK Ei = ni (finie)∀i =
1, · · ·m alors
dimK E =

∑m
i=1 ni.

Exemple 1.3.
dimR C = 2 ; dimR R = 1 dimR Rn = n

6 Somme directe

Définition 1.6 (Somme directe - Sous-espaces supplémentaires).
SoitE = E1 + E2 (ouE = E1 ∪ E2) la somme de deux espaces vectoriels surK,

les propriétés suivantes sont équivalentes
a) E = E1 ⊕ E2 (c’est-à-direE espace vectoriel surK est lasomme directede
E1 etE2)

b) E1 ∩ E2 = {0}
c) ∀ u ∈ E la décompositionu = u1 + u2 avecu1 ∈ E1, u2 ∈ E2 estunique.

∗ On appelle alorsE1 etE2 sous-espaces vectorielssupplémentairespar rapport àE.

Théorème 1.4.L’espace produitE1 × E2 est isomorphe à l’espaceE1 ⊕ E2

Théorème 1.5.
a) Tout sous-espace vectorielF deE (esp. vect. surK) admet au moins un sup-

plémentaireG par rapport àE et

E = F ⊕G⇒ dimK E = dimF + dimG

b) Tous les supplémentaires deF par rapport àE ont même dimension appelée la
codimension deF par rapport àE.

Exemples 1.3.
a) R3 = Rx ⊕ Ry ⊕ Rz ; dimR R3 = 3 ; dimR Rx = dimR Ry = dimR Rz = 1
b) C = Rx ⊕ jRy (j2 = −1) ; dimR C = 2

7 Rang d’un système de vecteurs

Définition 1.7 ( Rang d’un système de vecteurs d’un esp. vectoriel).
Soit un systèmeS = {u1, · · · , us} de vecteurs. La dimension(finie) du sous-espace

F deE engendré par ce système de vecteurs est appelée le rang deS et on noterg(S).

Exemple 1.4. DansRn on considère les vecteursei i = 1, 2, 3 de la base canonique
deRn et soitλ ∈ R etS = {λei}i=1,2,3 ⇒ rg(S) = 3

2 Matrices

1 Généralités

Remarque 1.6.
Dans ce paragraphe on supposera connues certaines définitions fondamentales comme

celles sur : les matrices sur un corpsK, les matrices carrées, rectangulaires, triangu-
laires, diagonales ; l’égalité entre matrices ; les opérations sur les matrices (multiplica-
tion par un scalaireα ∈ K, l’addition et multiplication des matrices) ; l’inversion d’une
matrice carrée.

On supposera aussi connus :
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a). La théorie des systèmes d’équations linéaires et les théorèmes associés à leurs
solutions.

b). Les propriétés et les opérations sur les matrices en blocs.

Définition 1.8 (Transposition des matrices).
a) SoitA = {aij}i=1,··· ,n

j=1,··· ,m une matrice sur un corpsK (R ouC) (den lignes etm
colonnes).
On appelle transposée deA et on noteAt la matrice :

At = {aji}j=1,··· ,m
i=1,··· ,n

(lesm lignes deAt sont lesm colonnes deA, lesn colonnes deAt sont lesn
lignes de deA)

b) Une matriceA est dite
symétriquesi : At = A

et antisymétriquesi : At = −A

Exemples 1.4. (
1 3 5
0 2 4

)t

=

1 0
3 2
5 4



matrice symétrique :A =

1 3 5
3 2 4
5 4 7



matrice antisymétrique :B =

 0 −0, 87 23
0, 87 0 −4
−23 4 0


Théorème 1.6.

i) (A+B)t = At +Bt

ii) (At)t = A
iii) (kA)t = kAt ∀k ∈ K
iv) (AB)t = BtAt

2 Rang d’une matrice

Définition 1.9 (Rang d’une matrice).
a) On appellerang d’une matriceA = {aij}i=1,··· ,n

j=1,··· ,m sur K le rang du système
de ses vecteurs colonnes dansRn (ou le rang du système de ses vecteurs lignes)
dansRn).
Notation :rg(A).
On appelle aussi espace-colonnes(ou espace lignes) le sous-espace deRn en-
gendré par les colonnes (ou par les lignes) deA, linéairement indépendantes-
famille libre- dansRn (ou dansRm).

b) Deux matricesA1, A2 sont dites équivalentes lignes(ou équivalentes colonnes)
si elles ont le même espace lignes (ou le même espace colonnes).

Théorème 1.7.
Deux matrices équivalentes lignes ont le même rang.
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Définition 1.10 (Matrices échelonnées).Une matriceA = {aij}i=1,··· ,n
j=1,··· ,m est dite

échelonnée(ou misesous forme échelonnée) si il existe des éléments :{
a1j1 , a2j2 , · · · , arjr

où j1 < j2 < · · · jr
avecaij = 0 ∀i ≤ r, j < ji, et pouri > r

Autrement dit :
A est échelonnée, si le nombre de zéros qui précède le premier élément non nul

d’une ligne augmente de ligne en ligne jusqu’à ce qu’il n’y ait plus de ligne. On appelle
les premiers éléments non nuls des lignes d’une matrice échelonnée les éléments distingués
ou remarquables.

Exemple 1.5.

A =

1 2 3
0 0 6
0 0 0

 B =


0 1 0 4 −6 7 0
0 0 1 0 20 8 0
0 0 0 0 1 7 0
0 0 0 0 0 0 1


Quand les éléments distingués des matrices échelonnées sont tous égaux à 1 et, qu’en
plus, il sont les seuls éléments non nuls de leurs colonnes respectives (v. exempleB)
on les appellematrices échelonnées réduites par les lignes (e.r.`.)

Définition 1.11.
Algorithme d’échelonnage sur les lignes.
– 1re étape

Appelonsj1 la première colonne avec un élément non nul. Pour simplifier, sup-
posons que cet élément se trouve à la première ligneL1 (sinon on permute sim-
plement les lignes ) d’oùa1j1 6= 0.

– 2me étape
Pour chaque ligneLi aveci > 1 on applique la combinaison :

Li → −aij1L1 + a1j1Li (E)

On répète la 1ère et la 2ème étape avec la sous-matrice formée par toutes les
lignes sauf la première et on continue cette méthode jusqu’à ce que la matrice
soit sous forme échelonnée.

Exemple 1.6.

A0 =

1 2 −3 0
2 4 −2 2
3 6 −4 3

⇒ A′ avec
L′1 = L1

L′2 = −2L1 + L2

L′3 = −3L1 + L3

⇒

A′ =

1 2 −3 0
0 0 4 2
0 0 5 3


A′ ⇒ A′′ avec

L′′1 = L′1 = L1

L′′2 = L′2
L′′3 = −5L2 + 4L3

⇒ A′′ =

1 2 −3 0
0 0 4 2
0 0 0 2
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A” est déjà échelonnée. Pour qu’elle soit e.r.` on divise chaque ligne par son élément
distingué donc :

A′′ → A′′′ =

1 2 −3 0
0 0 1 1/2
0 0 0 1


(et ensuite on recommence une procédure analogue pour annuler -3 et 1/2 sur les co-
lonnes).

Remarque 1.7. La forme échelonnée des matrices est particulièrement adéquate pour
trouver directement leur rang, car on a :

Théorème 1.8.
Deux matrices transformées l’une de l’autre par une transformation du type(E)

de l’algorithme de réduction sous forme échelonnée, ont le même espace ligne donc le
même rang.

Exemple 1.7. Considérons les matricesA,B,A0, A
′, A′′, A′′′ ci-dessus. On a :

rg(A) = 2, rg(B) = 4, rgA0 = rgA′ = rgA′′ = rgA′′′ = 3

Remarque 1.8 (Quelques cas particuliers de matrices échelonnées).
i) On a les matrices (carrées)triangulaires supérieures(resp. triang. inférieures).

a11 a12 · · · a1n

0 a22 · · · a2n

... 0
... · · ·

0 0 · · · ann

 (resp.


a11 0 0 · · · 0
a12 a22 0 · · · 0

· · · · · · · · ·
... · · ·

a1n · · · · · · · · · ann

)

∗ L’algorithme de“Pivot de Gauss”équivaut à l’algorithme ci-dessus de réduc-
tion à la forme échelonnée.

ii) On a les matricesdiagonales.
a1 0 · · · 0
0 a2 0
...

... · · ·
0 an


et plus particulièrement lamatrice identité

In =


1

1 0

0
...

1

 (n lignes et n colonnes)

et les matrices scalairesS = λIn avecλ ∈ K
∗ On sait que pour toute matrice carréeA = {aij}

i = 1, · · · , n
j = 1, · · · ,m on a :

AIn = InA = A
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3 Utilisation des matrices échelonnées
pour la résolution des systèmes d’équations linéaires.

Remarque 1.9. Tout système d’équations linéaires de la forme :

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2

· · · · · · · · · · · · · · ·
am1x1 + am2x2 + · · ·+ annxn = bm

 (S1)

est équivalent à une équation matricielle :AX = B (M1)

oùA =


a11 a0 · · · a1n

a21

...
...

...
am1 · · · · · · amn

 ; X =


x1

...

...
xn

 ; B =


b1
...
...
bn

 ;

On considère la matrice "augmentée" (ou complète)

(A,B) = A =


a11 · · · a1n bn

a21

...
...

...
am1 amn bm


alors :

Théorème 1.9.
a) Deux systèmes(S1) et (S2) sont équivalents ssi leurs matrices augmentées ont

le même rang.
b) On peut toujours remplacer(M1) par une équ.(M ′

1) où la matrice complèteest
sous forme échelonnée(Equivalence lignes)

c) (M1) a une solution ssiA et (A,B) ont même rang.

4 Polynômes de matrices

Définition 1.12 (Polynômes des matrices carrées).
On peut toujours définir les puissancesAn d’une matrice carrée.

On associe à tout polynôme :P (x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n avecai ∈ K, ∀i
la matriceP [A] :

P [A] = a0In + a1A+ a2A2 + · · ·+ anA
n (P1)

SiP [A] = 0 (matrice nulle) alors on dit queA est uneracineou unzérodu polynôme
f(x).

Exemple 1.8. SoitA =
(

1 2
3 −4

)
; P1(x) = 2x2− 3x+5 ; P2(x) = x2 +3x− 10

On a :

P1[A] =
(

16 −18
−27 61

)
et P2[A] =

(
0 0
0 0

)
DoncA est une racine du polynômeP2(x).
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5 Espace Vectoriel des matrices

On vérifie facilement le théorème suivant :

Théorème 1.10 (Espace vectoriel des matrices).
a) L’ensembleMK(n,m) des matrices àn lignes etm colonnes, est un espace

vectoriel sur le corpsK.
b) L’ensembleMK(m,n) est un espace vectoriel surK isomorphe àMK(n,m)

etdimKMK(n,m) = dimKMK(m,n)
c) La base canonique dansRnm deMK(n,m) est l’ensemble{Ej

i } i=1,···n
j=1,···m

avec :

Ej
i =


0

0
... 0

0 1 0
0 0 0

0

 → ligne i

6 Matrices équivalentes - Matrices semblables

Définition 1.13. Soient les matricesA ∈ MK(n,m) etB ∈ MK(n,m) telles qu’il
existe deux matrices carrées inversiblesR, S avec :B = R A S alorsA etB sont
appelées équivalentes.

SiA, B sont deux matrices carrées etR = S−1 (donc :B = S−1 AS)
alorsA etB sont appelées semblables.
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3 Applications linéaires

1 Definition-Exemples

Définition 1.14 (Applications linéaires).
SoientE, F deux espaces vectoriels sur le corpsK et soit f : E → F une

application telle que ∀u1, u2,∈ E et∀λ ∈ K les deux conditions d’homomorphisme
des deux espaces vectoriels sont verifiées :

f(u1 + u2) = f(u1) + f(u2)
f(λu1) = λf(u1)

f est alors une application linéairedeE dansF .

Remarque 1.10.LorsqueE = F alors l’application linéairef : E → E est appelée
un endomorphismedeE ou un opérateur linéaireagissant surE.

Exemple 1.9.
a) ConsidéronsR3 et soit :

f1 : R3 → R2

(x, y, z) → (x, y)

f2 : R3 → R2

(x, y, z) → (y, z)

f1 et f2 définissent deux applications linéaires deR3 dansR2 connues sous le
nom de projectionsdeR3 dans les plansP(x,y) etP(y,z) respectivement.

b) SoitE l’espace vectoriel des fonctions numériques continues surI = [a, b] ⊂ R
L’applicationf : E → R telle que∀x ∈ E

x 7→
∫ 1

0

x(t)dt

est une application linéaire deE surR.

Théorème 1.11.
a) L’application composée de deux applications linéaires est une application li-

néaire.
b) Sif : E → F application linéaire alors :

b.1) f({0}E) = {0}F
b.2) A sous espace vectoriel deE ⇒ f(A) sous-espace vectoriel deF .
b.3) B sous espace vectoriel deF ⇒ f−1(B) sous-espace vectoriel deE.

Remarque 1.11.
On supposera par la suite queE et F sont deux espaces vectoriels donnés surK

et on vérifie facilement que l’ensemble des applications linéairesf : E → F est un
espace vectoriel surK. Notation :LK(E,F )
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2 Image et Noyau

Définition 1.15 (Image et Noyau d’une application linéaire).
Soitf : E → F une application linéairef ∈ LK(E,F ) on appelleimagedef et

on noteImf , le sous-espacef(E) deF : Im f = f(E) ⊂ F .
Lenoyau def ∈ LK(E,F ) noté parKer fest défini par l’ensemble :
Ker f = f−1(0) ⊂ E
qui est un sous-espace vectoriel deE.

Exemple 1.10. Les noyaux des applicationsf1 et f2 respectivement données dans
l’exemple 1.9 sont :

Ker f1 = R(z)( l’axe des "z").
Ker f2 = R(x)( l’axe des "x").

alors que les images sontIm f1 = P(x,y), Im f2 = P(y,z) respectivement.

Théorème 1.12.
a) f ∈ LK(E,F ) est injectivessi Ker f = {0}E
b) f ∈ LK(E,F ) est surjectivessiIm f = F .
c) Sif ∈ LK(E,F ) est un isomorphisme deE dansF
⇒ f−1 isomorphisme deF dansE.

Théorème 1.13.Soitf ∈ LK(E,F ) etE2 supplémentaire deKer f par rapport àE :
Ker f ⊕ E2 = E.
⇒ f(E2) = Im f , et la restrictiong de f à E2 est un isomorphismedeE2 sur

f(E).

Définition 1.16 (Rang d’une application).
On appelle rangd’une applicationf ∈ LK(E,F ) et on notergf la dimension

(finie) def(E) (lorsquedimK E < +∞) et on a le résultat suivant :

Théorème 1.14 (Théorème du rang).

rg(f) = dimK E − dimK(Ker f)

En plus, on peut construire une basedansf(E) = Im f si on se donne une base
deE d’après le :

Théorème 1.15.
Soit :f ∈ LK(E,F ) et rg(f) = r, dimK E = n ;
Soit{a1, · · · , an} = base deE telle que{ar+1, · · · , an} est une base deKer f
⇒ {f(a1), f(a2), · · · , f(ar)} est une base deIm f .

4 Applications linéaires et Matrices

1 Relation entre Applications linéaires et Matrices

Il existe un isomorphisme entre l’espace vectoriel surK, LK(E,F )
et l’espace vectoriel surK, MK(m,n).
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Théorème 1.16.
Soitf ∈ LK(E,F ) et soit{ai}i=1,··· ,n une base deE(dimK E = n),

{bj}j=1,··· ,m une base deF (dimK F = m) respect. alors l’application :

f →M(f{ai}, {bj}) = {αij} i=1,··· ,m⇒ lignes
j=1,··· ,n⇒ colonnes

définie par : f(ai) =
∑m

j=1 αjibj (i = 1, · · · , n)
est une bijectiondeLK(E,F ) surMK(m,n). Chaque colonne de la matriceM a
comme éléments les coordonnéesdans la base{bj}j=1,··· ,m de l’imagef(ai) de cha-
cun des vecteursai (de la base dansE).
∗ M est appelée matrice associéeà l’application linéairef , ou représentation matricielle
def .

Remarque 1.12.
Le théorème ci-dessus implique que : Les deux espaces vectoriels surK,LK(E,F )

etMK(m,n) sont isomorphes et donc

dimK LK(E,F ) = dimKMK(m,n) = nm = dimKMK(n,m)

En plus:

Théorème 1.17.
Soitf ∈ LK(E,F ) etM matrice associéeà f , dansMK(m,n),

⇒

rg f = rgM

Exemple 1.11.
Soitf ∈ LR(R3,R2) définie par :

f(x, y, z) = (3x+ 2y − 4z, x− 5y + 3z)

Cherchons la représentation matricielle def dans les bases :

B(3) = {(1, 1, 1); (1, 1, 0); (1, 0, 0)} deR3 etB(2) = {(1, 3), (2, 5)} deR2.

On cherche d’abord les coordonnées d’un vecteur qui p.rapport à la base canonique
deR2 est noté :u = (a, b)). On a :

(a, b) = x(1, 3) + y(2, 5) = (x+ 2y, 3x+ 5y)

⇒ x+ 2y = a
3x+ 5y = b

⇒ x = 2b− 5a
y = 3a− b

⇒ (a, b) = (2b− 5a)(1, 3) + (3a− b)(2, 5)
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Donc en appliquantf sur les vecteurs deB3

f(1, 1, 1) = (3 + 2− 4, 1− 5 + 3) = (1,−1) (p.rapport à la base canonique de)R2

= (−2− 5)(1, 3) + (3 + 1)(2, 5)

⇒ f(1, 1, 1) = −7(1, 3) + 4(2, 5) (C.1.)

f(1, 1, 0) = (3 + 2, 1− 5) = (5− 4)
= (−8− 25)(1, 3) + (15 + 4)(2, 5)

⇒ f(1, 1, 0) = (−33)(1, 3) + 19(2, 5) (C.2.)

f(1, 0, 0) = (3, 1) = (2− 15)(1, 3) + (9− 1)(2, 5)
= −13(1, 3) + 8(2, 5)

⇒ f(1, 0, 0) = −13(1, 3) + 8(2, 5) (C.3.)

De (C.1.) et (C.2.) et (C.3.) on obtient les colonnes de la matrice M associée àf :

M
(2)
(3) =

(
−7 −33 −13
4 19 8

)
(

attention :: dimR R3 = nombre de colonnes = 3
dimR R2 = nombre de lignes = 2

)

2 Changement de base - Matrice de passage

Théorème 1.18. [Changement de base]
SoitE espace vectoriel surK avecdimK E = n ; supposons qu’on a deux bases

{ai}i=1,··· ,n et {a′i}i=1,··· ,n deE. La matrice qui a comme colonne de numéro i les
coordonnées dea′i sur la base{ai}i=1,··· ,n, est une matrice inversibleP et de plus, si
on associe à un vecteurx ∈ E les matrices unicolonnesX etX ′ par rapport à la base
{ai} et{a′i} respectivement on a :

X = PX ′ ; X ′ = P−1X
↓ ↓

anciennes nouvelles coordonnées
coordonnées

Remarque 1.13.
La matriceP s’appellematrice de passagede la base{ai} à la base{a′i} et est

associée à l’application identité deE → E autrement dit :

P = M(IdE , (a′i), (ai)) etP−1 = M(IdE , (ai), (a′i))

Et voici, pour compléter ce cours, le théorème qui exprime l’actiond’un changement
de basesur la représentation matricielle d’une application linéaire.
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Théorème 1.19.
a) SoitE, F espaces vectoriels de dimension finie surK et soit{ai}, {a′i} deux

bases deE et{bj}, {b′j} deux bases deF .
SiP est la matrice de passage de{ai} à {a′i} etQ la matrice de passage de{bj}
à {b′j} ;
Sif ∈ LK(E,F ) etA est sa représentation matricielle par rapport à{ai} {bj}
alors :
⇒ La matrice associée àf par rapport à{a′i} et{b′j} est de la forme :

A′ = Q−1AP (a)

b) Sif est un endomorphisme deE alors :

A′ = P−1AP (b)

(P étant la matrice de passage de{ai} à {a′i} )

Remarque 1.14.
Les matricesA, A′ dans (a) (resp. (b)) sont équivalentes (resp. semblables).



Chapitre 2

Matrices - Endomorphismes -
Réduction (B)

1 Invariants par similitude d’un endomorphisme ou de
sa matrice associée

1 Généralités

Soient :
LK(E) l’espace vectoriel des endomorphismes deE → E (esp. vec. surK) et
Mn(K) l’espace vectoriel des matrices carréesn× n surK.
L’isomorphisme entre ces deux espaces permettra dans tout ce qui suit de parler

indifféremment d’un endomorphisme ou de sa matrice associée.

Définition 2.1.
On appelleinvariant par similitude d’une matrice carréeA ∈Mn(K) (ou de

son endomorphismef ∈ LK(E) associé) toute applicationH : Mn(K)→Mn(K)
qui associe la même valeur àA et à toute matrice semblableB(= P−1AP ) deA :
H(A) = H(B).

Les invariants qui nous intéressent sont :
Le déterminant, la trace, le polynôme caractéristique et le polynôme minimal

d’une matrice (ou de son endomorphisme).

2 Déterminant

Définition 2.2 (Permutations).
Soit l’ensembleX = (1, 2, ..., n).
On appelle permutationσ toute bijection deX sur lui-même et on note :

σ =
(

1, 2, ..., n
j1j2...jn

)
ou :

σ = j1, j2, ..., jn

15
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On note parSn l’ensemble des permutationsσ deX, et on a :

cardSn = n!

On dira queσ ∈ Sn estpaire s’il existe un nombre pair de couples du type “p” :“
(i, k) ∈ σ tel quei > k mais i précède k dansσ.”

Exemple 2.1.
Pourσ ∈ S5 définie par :σ = (3, 5, 1, 4, 2) on a 6 couples du type “p” qui sont :

(3, 1) (3, 2) (5, 1) (5, 4) (5, 2) (4, 2)⇒ σ permutation paire
Par contre pourσ′ ∈ S5 définie par :σ′ = (5, 3, 1, 4, 2) on a 7 couples du type “p”

qui sont :(5, 3) (5, 1) (5, 4) (5, 2) (3, 1) (3, 2) (4, 2)⇒ σ′ permutation impaire
Rappel : La signature sgn (σ) (ou la parité) d’une permutationσ est définie

par :

sgn (σ) =
{

1 si σ paire
−1 si σ impaire

}
Définition 2.3. Déterminant|A| d’une matrice carréeA ∈Mn(K)

SoitA = {aij} i = 1, ..., n
j = 1, ..., n

On appelle déterminantnotédet(A) ou |A| l’application :

Mn(K)→ K

A 7→ |A| =
∑

σ∈Sn

(sgn(σ))a1j1a2j2 ...anjn

et on écrit aussi :|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 ... ... a1n

a21 a22 ... a2n

...
...

...
...

an1 ... ... ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Exemple 2.2.

Comme

S2 =
{
σ+ = (1, 2) paire
σ− = (2, 1) impaire

}
alors|A| =

∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ = a11a22 − a12a21

De même si :

A =

 a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33


alors

S3 =
{
σ1

+ = (1, 2, 3) ; σ2
+ = (2, 3, 1) ; σ3

+ = (3, 1, 2) paires
σ1
− = (3, 2, 1) ; σ2

− = (2, 1, 3) ; σ3
− = (1, 3, 2) impaires

}
donc

|A| =
∑
σ+

−
∑
σ−

= a11

∣∣∣∣ a22 a23

a32 a33

∣∣∣∣− a12

∣∣∣∣ a21 a23

a31 a33

∣∣∣∣ + a13

∣∣∣∣ a21 a22

a31 a32

∣∣∣∣
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L’application de la définition 2.3 devient très difficile si on veux calculer le dé-
terminant pourn > 3. Rappelons la méthode la plus pratique donnée par le théorème
suivant :

Théorème 2.1. Soit :
A = {aij} i = 1, ..., n

j = 1, ..., n

alors

|A| =
n∑

j=1

aij(−1)i+j |Mij |

oùMij est lemineur associé à l’élémentaij autrement dit :Mij est la sous-matrice
carrée deA obtenue en supprimant la i-ème ligne et la j-ème colonne deA.

Rappel.
Par la suite on utilisera aussile cofacteurqui est égal à :

(−1)i+j |Mij |

Théorème 2.2.
Propriétés des déterminants

i) SoitA ∈Mn(K)

a) SiA a une ligne (ou colonne) de zéros alors|A| = 0

b) SiA a deux lignes (ou colonnes) identiques alors|A| = 0

c) SiA est une matrice triangulaire⇒ |A| =
n∏

i=1

aii (produit des éléments dia-

gonaux)

En particulier|In| = 1

ii) SoitA ∈Mn(K) etB ∈Mn(K) et supposons queB est obtenue deA :

a) par multiplication d’une ligne (ou colonne) deA par k ∈ K
⇒ |B| = k|A|

b) en échangeant deux lignes (ou colonnes) deA,

⇒ |B| = −|A|
c) en additionnant un multiple d’une ligne (ou colonne) deA à une autre
⇒ |B| = |A|

d) par transpositionB = At⇒ |B| = |A|
iii) SoitA ∈Mn(K) etB ∈Mn(K)

⇒ |AB| = |A||B|

iv) |A−1| = |A|−1

v) Invariance par similitude (ou par changement de base) SiB = P−1AP (B est
semblable àA)

⇒ |B| = |A|
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Remarque 2.1.
C’est justement la troisième propriété (invariance) qui nous permet d’associer un

unique déterminant à tout endomorphismef ∈ LK(E) qui est précisément le déter-
minant de toutes les représentations matriciellesAf de l’endomorphismef .

Théorème 2.3. Autres propriétés d’un déterminant
SoitA ∈Mn(K), alors on a équivalence entre :

i) A est inversible (A−1 existe)

ii) A estnon singulière, c’est-à-direAX = 0 (X ∈ Kn) admet seulement la solution nulle,
ou rgA = n

iii) det(A) 6= 0

Applications d’un déterminant

Théorème 2.4.Calcul de l’inverse d’une matrice
Soit M lacomatrice(matrice des cofacteursAij) d’une matrice carrée

A = aij i ∈ X
j ∈ X

La matrice inverseA−1 deA est égale à :A−1 =
MT

|A|
oùMT est la transposée de

M)

Pour l’application aux systèmes linéaires on a :

Théorème 2.5.

i) Règle de Cramer
Soit (S1) un système linéaire de n équations à n inconnues :AY = b (S1)

avec
Y = {Y1...Yn}T
b = {b1...bn}T

}
vecteurs colonnes dansKn etA ∈Mn(K)

Alors (S1) a une solution uniquēY ssi |A| 6= 0.

ii) Le système homogèneAY = 0 admet au moins une solution non triviale ssi|A| = 0

Remarque 2.2.
D’après les théorèmes (2.3.ii) et (2.5ii) le système homogèneAY = 0 de la partie

i) du théorème 2.5 n’admet que la solution triviale : (0,0,0,...,0). Le système complet
(S1) est alors appelésystème de Cramer. Pour le calcul dēY (solution unique de (S1)
on a :

Théorème 2.6.
Un système de Cramer (S1) a pour solution unique :

Ȳi = (detBi)(detA)−1

oùBi est la matrice obtenue en remplaçant dansA le vecteur colonne de coefficients
deyi par le vecteur colonneb des seconds membres.
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Remarque 2.3.
Autre méthode de calcul de l’inverseA−1 differente de celle du théorème (2.4)
D’après les théorèmes 2.5 et 2.6, pour trouver la solutionȲ de S1 il suffit de

connaîtreA−1 puisqueȲ = A−1b.
Réciproquement pour trouver l’inverse d’une matriceA−1 avec|A| 6= 0 on résoud

d’abord un système du type (S1) par triangularisation - méthode du pivot de Gauss ou
méthode de Jordan-Gauss, “échelonnage” en e.r.l (voir chapitre précédent). Supposons
donc qu’on a obtenu la solution̄Y = ȳ1, ȳ2, ..., ȳn en fonction des seconds membres,
c’est-à-dire :

ȳ1 = α11b1 + α12b2 + ...+ α1nbn
...

...
ȳn = αn1b1 + α12b2 + ...+ αnnbn

⇔ Ȳ = A−1b

donc

A−1 =


α11 α12 ... α1n

α21 ... ... ...
... ... ... ...

αn1 ... ... αnn


Exemple 2.3.

SoitA =

 1 2 1
1 2 2
4 3 5


On vérifie queA est inversible :detA 6= 0. Ensuite on résoud le système sui-

vant :AY = b oùb = (b1, b2, b3)T ∈ K3 est supposé connu. Autrement dit, on cherche
Ȳ = (x, y, z)T tel qu’il soit solution de : 1 2 1

1 2 2
4 3 5

  x
y
z

 =

 b1
b2
b3

⇔
 x+ 2y + z = b1 (L1)

x+ 2y + 2z = b2 (L2)
4x+ 3y + 5z = b3 (L3)

 (S1)

Pour les transformations suivantes sur les lignes (Pivot de Gauss) (ou échelonnage) :{
L′2 = L2 − L1

L′3 = L3 − 4L1
et

L2” = L′3
L3” = L′2

⇒

 x+ 2y + z = b1
−5y + z = b3 − 4b1
z = b2 − b1

 (S2)

Le systèmeS2 est déjà sous forme triangulaire et la solution deS2 (et deS1) est
obtenue facilement :

Ȳ ≡



x =
4
5
b1 −

7
5
b2 +

2
5
b3

y =
3
5
b1 +

1
5
b2 −

1
5
b3

z = −b1 + b2


donc commēY = A−1b, on a

A−1 =



4
5
−7

5
2
5

3
5

1
5
−1

5

−1 1 0





20EISTI - 1re année 2007-2008- Maths pour l’Ingénieur

3 La trace d’une matrice
ou de l’endomorphisme associé

Définition 2.4.
On appelletrace d’une matriceA ∈Mn(K), (avecA = {aij} i ∈ X

j ∈ X
, l’appli-

cation de :
Mn(K)→ R
A 7→ Tr[A] , qui à toute matriceA associe le scalaire, qui est égal à la

somme de tous les éléments diagonauxaii deA :

Tr[A] =
∑
i∈X

aii

Remarque 2.4.
A partir de cette définition on démontre facilement les propriétés de “commutativité

des matrices à l’intérieur d’une trace et de l’additivité des traces :

Théorème 2.7. SoitA ∈Mn(K) etB ∈Mn(K) deux matrices carrées

i) Tr[AB] = Tr[BA]

ii) Tr[A+B] = Tr[A] + Tr[B]

En utilisant la propriété i) de ce théorème, on obtient :

Théorème 2.8. [L’invariance par similitude de la trace]
SoitA ∈Mn(K) etB ∈Mn(K) deux matrices semblables (B = P−1AP )

⇒ Tr[A] = Tr[B]

Exemple 2.4.
Soit

A =

 2 0 4
3 −4 12
1 −2 5

 ∈Mn(K)

et

P =

 −4 −4 2
3 0 1
2 1 0

⇒ P−1 =

 −1/2 1 −2
1 −2 5

3/2 −2 6


On définitB = P−1AP et on obtient :

B =

 0 0 0
0 1 0
0 0 2

⇒ Tr[B] = 1 + 2 = 3

On a :Tr[A] = 2− 4 + 5 = 3. DoncTr[A] = Tr[B] le théorème est vérifié.
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Remarque 2.5.
L’invariance pour similitude de la trace d’une matriceA ∈Mn(K) permet d’asso-

cier à tout endomorphismef ∈ LK(E) un unique scalaire la trace def qui est précisé-
ment la trace de toute représentation matricielleA def :

Tr[f ] = Tr[A]

4 Le polynôme caractéristique d’un endomorphisme (ou de sa ma-
trice associée)

PA(x) ou Pf (x)

SoitA ∈Mn(K)

Définition 2.5.
On considère la matrice(xIn −A), x ∈ K.
On appellepolynôme caractéristiquedeA le déterminant de cette matrice et on

note :
det[xIn −A] ≡ PA(x) (2.1.1)

D’après la propriété d’invariance par similitude d’un déterminant, on obtient im-
médiatement :

Théorème 2.9.
SoitA etB deux matrices semblables dansMn(K)
⇒

PA(x) = PB(x)

(invariance par similitude du polynôme caractéristique)

Remarque 2.6.
L’invariance par similitude permet à nouveau d’associer à chaque endomorphisme

f un uniquepolynôme qui s’appellepolynôme caractéristique def ∈ LK(E) et qui
est égal àPA(x) de toute représentation matricielle def c’est-à-dire :PA(x) = Pf (x)

Remarque 2.7.
Toutes les propriétés présentées précédemment à propos des déterminants sont évi-

demment vérifiées par le polynôme caractéristique.
De plus, siA = {aij} i ∈ X

j ∈ X
∈Mn(K), on obtient en développant (2.1.1)

PA(x) = (x− a11)(x− a22)...(x− ann)+ (termes avec plus de(n− 2)
facteurs de la forme(f − aii))
ou
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PA(x) = xn − (a11 + a22) + ...+ ann)xn−1+ (termes de degré inférieur)

Donc le polynôme caractéristique est un polynôme normalisé (unitaire) et
le coefficient du termexn−1 est égal à (−1)Tr[A].
Le terme constant(x0) est obtenu parPA(x = 0).
Donc d’après la définition (2.1.1), α0 = (−1)n|A|.

Rappelons pour terminer le théorème fondamental et quelques-unes de ses applica-
tions (voir les valeurs propres et la diagonalisation) qui sont parmi les plus importantes
de l’Algèbre linéaire.

Théorème 2.10.de Cayley-Hamilton
Toute matrice (ou tout endomorphisme) est une racine de son polynôme caractéris-

tique :

PA(A) = [0] ou Pf (f) = [0]

(Attention ! la matrice[0] ∈Mn(K))

Exemple 2.5.
Soit

A =
(

1 2
3 2

)
⇒

PA(x) = |xI2 −A| =
∣∣∣∣ x− 1 2

3 x− 2

∣∣∣∣ = (x− 1)(x− 2)− 6 = x2 − 3x− 4

et

A2 − 3A− 4I2 =
(

7 6
9 10

)
− 3

(
1 2
3 2

)
− 4

(
1 0
0 1

)
=

(
0 0
0 0

)
Donc le théorème 2.10 de Cayley-Hamilton est vérifié.

5 Polynôme minimal d’un endomorphisme

(ou de sa matrice associée)

Définition 2.6.
On appellepolynôme minimald’une matriceA ∈Mn(K) le polynôme notémA(x)

unitaire (normalisé), de plus bas degré parmi tous les polynômesP (x) tels queP [A] = [0]
(c’est-à-direA est racine de son polynôme minimal).

Théorème 2.11.

i) ∀A ∈Mn(K) le polynôme minimalmA(x) existe et il est unique.

ii) le polynôme minimalmA(x), ∀A ∈Mn(K) divise tous les polynômesP 6= 0 tel
queP [A] = 0. En particulier, il divise le polynôme caractéristiquePA(x).
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iii) ∀A ∈Mn(K) , la polynôme minimalmA(x) et le polynôme caractéristique ont
les mêmes facteurs irréductibles.

Exemple 2.6. Soit

A =


2 1 0 0
0 2 0 0
0 0 2 0
0 0 0 5

 .

On a :

PA[x] = det[I4x−A] =

∣∣∣∣∣∣∣∣
x− 2 −1 0 0

0 x− 2 0 0
0 0 x− 2 0
0 0 0 x− 5

∣∣∣∣∣∣∣∣
Et d’après le théorème , on a directement :(x− 2)3(x− 5).
Les diviseurs dePA(x) sont : m1(x) = (x− 2)(x− 5)

m2(x) = (x− 2)2(x− 5)
m1(x) = (x− 2)3(x− 5)

On vérifie que  m1(A) 6= 0
m2(A) = 0
m3(A) = 0

Donc commem3(A) = PA[x]⇒ Le polynôme minimalmA(x) = m2(x)

Exemple 2.7.
SoitA une matrice3× 3 sur le corpsR et soit le polynômeP (x) = x2 + 1.
On montre que :A ne peut pas être racine deP (x).
D’après le théorème 2.10 de Cayley-Hamilton,A est un zéro dePA(x) et PA(x)

est dedegré 3.
Donc il a au moins uneracine réelle.
Si on suppose queA est une racine deP (x), comme ce dernier est irréductible sur

R, il doit être le polynôme minimal :P (x) = mA(x) deA.
MaisP (x) n’a pas de racine réelle.
D’où contradictionavec la partie iii) du théorème précédent 2.11.

Conclusion :A n’est pas un zéro deP (x)
Au contraire, on peut vérifier que la matricẽA ci-dessous, définie sur le corps des

complexes, est un zéro du polynômeP (x) = x2 + 1 :

Ã =

 0 −1 0
1 0 0
0 0 i

 ∈M3(C)

et

P (Ã) = Ã2 + I3 =

 0 0 0
0 0 0
0 0 0
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Théorème 2.12 (Invariance par similitude du polynôme minimalmA(x)).
Pour tout coupleA, B de matrices carrées semblables, on a :mA(x) = mB(x).

Remarque 2.8.
L’invariance par similitude du polynôme minimal deA ∈Mn(K) permet d’asso-

cier à tout endomorphismef ∈ LK(E) un unique polynôme minimalmf (x) qui est le
polynôme minimalmA(x) de toute représentation matricielleA def et qu’on appellera
polynôme minimal de l’endomorphismef .

2 Valeurs propres - Vecteurs propres

1 Valeurs propres- Vecteurs propres

Dans tout ce qui suit, on supposera queE est un espace vectoriel dedimension
finie sur K. On notera parf tout endomorphismef ∈ LK(E) (ou opérateur linéaire
deE) et parAf la matrice carrée dansMn(K) associée àf .

K sera toujoursun corps commutatif.

Définition 2.7.
On dit queF sous-espace vectoriel deE est unsous-espacef -invariant deE si :
∀v ∈ F f(v) ∈ F .
Autrement dit :f(F ) ⊂ F .
On dit aussi queF est unsous-espace stable parf .

Définition 2.8.
On appellevaleur propreλ def (et respectivement deAf ) tout scalaireλ ∈ K tel

qu’il existe un vecteurnon nul x ∈ E pour lequel :f(x) = λx.
Le vecteurx qui se transforme parf de cette façon “homothétique” est appelé

vecteur propredef associé à la valeur propreλ.
Lespectre def : Sp(f) ⊂ K est l’ensemble des valeurs propres def .

Remarque 2.9.

a) Dans la littérature, on rencontre souvent les valeurs ou vecteurs propres sous le
nom devaleurs ou vecteurs caractéristiques.

b) Le vecteur{0} ∈ E est un vecteur propre∀f ∈ LK(E) puisque :

f(0) = λ.0 = 0 ∀λ ∈ K

c) Les deux définitions précédentes sont valables même sidimKR =∞

d) Si λ = 0 est valeur propre def alors :
∃x ∈ E x 6= 0 tel quef(x) = 0
Donc :Kerf 6= {0}
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2 Sous-espace propre

Résultat fondamental :

Théorème 2.13.
Soitf ∈ LK(E), alors :

i) Pour tout vecteur proprex de f , il existe une valeur propre unique (associée au
vecteur proprex).

ii) A toute valeur propreλ def correspond un sous-espaceV (λ) deE engendré par
tous les vecteurs propres associés àλ.

V (λ) est appelésous-espace propre associé àλ.

C’est un sous-espacef -invariant deE et il est distinct de{0}.
iii) Siλ1, λ2 sont deux valeurs propres distinctes def avecλ1 6= λ2, les sous-espaces

vectorielsV (λ1) , V (λ2) associés n’ont en commun que le vecteur nul deE :

V (λ1) ∩ V (λ2) = {0E}.

iv) Sif admetm valeurs propres distinctes (deux à deux){λi}i=1,...,m alors la famille
{xi}i=1,...,m de vecteurs propres associés est libre, et⋃

i

V (λi) = ⊕iV (λi)

⇔ La somme des sous-espaces propres est une somme directe.

v) SidimKE = n alors toutf ∈ LK(E) a au plusn valeurs propres distinctes.

Remarque 2.10.

a) Soitf ∈ LK(E).
Si V (µ) est l’ensemble des vecteursx ∈ E tel quef(x) = µx alors la condition
V (µ) = {0} implique queµ n’est pas une valeur propre def .

b) Si λ est valeur propre def ∈ LK(E),
on montre facilement queλk est valeur propre defk ∀k ∈ N.

Si de plus,f est inversible,λk est valeur propre defk ∀k ∈ Q.

c) Les résultats i), ii), iii) et iv) du théorème précédent (2.13) sont également vérifiés
dans le cas plus général oùdimKE =∞.

Exemples 2.1.

a) SoitE = R2 etf ∈ LR(R2) l’opérateur linéaire qui fait subir à tout vecteuru ∈ R2

une rotation d’un angleθ = 90◦. On vérifie immédiatement qu’aucun vecteur
non nul n’est transformé en un multiple de lui-même. Doncf n’a aucunevaleur
propre, donc aussiaucunvecteur propre.

b) SoitE l’espace vectoriel des fonctions définies et différentiables surR, et soit la
famille de fonctions :

F =
{
ea1t, ea2t, ..., eant

}
⊂ E
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oùai ∈ R∗ ∀i = 1, ..., n. SiD est l’opérateur différentiel surE, (D ∈ LR(E)),
on voit que :

D(eakt) = ake
akt ∀k = 1, ..., n.

DoncF constitue un ensemble de :
vecteurs propres deD associés auxvaleurs propres distinctesa1, ..., an deD,
qui de plus sont linéairement indépendants ; autrement dit, les propriétés i) et iv)
du théorème précédent sont vérifiées.

3 Le rôle du polynôme caractéristique

Définition 2.9.
On appellemultiplicité géométriqued’une valeur propreλ ∈ SP (f), la dimension

du sous-espace proreV (λ) associé.

Le rôle essentiel du polynôme caractéristiquePf pour la détermination des valeurs
propres def est donné par le théorème suivant.

Théorème 2.14.
Soitf ∈ LK(E) etdimKE = n

i) Les valeurs propres def sont lesracinesde son polynôme caractéristiquePf (x)
Si K estalgébriquement closalors f possèden valeurs propres distinctes ou
confondues.

ii) Soit λ une racine multiple dePf (x) d’ordre k (appelé aussimultiplicité algé-
brique) alors :

1 ≤ dimV (λ) ≤ k

Autrement dit : la multiplicité géométrique d’une valeur propreλ n’estpas supé-
rieure à sa multiplicité algébrique.

Tenant compte de l’isomorphisme établi entreMn(K) etLK(E), on parlera d’une
manière équivalente des valeurs propresλ(A) (ou du spectreSP (A) de la matriceAf

et de ses vecteurs propres associés. Les résultats précédents se résument sous forme
d’un théorème d’équivalence comme ci-dessous :

Théorème 2.15.
SoitA ∈Mn(K).
Pour toutλ ∈ K, il y a équivalence entre les propriétés 1, 2 et 3 :

1) λ est valeur propre deA.

2) λIn −A n’est pas une matrice inversible.

3) det(λIn −A) = 0 = PA(λ)

Voici deux propriétés (faciles à montrer) très intéressantes établissant une relation
entre la trace ou le déterminant d’une matriceA ∈Mn(K) et ses valeurs propres.
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Théorème 2.16.
A ∈Mn(K) et soit{λ1(A)...λ1(A)} = SPA

(le spectre deA) alors :

i) TrA =
n∑

i=1

λi(A)

ii) detA =
n∏

i=1

λi(A)

3 Diagonalisation d’un endomorphisme
ou de sa matrice associée.

1 Diagonalisation

Remarque 2.11.
La réduction d’un endomorphisme f ou de sa matrice associéeAf constitue

l’objectif principal de ce cours. Il s’agit de résultats d’études réalisées par des mathé-
maticiens éminents du19me et 20me siècle. Ces études ont comme but de trouver la
représentation matricielleAf la plus simple grâce aux possibilités fournies par les
transformations de similitude ou changement de base, dans un espace vectorielE.

La forme simple deAf facilitera par la suite ses applications (voir Analyse Numé-
rique - Recherche opérationnelle etc.) et l’étude approfondie de ses propriétés .

La forme la plus simple d’une matrice étant ladiagonale, on s’intéressera d’abord
à l’étude desconditions de diagonalisabilitéd’un endomorphisme ou de sa matrice
associée. Les possibilités de réduction des matrices (ou des endomorphismes) non dia-
gonalisables sous d’autres formes fera l’objet du prochain cours.

Définition 2.10.
On dit quef ∈ LK(E) (resp.Af ∈Mn(K) est diagonalisable, s’il existe une base

deE telle que la matrice associéẽAf soit diagonale. (resp. il existe une matrice carrée
P ∈Mn(K) inversible telle queÃf = P−1AfP -la matrice semblable - soit diago-
nale.)

On donne deux formes différentes de condition nécessaire et suffisante de diagona-
lisation, qu’on pourra choisir chaque fois suivant l’aspect du problème présenté.

Théorème 2.17.
Soitf ∈ LK(E) (resp.Af ∈MK(n) dimKE = n alorsf (resp.Af ) est diagonali-

sablessi il existe une base deE formée de vecteurs propres def (resp. deAf ).

Théorème 2.18.
Soitf ∈ LK(E) (resp.Af ∈MK(n)) etdimKE = n alorsf (resp.Af ) est diago-

nalisable ssiles conditions suivantes sont satisfaites :
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c.1) Le polynôme caractéristiquePf (resp.PA) a ses racines (distinctes ou confon-
dues) dansK

c.2) Pour toute racineλi dePf (resp. dePA) d’ordre ki :

dimv(λi) = ki ⇒ la multiplicité géométrique deλi égale sa multiplicité algé-
brique.

Une conditionsuffisantede diagonalisabilité, et utile pour les applications, est don-
née par le théorème suivant :

Théorème 2.19.
Soitf ∈ LK(E) (resp.Af ∈MK(n)) etdimKE = n alors :

i) f (resp.Af ) est diagonalisablesi sesn valeurs propres sonttoutes distinctesdeux
à deux.

ii) Si K est algébriquement closalors f (resp.Af ) est diagonalisable,si toutesles
racinesdu polynôme caractéristiquePf (resp.PA) sontsimples.est scindé en
facteurs irréductibles linéaires.

Remarque 2.12.
Dans le cas où les conditions des théorèmes précédents sont vérifiés, la matrice

diagonaleÃf = P−1AfP a commeéléments diagonaux les valeurs propresde f
(resp. deAf ). La matrice de passageP (ou matrice de transformation de similitude ou
matrice de changement de base) est la matrice dont les colonnes sont lesn vecteurs
propres linéairement indépendants def (resp. deAf ).

2 Exemples-Applications

Exemple 2.8 (Vérification du théorème 2.19).
Soitf ∈ LR(R3) tel queAf a la forme suivante (dans la base canonique deR3

Af =

 2 0 4
3 −4 12
1 −2 5

 ∈M3(R)

On étudie la diagonalisabilité def (ou deAf , dont on déterminera d’abord les
valeurs propres et les vecteurs propres.

On obtient :

a) Pour les valeurs propres

Pf = PA =

∣∣∣∣∣∣
x− 2 0 4

3 x+ 4 12
1 −2 x− 5

∣∣∣∣∣∣
Pf = (2−x)(4+x)(5−x)−24−4(4+x)−24(2−x)⇒ Pf = x(x−1)(x−2)
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On a trois racines, donc trois valeurs propres qui appartiennent àR : λ1 = 0
λ2 = 1
λ3 = 2

et par le théorème précédent on peut affirmer quef est diagonalisable.

b) Pour les vecteurs propres : On cherche les coordonnées du vecteur~ri = (ui, vi, wi)
vérifiant :Af~ri = λi

b.1) Pourλ1 = 0, on obtient le système :

Af~r1 = ~0⇔

 2u1 + 4w1 = 0
3u1 − 4v1 + 12w1 = 0
u1 − 2v1 + 5w1 = 0


⇒ u1

−4
=
w1

2
=
v1
3
⇒ dimV (λ1) = 1

b.2) Pourλ2 = 1, on obtient le système :

Af~r2 = ~r2 ⇔

 2u2 + 4w2 = u2

3u2 − 4v2 + 12w2 = v2
u2 − 2v2 + 5w2 = w2


⇒ u2 = −4w2

v2 = 0 ⇒ dimV (λ2) = 1

et finalement

b.3) Pourλ2 = 3, on obtient le système :

Af~r3 = 2~r3 ⇔

 2u3 + 4w3 = 2u3

3u3 − 4v3 + 12w3 = 2v3
u3 − 2v3 + 5w3 = 2w3


⇒ w3 = 0

u3 = 2v3
⇒ dimV (λ3) = 1

D’après (b.1), (b.2) et (b.3), on peut choisir une base deR3 fermée des vecteurs
propres deAf (et def :

~r1 =

 −4
3
2

 ~r2 =

 −4
0
1

 ~r3 =

 2
1
0



c) On définit la matrice de passage :P =

 −4 −4 2
3 0 1
2 1 0


Avec une des méthodes connues, on calcule l’inverseP−1.

On obtientP−1 =
1
2

 −1 2 −4
2 −4 10
3 −4 12

.
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Ensuite, on vérifie que la matrice semblable :

Ãf = P−1AfP =

 0 0 0
0 1 0
0 0 2


Donc effectivement̃Af est une matrice diagonale ayant comme éléments diago-
naux les trois valeurs propres.
Le théorème est vérifié.

Exemple 2.9.

Soit la matriceA =

 −4 0 −2
0 1 0
5 1 3

 ∈M3(R)

On obtient avec la même méthode que précédemment :PA(x) = (x− 1)2(x+ 2).
On trouve quedimV (1) = 1 etdimV (−2) = 1.
DoncdimV (1) < k1

⇒ D’après le théorèmeA n’est pas diagonalisable dansM3(R)

Exemple 2.10.
On étudie la diagonalisabilité :

a) dansM3(R)
b) dansM3(C)

de la matrice

A =

 3 0 0
0 2 −5
0 1 −2


Par la même méthode on obtient :PA(x) = (x− 3)(x2 + 1)
Donc pour :

a) A ∈M3(R)
λ1 = 3 : c’est la seule valeur propre deA dansM3(R)
DoncA n’est pas diagonalisable dansM3(R).

b) A ∈M3(C) (A matrice dans le corps des complexes)
alors :λ1 = 3 λ2 = j λ3 = −j
Donc A est diagonalisable dansM3(C).

Exemple 2.11.
Etudions la diagonalisabilité d’une matrice triangulaireA ∈Mn(K)

A =


a11 a12 ... ... a1n

0 a22 ... ... a2n

... ... ... ... ...
0 0 ... 0 ann


PuisqueA est triangulaire etxIn diagonale, la matricexIn −A est aussi triangu-

laire ayant comme éléments diagonauxaii :
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xIn −A =


x− a11 a12 ... ... a1n

0 x− a22 ... ... a2n

... ... ... ... ...
0 0 ... 0 ann


Donc:

PA(x) = det |xIn −A| = (x− a11)(x− a22)...(x− ann)

⇒ Condition suffisantede diagonalisabilité deA :

aii ∈ K et aii 6= ajj i 6= j

Par exemple, la matrice triangulaire :

A =


2 6 0 3
0 4 1 5
0 0 j 530j
0 0 0 7


estdiagonalisabledansM4(C) mais elle n’est pas diagonalisable dansM4(R).
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Chapitre 3

Formes canoniques
d’une matrice
ou d’un endomorphisme

Dans ce chapitre on continue la réduction des endomorphismes et de leurs matrices
associées. On s’intéressera aux endomorphismes (ou matrices)qui ne sont pasdiago-
nalisables. On cherchera donc toutes les possibilités desimplificationd’une représen-
tation matricielle en la réduisant à l’une des formes appelées canoniques (différentes
de la forme diagonale) suivantes :

– 1. Forme Triangulaire
– 2. Décomposition en sommes directes
– 3. Décompostion primaire
– 4. Réduction des endomorphismes nilpotents
– 5. Forme canonique de Jordan
– 6. Forme rationnelle canonique

On supposera toujours que :
a) K=Corps Commutatif
b) E=Espace Vectoriel surK de dimension finie(dimKE = n)
c) f ∈ LK(E), et Af ∈Mn(K) matrice associée àf .

1 Forme Triangulaire

1 Forme Triangulaire simple

On a vu que l’échelonnage d’une matrice carrée, ou la méthode du pivot de Gauss
(v. chapitre précédent) constituent avec leurs transformations successives sur les lignes
(ou les colonnes) les algorithmes appropriés pour trouver la matrice de passageP de
la base initiale à la base où la forme matricielle est triangulaire.

Par ailleurs, au chapitre précédent, on avait constaté que, si on a une matrice trian-
gulaireA ∈ Mn(K) dont les éléments diagonaux sont les scalaires(a11, a22, ..., ann)
dans le corpsK, alors le polynôme caractéristiquePA(x) a la forme réduite (en facteurs
linéaires) suivante :

33
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PA(x) = (x− a11)(x− a22) . . . (x− ann) (3.1.1)

Le résultat qu’on présente est la réciproque de cette propriété, et donne une condi-
tion suffisante de triangulation.

Théorème 3.1. (Triangulation)
Soit f ∈ LK(E) (respAf ∈MK(n)).
Si le polynôme caractéristiquePf (x) = PA(x) a toutes ses racines dansK
⇒ ∃ une base dansE (resp. une matrice de passage non sigulièreP ) t.q. la

représentation matricielle def , Ãf ∈MK(n) et matrice semblable deAf avecÃf =
P−1AfP, soit triangulaire.

Les éléments diagonaux dẽAf sont les valeurs propres def (resp. deAf ou deÃf )

Remarque 3.1. SiPA(x) a toutes ses racines dansK, alors on écrira :

PA(x) = (x− a11)(x− a22) . . . (x− ann) (3.1.2)

alorsf (resp. deAf ) seradiagonalisablesi aii 6= ajj , et on retrouve le résultat du
théorème 2.19 du chapitre précédent.

2 Forme triangulaire par blocs

Dans le chapitre précédent, on a vu la définition des sous-espacesf -invariants de
E pour toutf ∈ LK(E). Ces sous-espaces jouent un rôle essentiel pour la réduction
def (ouAf , sous forme matricielletriangulaire oudiagonale par blocs.

On présente d’abord la triangulation par blocs fournie par le théorème ci-dessous et
ensuite dans le paragraphe suivant, on considérera le cas plus important de la décom-
position oudiagonalisation en sommes directes invariantes.

Théorème 3.2.Soient :f ∈ LK(E) (Af ∈ Mn(K)), W sous-espacef -invariant de
E etfW la restriction def àW (resp.AfW

).
Alorsf admet une représentation matriciellẽAf triangulaire par blocs de la forme :

Ãf =
(
AfW

B
0 C

)
(3.1.3)

Remarque 3.2. Soitf ∈ LK(E) etW = Ker f(E) 6= {0} alors ;

∀x ∈W : f(x) = {0} ∈W

doncf(W ) ⊂W
⇔Ker f est un sous-espacef -invariant
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Exercice(facile) :
Montrer que :{0}, E, Imf , etKer[P (f)] (pour un polynôme quelconqueP (x)

surK), sont des sous-espacesf -invariants deE.
En utilisant le théorème précédent pourW = Kerf on pourra écrire :

Ãf =
(

0 B
0 C

)
(3.1.4)

avec
rgC = rgf (3.1.5)

2 Décomposition en somme directe

Etudions maintenant le cas où l’espace vectorielE surK, peut être décomposé en
somme directe de sous-espaces invariants pour unf ∈ LK(E). La condition nécessaire
et suffisante d’une telle décomposition de E est donnée par le théorème suivant :

1 Somme directe de sous-espaces invariants

Théorème 3.3. Soient :E espace vectoriel surK, f ∈ LK(E), {Wi}i=1,...,r une
famille de sous-espacesf -invariants deE, etB =

{
{Wi1 , . . . ,Win

}i=1,...,r

}
l’en-

semble des bases correspondantes de{Wi}i=1,...,r, alors
E = ⊕iWi ssiB est une base pourE.

Supposons que les conditions ci-dessus sont vérifiées pourE :
E = W1⊕W2⊕ . . .Wr avecf(Wi) ⊂Wi et soitfi la restriction def àWi alors,

on dit que :
– E estdécomposable en somme directe de sous-espacesf -invariants
– f estdécomposable en somme directe defi : f = ⊕

i
fi

et on a le résultat important dediagonalisation par blocsdeAf

2 Décomposition en “somme directe de matrices - blocs”

Théorème 3.4.
Soitf ∈ LK(E) (Af ∈Mn(K)).
Supposons queE est décomposable en somme directe de sous-espacesf -invariants :

E =
r
⊕

i=1
Wi et∀ i = 1, . . . , r soitfi la restriction def surWi .

⇒ ∃ une base deE t.q. la représentation matriciellẽAf ait la forme diagonale par
blocs suivante :

Ãf =


Af1 0 . . . 0
0 Af2 . . . 0
...

...
...

...
0 0 . . . Afr

 (3.2.6)
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oùAfi
matrice associée àfi

Remarque 3.3. Souvent on écrit :Ãf = ⊕r
i=1Afi et on appelleÃf la somme directe

des matricesAfi .

Exemple 3.1. (Application)
Soit f ∈ LK(E) et supposons queE = E1 ⊕ E2 avecf(E1) ⊂ E1, f(E2) ⊂ E2

et f = f1 ⊕ f2 (fi la restriction def surEi, i = 1, 2). Alors on peut montrer que le
polynôme caractéristique def se factorise en produit :

Pf = Pf1Pf2 (oùPfi est le polynôme caractéristique defi).
En effet, par application du théorème3.4,on a la possibilité d’avoir comme repré-

sentation matricielle def une forme diagonale par blocs :

Af =
(
Af1 0
0 Af2

)
donc,

Pf = PAf
=

∣∣∣∣xIE1 −Af1 0
0 xIE2 −Af2

∣∣∣∣
et par application de la propriété des déterminants des matrices en blocs :

det

(
A 0
0 B

)
= det(A)det(B)

On obtient
Pf = det[xIE1 −Af1 ]det[xIE2 −Af2 ] = Pf1 .Pf2

c.q.f.d.

3 Décomposition primaire

Il s’agit d’une conséquence du théorème 3.4 ( Théorème de la décomposition en
somme directe) et de la propriété def -invariance duKerP (f) pour un polynôme
quelconqueP surK . Présentons d’abord un résultat utile pour l’énoncé fondamental
de la décomposition primaire.

Proposition 3.1. Soitf ∈ LK(E) et soitP (x) un polynôme t.q.

P (x) = P1(x)P2(x), P (f) = 0

avecP1 etP2 polynômes premiers entre eux, alors :
– i) E = E1 ⊕ E2 avecE1, E2 sous-espacesf -invariants et

E1 = KerP1(f), E2 = KerP2(f)
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– ii) Si P = mf (polynôme minimal def ) et siP1, P2 sont normalisés

⇒ P1 = mf1 , P2 = mf2 .

Autrement dit :P1, P2 sont les polynômes minimaux des restrictionsf1 et f2 def
surE1 etE2 respectivement

⇔ mf = mf1mf2

Comme généralisation de ce théorème, on obtient le théorème de la décomposition
primaire :

Théorème 3.5. (de la décomposition primaire)
Soitf ∈ LK(E) avec :

mf (t) = P1(t)n1P2(t)n2 . . . Pr(t)nr

où lesPi(t) sont les polynômes normalisés irréductibles distincts, alors :
– i) E = ⊕Wi avecWi sous-espace invariant deE défini par :

Wi = KerPi(f)ni ∀ i = 1, . . . , r

– ii) Pi(f)ni est le polynôme minimal de la restrictionfi def àWi

⇔ mfi(t) = Pi(t)ni

Conclusion
D’après le théorème 3.4 et le théorème 4.1 du chapitre précédent, la représentation

matricielleAf def se réduit à une forme diagonale en blocs :

Af =


Af1 0 0 0
0 Af2 0 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . Afr


oùAfi est la matrice associée à la restrictionfi de f sur chaque sous-espacef -

invariantWi défini∀ i = 1, 2 . . . r par :

Wi = KerPi(f)ni

Avec le corollaire suivant on trouve une autre forme de la diagonalisabilité d’un en-
domorphismef (ouAf ).On obtient ce résultat par le théorème 3.3 en posantdegPi =
1 ∀i etni = 1.

Corollaire 3.1. Soient

f ∈ LK(E) (Af ∈Mn(K))

⇒
f (ouAf ) est diagonalisable ssison polynôme minimalmf est un produit de poly-

nômes linéaires distincts.



38EISTI - 1re année 2007-2008- Maths pour l’Ingénieur

Exemple 3.2. SoitAf 6= I et telle queA3
f = I.

On étudie la diagonalisabilité deAf On a :

A3
f − I = 0

doncAf est une racine du polynôme suivant :

P (t) = t3 − 1 = (t− 1)(t2 + t+ 1)

Donc le polynôme minimalmf doit être de la forme :

m
(a)
f (t) = t2 + t+ 1 ou m

(b)
f (t) = t3 − 1

(Il est impossible d’avoirm(c)
f (t) = t− 1 car par hypothèseA 6= I)

– a)Dans R aucun de ces polynômes n’est linéaire⇒ Af n’est pas diagonalisable.
– b) DansC chacun de ces polynômes est produit de polynômes linéaires
⇒ Af est diagonalisable surC.

4 Réduction des endomorphismes nilpotents

1 Endomorphisme nilpotent

Définition 3.1.
Soitf ∈ LK(E) (resp.Af ∈Mn(K)).
– a) On dit quef est un endomorphisme nilpotent (resp.Af matrice nilpotente) si
fn = 0 pour unn donné entier positif.

– b) L’entier k ≥ 1 est appelé indice de nilpotence def (ou deAf ) endomor-
phisme nilpotent, si il est le plus petit des entiers tel quefk = 0 etfk−1 6= 0.

D’après la définition précédenteλ = 0 est la seule valeur propre d’un endomor-
phisme nilpotent ; on en déduit que le polynôme minimalmf (t) (resp.mAf

(t)) a la
forme :

mf (t) = tk = mAf
(t)

Comme conséquence immédiate on a le :

Théorème 3.6.Soitf ∈ LK(E) endomorphisme nilpotent d’indicek
⇒ il existe une représentation matriciellẽAf canonique sous forme matricielle

diagonale en blocs :

Ãf =


N1 0 . . . 0
0 N2 . . . 0
...

...
... 0

0 0 . . . Nr

 avecNi =


0 1 0 . . . 0

0 0 1
... 0

...
...

...
... 0

0 0 . . . 0 1
0 0 . . . 0 0

 (3.4.7)
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– Les éléments matrices carréesNi d’ordre ri ont tous leurs éléments zéro, sauf
ceux qui sont au-dessus de la diagonale principale et qui sont égaux à1.

– Il existe au moins une matriceNi d’ordre k, les autres sont d’ordre≤ k.
– Le nombre des matricesNi dépend uniquement de l’endomorphismef .
– Ce nombre total égale précisément la nullité(dimension du noyau) def :

Card{Ni} = dimKerf

Remarquons que :
– a) Chacune des matricesNi est une matrice nilpotente ayant commme indice de

nilpotence son ordreri.
– b) La matrice nilpotente d’ordre 1 est la matrice1× 1 qui est[O(1)]

.

Exemple 3.3.
– a) Soitf ∈ LR(R5) t.q.

Af =


0 1 1 0 1
0 0 1 1 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 on aA2
f =


0 0 1 1 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 etA3
f = [O(5)]

doncf (ouAf ) est un endomorphisme nilpotent d’indicek = 3 donc la repré-
sentation matricielleÃf (semblable àAf ) en bloc-diagonale contient au moins
un blocN1 d’ordre 3 et aucun d’ordre supérieur à 3.
De plus,rgAf = 2⇒ dimKerAf = 5− 2 = 3

Ãf =


0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0


Donc au total, on a 3 blocs diagonaux :
1 d’ordre3 et deux d’ordre1 qui sont les matrices nilpotentes[O(1)].

– b)Soitf ∈ LR(R5) t.q.

Bf =


0 0 1 1 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0


on aB2

f = [O(5)]
⇒ f (ouBf ) est nilpotent ayant comme indice de nilpotencek = 2
De plus,

rgBf = 1⇒ dimKerBf = 5− 1 = 4
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B̃f =


0 1 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0


Il en résulte qu’on peut avoir une matricẽBf (semblable àBf ) diagonale en blocs
d’un nombre égal à4 dont un est d’ordre2 et les3 autres sont d’ordre1, c’est à
dire [O(1)].

5 Forme canonique de Jordan

1 Factorisation du polyn.caractéristique et minimal

La forme canonique en blocs diagonale de Jordan est réalisable chaque fois qu’on
peut écrire les polynômes, minimalmf et caractéristiquePf d’un endomorphisme
f ∈ LK(E) sous forme de produits en facteurs linéaires. Plus précisément :

Théorème 3.7.
Soitf ∈ LK(E) (resp.Af ∈ Mn(K)) t.q. les polynômes caractéristique et mini-

mal associés ont la forme :

Pf (t) =
r∏

i=1

(t− λi)ni (3.5.8)

et

mf (t) =
r∏

i=1

(t− λi)mi (3.5.9)

⇒ f admet (resp.Af est semblable àÃf = P−1AfP ) une repr. matricielleÃf

diagonale en blocs:

Ãf =



J1 0 0 0 . . . 0

0 J2
...

...
...

...

0
...

...
...

... 0

0
...

... Ji
... 0

...
...

...
...

... 0
0 . . . 0 0 0 Jn


Les blocs (matrices carrées)Ji ont la forme suivante :
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Ji =



λi 1 0 . . . 0

0 λi 1
... 0

0
...

...
... 0

0
...

...
... 1

0 0 0 0 λi


⇔ Ji = λiIñi

+Nñi

oùNñi matrice nilpotente d’ordrẽni.
Les blocsJi vérifient les propriétés suivantes :
– i) Il y a au moins une matriceJi d’ordre mi, toutes les autresJi sont d’ordre
≤ mi.

– ii) La somme des ordres desJi égaleni.
– iii) Le nombre desJi est égale à l’ordre de multiplicité géométrique (dimV (λi))

desλi.
– iv) Le nombre desJi de chaque ordre possible est uniquement déterminé parf .

Remarque 3.4. Si f ∈ LK(E) (Af ∈Mn(K)) est tel que∀ i, ni = 1 (ou∀ i mi =
1), alors on retrouve le corollaire de “diagonalisabilité” 3.1 carJi = λi.

Exemple 3.4.
Soitf ∈ LK(E) t.q.

Pf (t) = (t− 2)4(t− 3)3

et
m(t) = (t− 2)2(t− 3)2

Alors, la représentation matricielle def peut avoir deux formes canoniques de Jordan
possibles :

Ã(1)
f =



2 1 0 0 0 0 0
0 2 0 0 0 0 0
0 0 2 1 0 0 0
0 0 0 2 0 0 0
0 0 0 0 3 1 0
0 0 0 0 0 3 0
0 0 0 0 0 0 3


ou Ã(2)

f =



2 1 0 0 0 0 0
0 2 0 0 0 0 0
0 0 2 0 0 0 0
0 0 0 2 0 0 0
0 0 0 0 3 1 0
0 0 0 0 0 3 0
0 0 0 0 0 0 3


La première formeÃ(1)

f est obtenue dans le cas oùdimV (2) = 2. La deuxième
forme est obtenue dans le cas oùdimV (2) = 3 (etdimV (3) = 2).

6 Forme rationnelle canonique

1

Définition 3.2. a) Soitf ∈ LK(E) et soit{PK(t)} l’ensemble de tous les polynômes de
K ; on appelle sous-espace f-cyclique de E engendré par le vecteurv ∈ E, l’ensemble
de vecteurs{PK(f)}(v). C’est un sous-espace f-invariant de E, et on le note :Z(v, f).
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On notera parfv la restriction def àZ(v, f).
b) Soit :mv(t) = tk + ak−1t

k−1 + · · ·+ a1t+ a0

Le polynôme unique normalisé, de plus bas degré t.q.mv(f)(v) = 0. On appelera
f-annihilateur dev etZ(v, f).

Théorème 3.8.
Soit f ∈ LK(E), Z(v, f) le sous-espacef -cyclique invariant engendré parv ∈

E, fv la restriction def àZ(v, f), alors simv(t) est lef -annihilateur dev, on a :
i) L’ensembleBv = {v, f(v), . . . , fk−1(v)} (oùk = degré demv(t)) est une base

deZ(v, f) dimK(Z(v, f)) = k.
ii) Le polynôme minimaldefv estmv(t)(t ∈ K)
iii) La représentation matricielle defv dans la baseBv a la forme suivante :

C̃fv
=


0 0 . . . 0 −a0

1 0 . . . 0 −a1

0 1
... 0 −a2

...
...

... 0
...

0 . . . 0 1 −ak−1

 C̃ ≡ matrice compagnon demv(t)(d’ordre k)

La grande utilité de la réduction en forme canonique rationnelle, présentée par le
théorème suivant, vient du fait qu’on peut l’appliquer même dans les cas où le poly-
nôme minimal ne se factorise pas en polynômes linéaires.

Théorème 3.9.Forme rationnelle canonique
i) Soit f ∈ LK(E), et soitmf (t) =

(
P (t)

)n
t ∈ K (polynôme minimal de f) où

P (t) est un polynôme irréductible normalisé.

⇒ E =
r
⊕

i=1
Z(vi, f)

et les sous-espacesf -invariants cycliquesZ(vi, f) ont comme annihilateurs les poly-
nômes :

{P (t)n1 , P (t)n2 , . . . , P (t)nr oùn = n1 ≥ n2 ≥ · · · ≥ nr}

qui sont uniquement déterminés parf . En plus,f admet une représentation matricielle
en blocs diagonale unique :

Ãf =

C̃f1 0 0

0
... 0

0 0 C̃fr


où lesCfi

sont les matrices compagnons des polynômes[P (t)]ni .
ii) Soit f ∈ LK(E) ; si le polynôme minimal def est :

mf (t) = [P1(t)]m1 [P2(t)]m2 . . . [Ps(t)]mst ∈ K

où lesPi(t) sont des polynômes irréductibles distincts (normalisés)
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⇒ f admet une représentation matricielle uniqueen blocs diagonale de la forme :

Ãf =



C11 0 0 0 0 0 0

0
... 0 0 0 0 0

0 0 C1r1 0 0 0 0

0 0 0
... 0 0 0

0 0 0 0 Cs1 0 0

0 0 0 0 0
... 0

0 0 0 0 0 0 Csrs


LesCij sont les matrices compagnons des polynômesP1(t)nij oùm1 = n11 ≥ n12 ≥ · · · ≥ n1r1

...
ms = ns1 ≥ ns2 ≥ · · · ≥ nsrs


∀ i, j, on appellePi(t)nij les diviseurs élémentaires def .

Exemple 3.5. Soit f ∈ LR(R6) et soitmf (t) = (t2 − t + 3)(t − 2)2 son polynôme
minimal.

D’après le théorème précédent, si on écrit :

mf (t) = [P1(t)]m1 [P2(t)]m2avec

{
P1(t) = t2 − t+ 3

m1 = 1

}
et

{
P2(t) = (t− 2)

m2 = 2

}
⇒

Les diviseurs élémentaires def ne peuvent être qu’une des suites de polynômes sui-
vants :

(a) :
{(
P1(t)

)1
,
(
P1(t)

)1
,
(
P2(t)

)2
}

(b) :
{(
P1(t)

)1
,
(
P2(t)

)2
,
(
P2(t)

)2
}

(c) :
{(
P1(t)

)1
,
(
P2(t)

)2
,
(
P2(t)

)
,
(
P2(t)

)}
avec lesCij matrices compagnons correspondantes :

t2 − t+ 3 =
(
P1(t)

)1 ⇒ C1 ≡ C[t2 − t+ 3] =
(

0 −3
1 1

)
t2 − 4t+ 4−

(
P2(t)

)2 ⇒ C2 ≡ C[t2 − 4t+ 4] =
(

0 −4
1 4

)
t− 2 =

(
P2(t)

)1 ⇒ C22 ≡ [t2] = (2)

Doncf admettra une représentation matricielle ayant une des trois formes suivantes
(diagonales en blocs) correspondantes :

(a) :


0 −3 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0
0 0 0 −3 0 0
0 0 1 1 0 0
0 0 0 0 0 −4
0 0 0 0 1 4

 (b) :


0 −3 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0
0 0 0 −4 0 0
0 0 1 4 0 0
0 0 0 0 0 −4
0 0 0 0 1 4

 (c) :


0 −3 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0
0 0 0 −4 0 0
0 0 1 4 0 0
0 0 0 0 2 0
0 0 0 0 0 2
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Chapitre 4

formes linéaires -
formes bilinéaires

1 Formes linéaires

1 Rappel de notations

– K= corps commutatif.
– E, F = espaces vectoriels surK (dimK E = n ; dimK F = m) .
– LK(E,F ) = esp. vectoriel des applications linéaires
f : E → F (dimK LK(E,F ) = nm)

– MK(m,n) = Esp. vectoriel des matrices (dedimnm surK) isomorphe àLK(E,F )
– LK(E) = esp. vectoriel des endomorphismes surE (dimLK(E) = n2)
– Mn(K) = esp. vectoriel des matrices carrées de dimensionn2 isomorphe à
LK(E).

2 Formes (ou fonctionnelles) linéaires

Définition 4.1.
On appelleforme linéaireou fonctionnelle linéairetoute application linéaire
φ ∈ LK(E,K) définie surE,

φ : E → K

.

Remarque 4.1. Les propriétés de linéarité qui caractérisent les applications linéaires
de LK(E,F ) sont par conséquent vraies pour toutφ ∈ LK(E,K) (où simplement
F = K) :

∀(x, y) ∈ E2, ∀ λ ∈ K, φ(x+ y) = φ(x) + φ(y)
φ(λx) = λφ(x)

3 Dualité

L’espace vectoriel de toutes les formes linéaires surE est un espace particulière-
ment intéressant et on l’appelle ledual deE notéE∗ :

45
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Définition 4.2.
a) Le dual deE estE∗ =LK(E,K) ; c’est un espace vectoriel surK et

dimK E
∗ = dimK LK(E,K) = n× 1 = dimK E.

b) Le bidual deE est :E∗∗ = LK(E∗,K) , c’est-à-dire :

y ∈ E∗∗ ⇔ y : LK(E,K)→ K

Remarque 4.2.
a) On vérifie queE∗∗ etE sont isomorphes. Par la suite, on identifiera le bidual

deE avecE lui même :E∗∗ ≡ E
b) Dans diverses références on utilise souvent la notationx∗ (ou y∗) pour un élé-

ment deE sans qu’il y ait une relation quelconque avec le vecteurx ∈ E (ou
y ∈ E) et la forme linéairex∗ (ouy∗).

Exemple 4.1.

a) Soit{a1, · · · , an} une base deKn. Toute combinaison linéaire :φ(x) =
n∑

i=1

ai xi

qui exprime le vecteurx ∈ Kn en terme des vecteurs de la baseKn est une fonc-
tionnelle (ou forme) linéaire ; historiquement, c’est la première formeà laquelle
on a attribué le nom de la forme linéaire.

b) Soit{ai} une base deE etx ∈ E : x =
n∑

i=1

α(i)ai : alors l’application

φ(i) :
E → K

x 7→ φ(i)(x) = α(i)

(oùα(i) est la(i)èmecoordonnée dex ∈ E par rapport à la base{ai}) est une
fonctionnelle linéaire surE, autrement ditφ(i) ∈ E∗ (φ(i) appartient donc à
l’espace dualLK(E,K) deE).

Cette forme linéaire est appelée souvent : la(i)èmeprojection deE sur l’axe
ai et on note

φ(i) ≡ π(i).

c) SoitE = C[0, 1] l’espace vectoriel desfonctions numériques continuesy(t)
sur [0,1]. Alors l’application :

φ : C[0, 1]→ R
avecy 7→

∫ 1

0
y(t)dt ≡ φ(y)

est une forme linéaire surC[0, 1].
d) Soit{aij} i=1,··· ,n

j=1,··· ,n

= A ∈Mn(K) une matrice carrée, alors la trace

Tr[A] =
n∑

i=1

aii

est l’image deA par une fonctionnelle linéaire,
T r :Mn(K)→ K
Autrement dit,la trace d’une matrice carrée est un élément du dualM∗

n(K)
de l’espace vectoriel des matrices carrées.



formes linéaires - formes bilinéaires 47

Remarque 4.3. Représentation matricielle d’uneφ ∈ E∗
D’après le théorème général de l’isomorphisme (v. cours n0 1 ) :

LK(E,F ) ∼MK(n,m) on a aussiLK(E,K) ∼MK(n, 1)

c’est-à-dire chaque forme linéaireφ ∈ E∗, admet une représentation matricielle sous
forme dematrice-ligne, qui est la transposée de la matrice colonne correspondante, et
qui est uniquement déterminée par les images parφ de tous les vecteurs de la base de
E : φ = (a1, a2, · · · , an) (vecteur ligne).

Donc six = (x1, · · · , xn)T ∈ E alors :φ(x) = (a1, a2, · · · , an)

x1

...
xn

 =
n∑

i=1

ai xi.

Dans l’espace vectorielE∗ on peut définir une (ou plusieurs) base qui s’appellera
base duale. Le théorème suivant établit uneconstruction canonique d’une base duale
à partir d’une base donnée deE.

Théorème 4.1.Base duale
Soit {ai}i=1,··· ,n une base deE sur K. Alors on définit une base deE∗ appelée

base dualede{ai} :

par la famille suivanteφi(aj) = δij =

{
1 si i = j

0 si i 6= j

Exemple 4.2.
Soit B = {ν1, ν2} une base deR2 définie par :B = {ν1 = (2, 1), ν2 = (3, 1)}.

Construction de la baseB∗ deR2∗1

D’après le théor. 1.1.1. il faut

φ1(ν1) = 1, φ1(ν2) = 0, φ2(ν1) = 0, φ2(ν2) = 1 (B∗.0)

On pose :φ1(x, y) = ax+ by, φ2(x, y) = cx+ dy avec(a, b, c, d) ∈ R4.
Pour déterminer lesa, b, c, d, on établit les deux systèmes satisfaisant les condi-

tions(B∗.0) de la base duale associée àB :

φ1(2, 1) = 1 ⇔ 2a+ b = 1
φ1(3, 1) = 0 ⇔ 3a+ b = 0

}
⇒ a = −1, b = 3}

φ2(2, 1) = 0 ⇔ 2c+ d = 0
φ2(3, 1) = 1 ⇔ 3c+ d = 1

}
⇒ c = 1, d = −2}

⇒ Base duale deB = {ν1, ν2}Ê
B∗ = {φ1(x, y) = −x+ 3y ; φ2(x, y) = x− 2y}

4 Annihilateur

Définition 4.3.
a) SoitE∗ = LK(E,K) et soitW ⊂ E (sous-ensemble deE et pas forcément

sous-espace deE).
On dit queφ ∈ E∗ estun annihilateur deW si ∀w ∈W on aφ(w) = {0}.

1Attention : à ne jamais confondre la notation * du dual (exampleR2∗ avec le symbole * qu’on utilise
souvent pour indiquer le complémentaire de{0} (exampleR∗

+. On précisera par la suite dans lequel des
deux cas on situe l’étude.
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b) L’ ensemble de tous les annihilateurs deW est un sous-espace deE∗ appelé l’
(espace) annihilateur deW et notéW 0.

c) D’ une manière analogue on définit l’annihilateur de l’annihilateur, notéW 00,
par :
W 00 = {x ∈ E : φ(x) = 0 ∀ φ ∈W 0}.

On a le résultat suivant :

Théorème 4.2.
SidimK E = n <∞ et siW est un sous-espace deE alors :

i) W 00 = W ii) dimK W + dimK W
0 = dimK E

Remarque 4.4.
a) A ne pas confondre : pourf ∈ LK(E).Ker f etW 0 (avecW = Im f )

carKer f ∈ E etW 0 ⊂ E∗

b) Il y a des références qui appellentW 0 l’orthogonal deW .

Exemple 4.3.
SoitW le sous-espace deR4 engendré parν1(1, 2,−3, 4) etν2(0, 1, 4,−1). Cher-

chons une base de l’annihilateur deW . On vérifie facilement que siφ ∈ R4∗ annuleν1
et ν2 (vecteurs de base deW ). Alors il annule toute combinaison linéaire deν1 et ν2.
Par conséquent, on cherchera une base de l’ensemble des formes linéaires :

φ(x, y, z, w) = ax+ bycz + dw t.q.
φ(ν1) = 0 etφ(ν2) = 0

⇔
{
φ(1, 2,−3, 4) = a+ 2b− 3c+ 4d = 0
φ(0, 1, 4,−1) = b+ 4c− d = 0

On obtient donc un système échelonné par rapport àa, b, c, d.
On a 2 paramètres libres alors :
1) si on posec = 1, d = 0

on obtient la solution

∣∣∣∣ a = 11, b = −4
c = 1, d = 0

doncφ1(x, y, z, w) = 11x− 4y + z
2) si on posec = 1, d = −1

on obtient la solutiona = 6, b = −1, c = 0, d = −1
doncφ2(x, y, z, w) = 6x− y − z

Conclusion:
L’ensemble{φ1 = 11x− 4y+ z, φ2 = 6x− y−w} est une base de l’annihilateur

W 0 deW .
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5 Transposée d’une application linéaire

Définition 4.4.
Soit f : E → F (f ∈ LK(E,F )). Pour toutφ ∈ F ∗ (forme linéaire surF ), on

définit l’application linéaire composée :
f t = φ ◦ f appelée latransposéef t(φ) def . Autrement dit,

f t : E
f−→ F

φ−→ K etf t ∈ E∗

φ ◦ f = f t(φ)

Remarque 4.5.
a) D’après la définition 4.4 on aφ ∈ F ∗ 7→ f t(φ) ∈ E∗.

Autrement dit, l’applicationf t (transposée def ) est une application deF ∗ (dual
deF ) dansE∗ (dual deE) et on vérifie facilement quef t est une application
linéaire :

f t ∈ LK(F ∗, E∗)

b) On vérifie facilement que : sif1, f2 sont 2 applications linéaires

⇒ (f1 ◦ f2)t = f t
2 ◦ f t

1.

Tenant compte des isomorphismes :

{LK(E,F ) ∼MK(n,m)
{LK(F ∗, E∗) ∼MK(m,n)

On obtient le résultat suivant concernant la représentation matricielle def t.

Théorème 4.3.
Soit {ai}i=1,··· ,n une base deE (dimK E = n) et {bj}j=1,··· ,m une base deF

(dimK F = m). Si f ∈ LK(E,F ), avecAf ∈ MK(n,m), une matrice associée
alors :

La représentation matricielle def t est égale à la transposée deAf :

Aft = AT
f

Exemple 4.4. (IMPORTANT ! ! ! Application - corollaire de plusieurs définitions et
théorèmes )

SoientE, F 2 espaces vectoriels avecdimK E = n et dimK F = m et soitf ∈
LK(E, F ). On montre que

rg f = rg f t.

a) On montre d’abord queKer f t = (Im f)0. En effet,

a.1. Soitφ ∈ Ker f t ⊂ F ∗ ⇔ f t(φ) = φ ◦ f = 0
et soitu ∈ Im f ⇔ ∃ ν ∈ E t.q.f(ν) = u ∈ F
⇒ φ(u) = φ(f(ν)) = (φ ◦ f)(ν) = 0
etφ(u) = 0 ∀u ∈ Im f ⇒ φ ∈ (Im f)0 ⇒ Ker f t ⊂ (Im f)0 (a.1.)

a.2. Soitσ ∈ (Im f)0 ⊂ F ∗ ⇔ σ(Im f) = {0}
⇒ ∀ ν ∈ E f t(σ)(ν) = (σ ◦ f)(ν) = σ(f(ν)) = 0
⇒ f t(σ) = 0⇒ σ ∈ Ker f t ⇒ (Im f)0 ⊂ Ker f t. (a.2.)

Des deux conclusions (a.1.) et (a.2.)⇒ Ker f t = (Im f)0 c.q.f.d.
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b) Par application du th. 4.2 pour l’annihilateur(Im f)0 on a :

dimK(Im f)0 = dimK F − dimK(Im f) = m− rg f (b.1.)

En utilisant le théorème du rang (v. cours n0 1) à l’application

f t : F ∗ → E∗ on a :rg f t = dimK F ∗ − dimKKer f t = m− dimK Ker f t

En utilisant le résultat

a)⇒ rg f t = m− dimK(Im f)0 (b.2.)

Application de (b.1.) au second membre de (b.2.)

⇒ rg f t = m−m+ rg f = rg f c.q.f.d.

Exemple 4.5.
Soitφ la forme linéaire deR2 définie parφ(x, y) = 3x− 2y.

On cherche les images deφ par les transposéesf t
1, f

t
2 des applications linéairesf1, f2 :

R3 → R2

déf. par :

{
f1(x, y, z) = (x+ y, y + z)
f2(x, y, z) = (x+ y + z, 2x− y)

On aura :

(φ ◦ f1)(x, y, z) = φ(f1(x, y, z)) = φ(x+ y, y + z) = 3(x+ y)− 2(y + z)

⇒ f t
1(φ) = 3x+ y − 2z

et
(φ ◦ f2)(x, y, z) = φ(f2(x, y, z)) = φ(x+ y + z, 2x− y)

= 3(x+ y + z)− 2(2x− y) = −x+ 5y + 3z

⇒ f t
2(φ) = −x+ 5y + 3z

Terminons cette partie du chapitre par le théorème de changement de base dansE∗

en utilisant l’isomorphismeLK(E∗) ∼Mn(K).

Théorème 4.4.
Soit{ai}i=1,··· ,n {bj}j=1,··· ,n deux bases deE et{φi}i=1,··· ,−n {σj}j=1,··· ,−n, leurs
bases duales associées deE∗. Alors si l’application, qui transforme
{ai}i=1,··· ,n en{bj}j=1,··· ,n, a comme représentation matricielleP (matrice de pas-
sage), alors l’application transposée (qui transforme {φi}i=1,··· ,n en
{σj}j=1,··· ,−n a commereprésentation matricielle(P−1)t (matrice de passagedans
E∗).
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2 Formes Bilinéaires

1 forme bilinéaire

Définition 4.5.
SoientE, F espaces vectoriels surK. On appelleforme bilinéairesurE × F .
Toute application

φ : E × F → K
(u, ν) 7→ φ(u, ν)

t.q.∀ u, ui ∈ E, ν, νi ∈ F i = 1, 2 et∀ (a, b) ∈ K2 on a :∣∣∣∣ i) φ(au1 + bu2, ν) = a φ(u1, ν) + b φ(u2, ν)
ii) φ(u, aν1 + bν2) = a φ(u, ν1) + b φ(u, ν2)

Autrement dit :

φ est linéairepar rapport à la première variable (vecteur)

φ est linéairepar rapport à la deuxième variable (vecteur)

Remarque 4.6.
∗ Cas particulier : quandE = F la forme bilinéaireφ : E × E → K est définie

par i) et ii) surE2

Exemple 4.6.
Soit{aij} i=1,··· ,n

j=1,··· ,m
= A ∈Mn(K) etE espace vectoriel surK, alors∀ (x, y) ∈ E2

on associe àA le polynôme :

f(x, y) =
n∑

i,j=1

aij xiyj = a11x1y1 + a12x1y2 + · · ·+ annxnyn,

qui est une forme bilinéaire surE2. On écrit aussi :

f(x, y) = XTAY = (x1, · · · , xn)


a11 a12 · · · a1n

a21 · · · · · · am

· · · · · · · · · · · ·
an1 · · · · · · am



y1
...
...
yn


oùXT etY représentent les vecteurs ligne et colonne associés àx ety respectivement.

Exemple 4.7.
Soitφ1 ∈ E∗ etφ2 ∈ E∗ (deux formes linéaires surE) alors l’application :

f : E × E → K

(u, ν) 7→ f(u, ν) = φ1(u)φ2(ν)

définie une forme bilinéaire surE2 et est appeléeproduit tensoriel.

Exemple 4.8.
SoitE = C[0, 1] (espace vectoriel des fonctions numériques continues sur l’inter-

valle [0,1]). Alors l’application :

f : C[0, 1]× C[0, 1]→ R

(x, y) 7→
∫ 1

0

x(t) y(t) dt

est une forme bilinéaire surE2.
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Remarque 4.7.
On vérifie facilement que l’ensemble de toutes les formes bilinéaires définies sur

E × F (resp. surE × E) est un espace vectoriel surK et on le note :

L2(E,F,K) (resp.L2(E,K) et (dimK L2(E,F,K) = nm)

car

{∀ f, g ∈ L2(E,K), (u ∈ E, ν ∈ F ), (f + g)(u, ν) = f(u, ν) + g(u, ν)

{∀ λ ∈ K, ∀ f ∈ L2(E,F,K)) (λf)(u, ν) = λf(u, ν)

Théorème 4.5. [ Base de l’espace vectoriel des formes bilinéaires]
Soit{φ1, · · · , φn} une base du dualE∗ et {σ1, · · · , σm} une base deF ∗ ; alors

on définit une base deL2(E,F,K) par la famille :

fij(u, ν) = φi(u)σj(ν)∀
i = 1, · · · , n
j = 1, · · · ,m

Le résultat suivant établit un isomorphisme entre l’espace vectorielL2(E,F,K)
et l’espace vectoriel des matricesMK(n,m), et donne la représentation matricielle
associée à toutf ∈ L2(E,F,K) ainsi que la transformation de cette représentation
matricielle par un changement de base.

Théorème 4.6.
Soit{ai}i=1,··· ,n, une base deE (espace vectoriel surK) et{bi}i=1,··· ,m une base

deF (espace vectoriel surK)⇒
i) L’espace vectoriel L2(E,F,K) des formes bilinéaires sur (E × F ) est iso-

morphe àMK(n,m) l’espace vectoriel des matricesn×m surK :

L2(E,F,K) ∼MK(n,m)

(resp. pourE = F : L2(E,K) ∼ MK(n) espace vectoriel des matrices
carréesn2)

ii) a) A toutf ∈ L2(E,F,K) on peut associer une représentation matricielle :

Af = {αij} i=1,··· ,n
j=1,··· ,m

avecαij = f(ai, bj)

(resp. à toutf ∈ L2(E,K), on associe unematrice carrée

Af = {αij} i=1,··· ,n
j=1,··· , m

b) SiX etY représentent les matrices unicolonnes dex ∈ E et y ∈ F respec-
tivement (relativement aux bases{ai}i et{bj}j alors :

f(x, y) = Y tAfX = XtAt
fY

iii) La matriceA′f associée àf après unchangement de base:

{ai}i=1,··· ,n
P−→ {a′i}i=1,··· ,n (dansE) (ouX = PX ′ etP non singulière)

QP −→ {b′j}j=1,··· ,m (dansF ) (ouY = QY ′ etQ non singulière)

est donnée par la formule :
A′f = QtAP
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Remarque 4.8.
a) A constater quef(x, y) est une “matrice”1 × 1 donc elle est égale à sa trans-

posée :
f(x, y) = XtAt

fY = f t(x, y)

b) A comparer le résultat iii) du théorèmeA′f = QtAP avec la formule de "pas-
sage"A′f = Q−1AP dans le cas oùf est une application linéairef ∈ LK(E,F ).

c) SiF = E alors le changement de base donne comme représentation matricielle
def ∈ L2(E,F ) :

A′f = P tAP

∗ A′f etAf sont appelées matrices congruentes.
Terminons ce chapitre avec une définition sur le rang def ∈ L2(E,F ).

Définition 4.6.
a) On appellerang d’une forme bilinéaire surE × E, (f ∈ L2(E,F )) le rang

de la matriceAf associée.
b) Une forme bilinéaire,f ∈ L2(E,F ) estnon dégénérée(resp.dégénérée) si
rg f = dimK E . (resp. sirg f < dimK E).
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Chapitre 5

Formes bilinéaires symétriques
Formes quadratiques -

Formes hermitiennes

Rappels - Définitions - Propriétés - Remarques sur les:

– 3. Formes bilinéaires symétriques - Formes quadratiques
– 4. Formes bilinéaires alternées
– 5. Formes hermitiennes

Rappel de notations:
– K= corps commutatif.
– E, F = espaces vectoriels surK (dimK E = n ; dimK F = m) .
– LK(E,F ) = esp. vectoriel des applications linéaires
f : E → F (dimK LK(E,F ) = nm)

– LK(E) = esp. vectoriel des endomorphismes surE ;
f : E → E (dimLK(E) = n2)

– L2(E,F,K) = esp. vectoriel des formes bilinéaires surE × F
(dimK L2(E,F,K) = nm)

– L2(E,K) = esp. vectoriel des formes bilinéaires surE × E ;
(dimK L2(E,K) = n2)

– MK(n,m) = Esp. vectoriel des dimensionsnm surK et isomorpheàLK(E,F )
et isomorpheàL2(E,F,K)

– Mn(K) = esp. vectoriel des matrices carrées de dimensionn2 sur K et iso-
morphe àLK(E) et isomorpheàL2(E,K).

3

1 Formes bilinéaires Symétriques

Définition 5.1.
Soitf ∈ L2(E,K). On dit quef est uneforme bilinéaire symétrique,

55
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f :
E × E → K

(x, y) 7→ f(x, y)

}
ssi

f(x, y) = f(y, x) ∀ (x, y) ∈ E2

Remarque 5.1.
D’après l’isomorphisme : (v. th. 4.6)

L2(E,K) ∼Mn(K)

Toute représentation matricielleAf d’une forme bilinéaire symétrique
f ∈ L2(E,K) est une matrice carrée symétrique car on a :

f(x, y) = XtAt
fY = Y tAfX = f(y, x) = Y tAt

fX = XtAfY

⇔ XtAt
fY = XtAfY ⇔ At

f = Af

Le résultat suivant établit ladiagonalisationde toute matriceAf associée à une forme
bilinéaire symétriquef .

Théorème 5.1.
Soitf ∈ L2(E,K) symétrique, et soitAf ∈ Mn(K) sa matrice carrée associée.

Alors, il existe une matriceP ∈Mn(K) non singulière(∃ P−1) t.q. la matrice :

Ãf = P tAfP soit diagonale

Important !

Remarque 5.2.
a) D’après la remarque du chapitre n0 4 la matriceAf est congruente à la matrice

diagonale associée.
b) D’après le procédé d’échelonnage (v. cours n0 1) d’une matrice carrée, on peut

déduire qu’une matriceP inversible du théorème n’est rien d’autre que le produit
de transformations (matrices) élémentaires. Donc, une façon d’obtenirP t (ou
P tAfP ) est d’effectuer une suite d’opérations élémentaires d’échelonnage sur
les lignes et d’effectuer la même suite d’opérations sur les colonnes.

Exemple 5.1.
Soitf ∈ L2(E,K) symétrique avecAf ∈Mn(K) définie par :

Af =

 1 2 −3
2 5 −4
−3 −4 8

 (matrice symétrique)

On utilise la matrice "bloc"

(Af , I) =


1 2 −3

... 1 0 0

2 5 −4
... 0 1 0

−3 −4 8
... 0 0 1


(L1)

(L2)

(L3)

En appliquant les transformations :

(Af , I)
IL
1−→ (A′f , P

(1)) avec(I(L)
1 ) :

 L′1 = L1

L′2 = −2L1 + L2

L′3 = 3L1 + L3
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et

(A′f , P
(1))

IC
1−→ (A′′f , P

(1)) avec(I(C)
1 ) :

 C ′′1 = C ′1
C ′′2 = −2C ′1 + C ′2
C ′′3 = 3C ′1 + C ′3

On obtient :

(A′f , P
(1)) =

(C ′1)(C
′
2)(C

′
3)

1 2 −3
... 1 0 0

0 1 2
... −2 1 0

0 2 −1
... 3 0 1


(L′1)

(L′2)

(L′3)

et

(A′′f , P
(1)) =

(C ′′1 )(C ′′2 )(C ′′3 )
1 0 0

... 1 0 0

0 1 2
... −2 1 0

0 2 −1
... 3 0 1


(L′′1)

(L′′2)

(L′′3)

Ensuite on applique Ies transformations :

(A′′f , P
(1))

IL
2−→ (A′′′f , P

(2)) avec(I(L)
2 ) :

 L′′′1 = L′′1
L′′′2 = L′′2
L′′′3 = −2L′′2 + L′′3

et

(A′′′f , P
(2))

IC
2−→ (A(iν)

f , P (2)) avec(I(C)
2 ) :


C

(iν)
1 = C ′′′1

C
(iν)
2 = C ′′′2

C
(iν)
3 = −2C ′′′2 + C ′′′3

On obtient finalement :

(A′′′f , P
(2)) =

(C ′′′1 )(C ′′′2 )(C ′′′3 )
1 0 0

... 1 0 0

0 1 2
... −2 1 0

0 0 −5
... 7 −2 1


et

(A(iν)
f , P (2)) =


1 0 0

... 1 0 0

0 1 0
... −2 1 0

0 0 −5
... 7 −2 1


Donc la matrice de passage (non singulière)P et sa transposéeP t sont définies par :

P t = I(L)
2 I

(L)
1 =

 1 0 0
−2 1 0
7 −2 1
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et

P = (I(L)
1 )t(I(L)

2 )t ≡ (P t)t =

1 −2 7
0 1 −2
0 0 1


et la matrice diagonalẽAf associée àAf est :

Ãf = A
(iν)
f =

1 0 0
0 1 0
0 0 −5

 = P tAfP

Exemple 5.2.
Soitf ∈ L2(E,K) avec :

Af =

 1 −2 3
−2 6 −9
3 −9 4


Par la même méthode détaillée ci-dessus, on obtient successivement :

(Af , I) =


1 −2 3

... 1 0 0

−2 6 −9
... 0 1 0

3 −9 4
... 0 0 1



(AfI)
I(L)
1−→ (A′f , P

(1)) =


1 −2 3

... 1 0 0

0 2 −3
... 2 1 0

0 −3 −5
... −3 0 1

 ;

(A′f , P
(1))

I(C)
1−→ (A′′f , P

(1)) =


1 0 0

... 1 0 0

0 2 −3
... 2 1 0

0 −3 −5
... −3 0 1

 ;

(A′′f , P
(1))

I(L)
2−→ (A′′′f , P

(2)) =


1 0 0

... 1 0 0

0 2 −3
... 2 1 0

0 0 −19
... 0 3 2

 ;

(A′′′f , P
(2))

I(C)
2−→ (A(iν)

f , P (2)) =


1 0 0

... 1 0 0

0 2 0
... 2 1 0

0 0 −38
... 0 3 2

 ;

Donc finalement :

P t = I(L)
2 I

(L)
1 =

1 0 0
2 1 0
0 3 2
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et

P t = (I(L)
1 )t(I(L)

2 )t =

1 2 0
0 1 3
0 0 2


et

Ãf = A
(iν)
f = P tAP =

1 0 0
0 2 0
0 0 −38


2 Formes Quadratiques

Définition 5.2.
Pour toute forme bilinéairef ∈ L2(E,K) symétrique on définit laforme quadra-

tique associéeqf par l’application :

qf : E → K
ν → qf (ν) = f(ν, ν)

Remarque 5.3 (Forme polaire d’une forme bilinéaire symétrique).
D’après la définition précédente on aura :∀(u, ν) ∈ E2

q(u+ ν) = f(u+ ν, u+ ν)
q(u) = f(u, u)
q(ν) = f(ν, ν)

En "additionnant" ces égalités et par application de la bilinéarité et la symétrie def on
aura :

q(u+ ν)− q(u)− q(ν) = f(u, u) + f(u, ν) + f(ν, u) + f(ν, ν)
−f(u, u)− f(ν, ν) = 2f(u, ν)

⇒ f(u, ν) =
1
2
[q(u+ ν)− q(ν)− q(u)] (III.2.1)

On appelle cette expression def la forme polaire de l’application bilinéaire symé-
trique.

Tenant compte des résultats précédents on a le :

Théorème 5.2 (Représ. matricielle et f.canonique d’une f.quadratique).
i) Soit f ∈ L2(E,K) symétrique et soitAf = {aij} i=1,··· ,n

j=1,··· ,n
= {aji} i=1,··· ,n

j=1,··· ,n
∈

Mn(K) sa matrice carrée symétrique associée alors :
⇒ la forme quadratiqueqf associée àf , (∀ x ∈ E) est donnée par :

q = XtAfX =
n∑

i,j=1

aijxixj =
n∑

i=1

aiix
2
i + 2

∑
i<j

aijxixj (III.2.2)

{aij} = Af est la représentation matricielle deqf et rg qf = rg Af = r
ii) Deux formes quadratiques surK sontéquivalentes ssileurs matrices sontcongruentes

surK :
rg q′ = rgBtAf B = rg Af = rg q

où B est une matricenon singulière.
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iii) Il existe une matrice inversibleB telle queBtAfB = Ãf matrice associée à
la nouvelle forme quadratiqueq′f soit diagonale.
⇔ la nouvelle forme quadratique associéeq′f s’écrit sous forme canonique:

q′f =
n∑

i=1

a′iix
2
i (III.2.3)

Remarque 5.4.

a) L’expressionq =
n∑

i=1

aiix
2
i +2

∑
i<j

aijxixj est un polynôme homogène par rap-

port aux variablesxi et est appelé le polynôme quadratique correspondant à la
matriceAf .
Donc sachant la forme du polynôme homogèneq, on peut sif n’est pas déter-
minée, trouver la représentation matricielleAf (ouAq) en n’oubliant pas dans le
procédé inverse diviser par 2 les coefficientsaij aveci 6= j

b) Si r = (rg f = rg qf = rg Af ) = n alorsqf est ditenon singulière
(si r < n⇒ qf estsingulière).

Exemple 5.3.
a) Soit : q(x) = x2

1 + 2x2
2 − 7x2

3 − 4x1x2 + 8x1x3 alors on a :

q = XtAfX = Xt

 1 −2 4
−2 2 0
4 0 −7

X donc :Af = Aq =

 1 −2 4
−2 2 0
4 0 −7


est la représentation matricielle deq.

b) On peut diagonaliser cette matrice par la même méthode d’éehelonnage (v.
exemples précédents) expliquée auparavant, et trouver la matrice non singulière
B ∈ U3(R) t.q. Ãf = BtAfB soit diagonaledonc t.q.q′(y) prenne sa forme
canonique par rapport àY avecX = BY . Autrement dit :

Xt = Y tBt etXtAfX = Y t(BtAfB)Y = Y tÃfY

On écrit

(Af , I) =


1 −2 4

... 1 0 0

−2 2 0
... 0 1 0

4 0 −7
... 0 0 1


Par des transformations successives sur les lignes et les colonnes, on obtient :

(Af , I) 7→ (A′f , P
(1)) =


1 −2 4

... 1 0 0

0 −2 8
... 2 1 0

0 8 −23
... −4 0 1



7→ (A′′f , P
(1)) =


1 0 0

... 1 0 0

0 −2 8
... 2 1 0

0 8 −23
... −4 0 1
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(A′′f , P
(1)) 7→ (A′′′f , P

(2)) =


1 0 0

... 1 0 0

0 −2 8
... 2 1 0

0 0 9
... 4 4 1



7→ (A(iν)
f , P (2)) =


1 0 0

... 1 0 0

0 −2 0
... 2 1 0

0 0 9
... 4 4 1



⇒ Ãf = A
(iν)
f =

1 0 0
0 −2 0
0 0 9


et

Bt =

1 0 0
2 1 0
4 4 1

 , B = (Bt)t =

1 2 4
0 1 4
0 0 1


⇔ Ãf = BtAf B

Donc finalement :q(x) = q′(y) = y2
1 − 2y2

2 + 9y2
3 forme canoniquedeq et q

estnon singulière.

Remarque 5.5.
On peut réaliser la réduction d’une forme quadratique à une forme canonique par le

procédé deGauss-Lagrangequi consiste essentiellement à compléter successivement
les "débuts" des carrées.

Exemple 5.4 (la même forme quadratiqueq (Ex. 5.3)).

q = x2
1 + 2x2

2 − 7x2
3 − 4x1x2 + 8x1x3

= x2
1 − 4x1[x2 − 2x3] + 2x2

2 − 7x2
3

[x2
1 − 4x1(x2 − 2x3) + 4(x2 − 2x3)2] + 2x2

2 − 7x2
3 − 4(x2 − 2x3)2

= (x1 − 2x2 + 4x3)2 − 2(x2
2 − 8x2x3)− 23x2

3

= (x1 − 2x2 + 4x3)2 − 2(x2
2 − 8x2x3) + 16x2

3) + 9x2
3

= (x1 − 2x2 + 4x3)− 2(x2 − 4x3)2 + 9x2
3

On pose :

y1 = x1 − 2x2 + 4x3

y2 = x2 − 4x3

y3 = x3

⇔ x1 = y1 + 2y2 + 4y3
x2 = y2 + 4y3
x3 = y3

⇔ X = BY

(où on reconnait la transf. associée àB)

Donc :
q(X) = q′(y) = y2

1 − 2y2
2 + 9y2

3

Par la même méthode on réduit la forme quadratique surK3,

Q(x, y, z) = x2 + y2 − 2z2 + xy + 6xz
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à sa forme canonique par des transformations successives suivantes :

Q(x, y, z) = x2 + 2x ·
(y

2
+ 3z

)
+ y2 − 2z2

=
(
x+

y

2
+ 3z

)2

−
(y

2
+ 3z

)2

+ y2 − 2z2

=
(
x+

y

2
+ 3z

)2

+
3
4
y2 − 11z2 − 3zy

=
(
x+

y

2
+ 3z

)2

+
3
4
(y2 − 4yz)− 11z2

=
(
x+

y

2
+ 3z

)2

+
3
4
(y − 2z)2 − 3z2 − 11z2

=
(
x+

y

2
+ 3z

)2

+
3
4
(y − 2z)2 − 14z2

On pose :

w1 = x+
y

2
+ 3z

w2 = y − 2z
w3 = z

⇔ Q′(w) = w2
1 +

3
4
w2

2 − 14w2
3

On obtient donc une forme canonique deQ(x, y, z)

3 Loi d’inertie de Sylvester

Si K = R on a Ie résultat suivant plus particulier pour une réduction canonique
"normalisée" qui a comme conséquence l’unicité de cette forme canonique (Loi d’iner-
tie de Sylvester).
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Théorème 5.3.
Soitq = XtAX une forme quadratique réelle. Alors il existe une application réelle

non singulièreB t.q.X = BW et t.q. la forme canoniqueq′(w) soit donnée par :

q′(w) = q(x) = XtAX = W t(BtAB)W =
P∑

i=1

w2
1 −

r∑
P+1

w2
j (III.3.1.)

oùP est le nombre de termes positifs etr = rg q

Remarque 5.6.
Supposons que d’après les méthodes du paragraphe précédent on ait obtenu pourq

la forme canonique :

q(y) =
P∑

i=1

Siy
2
i −

r∑
j=P+1

Sjy
2
j avecSi > 0 ∀ i = 1, · · · , r

L’applicationQ non singulière t.q. :{
Zi =

√
Siyi i = 1, · · · , r

Zj = yj j = r + 1 · · ·n

Donc

Y = QZ
Y t = ZtQt

}
avecQ =



1√
S1

0 0 0 0 0 0

0
... 0 0 0 0 0

0 0
1√
Sr

0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0
... 0

0 0 0 0 0 0 1


transformeq en la forme canoniqueq′(Z) = Zt(QtAqQ)Z

= ZtÃZ

ou q′(Z) =
P∑

i=1

Z2
i −

N∑
j=1

Z2
j avecrg Ã = rg A = r

Définition 5.3.
On appelleindice, le nombreP de termes positifs d’uneforme quadratique réelle

réduite en sa forme canonique(III.3.1.).

Théorème 5.4 ( Loi d’inertie de Sylvester ).
Toute forme quadratique réelle surE avecdimRE = n admet une représentation

canonique du type (III.3.1.)unique.
Autremcnt dit, siq admet deux expressions canoniques du type III.3.1. alors ces deux
formesont le même rangr et le même indiceP .

Remarque 5.7.
On appelle signatureSg :
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a) d’après certaines références, le couple :Sg = (P ;N) (N Ie nombre de termes
négatifs) et

b) d’après d’autres références la différence :S̃g = P −N .

Exemple 5.5.
La forme quadratique des exemples III.2.1. et III.2.2 (définie surR3)

q(x) = x2
1 + 2x2

2 − 7x2
3 − 4x1x2 + 8x1x3 a été réduite à :

q′ = y2
1 − 2y2

2 + 9y2
3

L’application non singulière, définie par(f1) :

R3 → R3

 y1 = z1
y2 = z3
y3 = z2

donne :

{
q′ 7→ q′′

q′′ = z2
1 + 9z2

8 − 2z2
3

et l’application non singulière, définie par(f2) :

R3 → R3


z1 = w1

z2 = w2/3
z3 = w3/

√
2

donne :q′′ 7→ q′′′ avecq′′′ = w2
1 +W 2

2 − w2
3

Le produit de ces deux applications est une applicationg ∈ LR(R3) avec matrice
associèeB définie par :X = BgW ou

x1 = w1 + 4
3w2 +

√
2w3

x2 = 4
3w2 +

√
2

2 w3

x3 = 1
3w2

doncBg =

1 4/3
√

2
0 4/3

√
2/2

0 1/3 0


Cette application non singulière réduitq en sa forme canoniqueunique :

q
Bg−→ q′′′(w) = w2

1 + w2
2 − w2

3 ⇔ Ãq =

1 0 0
0 1 0
0 0 −1


Donc la forme quadratiqueq est d’indice 2 de rang 3 et de signatureSg = (2;−1) (ou
S̃g = (1))

Définition 5.4 (Formes Quadratiques définies positives).
Une forme quadratique réelle estdéfinie positive(resp.définie négative) si son

indiceP estégal à son ranget det.Aq 6= 0 doncq = non singulière - autrement dit
P = r = n (resp. siP = 0 et n = r)

Remarque 5.8.
D’après la forme canonique de la loi d’inertie, une forme quadratique réelledéfinie

positive (resp.définie négative) se réduit en uneforme canonique positive(resp.
négative)pour tout ensemble de valeurs réelles dey ∈ Rn.

q̃p =
n∑

i=1

y2
i > 0

resp.q̃n = −
n∑

j=1

y2
j < 0
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Définition 5.5.
Une forme quadratique réelle est semi-définie positive (resp. semi-définie négative)

si r < n etP = r (resp. sip = 0 et r < n).

Remarque 5.9.
Par analogie avec la remarque III.3.3. et déf. III.3.2., une forme quadratique réelle

semi-définie positive(resp.semi-définie négative) est singulière et se réduit en une
forme canonique :

q̃sp =
r∑

i=1

z2
i ≥ 0, r < n ;

 resp.q̃sn = −
r∑

j=1

z2
j ≥ 0


On a le :

Théorème 5.5.
Si q = XtAqX est une forme quadratiquedéfinie positivealorsdetAq > 0.

Et voici quelques résultats sur les matrices associées.

Définition 5.6.
Une matriceAq associée à une forme quadratique réelleq est dite définie ou semi-

définie pos. (resp. déf. négative ou semi déf négative) selon que la forme quadratique
est définie ou semi-définie positive (resp. définie ou semi-définie négative).
Le critère de positivité pour les matrices est fourni par le :

Théorème 5.6.
i) Une matriceréelle symétriqueA est définie positivesi ∃ une matrice inversible
C t.q. :

A = CtC

ii) Une matrice réelle symétrique de rangr est semi-définie positive ssi∃ une
matrice C de rangr t.q. :

A = CtC

4 Formes Bilinéaires Alternées (Antisymétriques)

1 Formes Antisymétriques

Définition 5.7.
Une forme bilinéairef ∈ L2(E,K) est alternéeou antisymétriquesi :

f(ν, ν) = 0 ∀ ν ∈ E (Ant. i)

ou
⇔ f(u, ν) = −f(ν, u) ∀ (u, ν) ∈ E2 (Ant. ii)

Remarque 5.10.
On vérifie facilement que la condition (Ant. i) implique (Ant. ii) et inversement.

On a le résultat très utile pour la réduction des formes bilinéaires alternées (antisymé-
triques)(ou leurs matrices associées) donné par le :
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Théorème 5.7. (Décomposition en blocs d’une matrice antisymétri-que)
Soitf ∈ L2(E,K) alternée alors :
i) la matrice associée àf, Af est antisymétrique: Af = −At

f

ii) pour toute matriceAf (antisymétrique) il existe une matriceP non singulière
t.q.

Ãf = P tAfP

soit de la forme canonique diagonale par blocssuivante :

Ãf =



(
0 1
−1 0

)
0 0 0 0 0 0 0

0
(

0 1
−1 0

)
0 0 0 0 0 0

0
... 0 0 0 0 0

0 0 0
(

0 1
−1 0

)
0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0
... 0

0 0 0 0 0 0 0 0


Le nombredr des matricesblocs antisymétriqueségale :

dr =
1
2
r où r = rg f = rg Af = rgÃf

Remarque 5.11.
a) On vérifie facilement que siA est antisymétrique alors toute matrice :

B = P tAP

congruente àA est une matrice antisymétrique car :

Bt = (P tAP )t = P tAtP = −P tAP = −B

b) D’après le th. III.4.1. toute forme bilinéaire alternée (antisymétrique a un rang
r = entier pair (puisquer = 2dr dr ∈ N∗).

Exemple 5.6.
On considère la matrice antisymétrique :

A =


0 0 2 4
0 0 1 −3
−2 −1 0 −2
−4 3 2 0


Par une méthode analogue (à celle des ex. III.1.1, et III.2.1.), on cherche une matrice
P non singulière t.q.̃A = P tAP soit dans la forme canonique du théorème III.4.1.

1ère transformation On échange la 3èmeet la 2èmeligne de
(A.I)→ (A′, P (1)).
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2èmetransformation On échange la 3èmeet la 2èmecolonne de(A′, P (1)).

(A′, P (1))→ (A′′, P (1)) =


0 2 0 4

... 1 0 0 0

−2 0 −1 −2
... 0 0 1 0

0 1 0 −3
... 0 1 0 0

−4 2 3 0
... 0 0 0 1


3èmetransformation On multiplie la 1ère ligne par 1

2 → (A′′′, P (2)).

4èmetransformation On multiplie la 1èrecolonne

1
2
→ (A(iν), P (2)) =


0 1 0 2

... 1/2 0 0 0

−1 0 −1 −2
... 0 0 1 0

0 1 0 −3
... 0 1 0 0

−2 2 3 0
... 0 0 0 1


5èmetransformation Echelonnage (entre 1èreet 3èmeligne)

6èmetransformation Echelonnage (entre 2èmeet 4èmeligne)

7èmetransformation Echelonnage (entre 1èreet 4èmeligne)

8èmetransformation Echelonnage (entre 2èmeet 4èmecolonne)

9èmetransformation Echelonnage (entre 1èreet 3èmecolonne)

⇒ (A(ix), P (4)) =


0 1 0 0

... 1/2 0 0 0

−1 0 0 0
... 0 0 1 0

0 0 0 −5
... −1/2 1 0 0

0 0 5 0
... −1 0 −2 1


10èmetransformation On multiplie la 3èmeligne par− 1

5

11èmetransformation On multiplie la 3èmecolonne par− 1
5

⇒ (A(xi), P (5)) =


0 1 0 0

... 1/2 0 0 0

−1 0 0 0
... 0 0 1 0

0 0 0 1
... 1/10 −1/5 0 0

0 0 −1 0
... −1 0 −2 1


Donc

P t =


1/2 0 0 0
0 0 1 0

1/10 −1/5 0 0
−1 0 −2 1

 et Ã = A(xi) = P tAP =


0 1 0 0
−1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 −1 0
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5 Formes Hermitiennes

On supposera queK = C etE = espace vectoriel surC avecdimC E = n.

Définition 5.8.
On appelleforme hermitienneh, surE toute application :

h : E × E → C
(u, ν) → h(u, ν) t.q.

h soit linéaire par rapport à la “première” variable(u) et anti-linéaire par rapport à
la “seconde” variable(ν).
Autrement dit :∀ a, b,∈ C, ∀ u, ν, u1, u2, ν1, ν2 ∈ E on a :

(i) h(au1 + bu2, ν) = ah(u1, ν) + bh(u2, ν)
(ii) h(u, aν1 + bν2) = āh(u, ν1) + b̄h(u, ν2)

∗ la notationā, b̄ signifie “complexe conjugué” :

{
Re(a) = Re(ā)
Im(a) = −Im(ā)

Remarque 5.12.
a) On peut définir une forme hermitienne surE en prenant un couple de conditions

équivalentes aux (i) et (ii) :

(i) et (ii) ⇔ (i)et ˜(ii) : h(u, ν) = h(ν, u)

b) La propriété (ii) donne :h(u, u) = h(u, u) donc

Im(h(u, u)) = Im(h(u, u)) = −Im(h(u, u))
Im(h(u, u)) = 0
h(u, u) ∈ R

Définition 5.9.
a) Une matriceA ∈Mn(C) avecA = {aij} i=1,··· ,n

j=1,··· ,n
est ditematrice hermitienne

si
aij = āji

(Conséquence :aii = āii ⇒ ajj ∈ R).
b) On définit lamatrice adjointepar :

A∗ = Āt.

Remarque 5.13.
Une matrice hermitienne satisfait :A∗ = A (A est égale à sa matrice adjointeA∗).

Remarque 5.14.
Deux matrices hermitiennesA, Ã sont congruentes au sens de Hermitesi il

existe une matrice non singulièreP t.q.

Ã = P ∗A · P

Remarque 5.15.
SoitA une matrice hermitienne (A = A∗ = Āt). Montrons que d’après les défini-

tions qui précèdent, la forme :

h(X,Y ) = XtAȲ ∀ (x, y) ∈ E × E (E = Cn)
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définit une forme hermitienne surCx car : soit(a; b) ∈ C2

h((aX1 + bX2), Y ) = (aX1 + bX2)tAȲ = (aXt
1 + bXt

2)AȲ
= aXt

1AȲ + bXt
2AȲ = ah(X1, Y ) + bh(X2, Y )

(5.5.1)

(linéaire par rapport à la 1èrevariable).

De même, si on utilise le fait queXtAY est un scalaire donc égal à son transposé :

(XtAȲ )t = (XtAȲ )

On aura aussi :

h(XY ) = (XtAȲ ) = (XtAȲ )
t
= Ȳ tAtX = Y tA∗X̄ = Y tAX̄ = h(Y,X)

(5.5.2)
(5.5.1) et (5.5.2) montrent que(i) et ˜(ii) de la définition d’une forme hermitienne (v.
remarque 5.12) sont vérifiées.

⇒ h(X,Y ) ≡ XtAȲ est une forme hermitienne

Remarque 5.16.D’une manière analogue que pour les formes bilinéaires , on définit
uneforme quadratique hermitienneq(ν) associée à unef hermitienneh par :

q(ν) = h(ν, ν) ∀ ν ∈ E

D’après la remarque 5.12 b)
q(ν) ∈ R

Pour la représentation matricielle d’une forme hermitienne, sa forme polaire et sa ré-
duction en forme canonique on a le résultat suivant :

Théorème 5.8.
Soith une forme hermitienne surE alors :
i) Pour toute baseB = {e1, · · · , en} deE, la représentation matricielleH =
{nij} i=1,··· ,n

j=1,··· ,n
deh est donnée par :

nij = h(ei, ej) ;

H est une matrice hermitienne (ayant donc des éléments diagonaux réels :nij ∈
R ou

nii = h(ei, ei) = h(ei, ei))

ii) La forme polaire d’une forme hermitienne en termes de sa forme quadratique
hermitienne associée est :

h(u, ν) =
1
4
(q(u+ ν)− q(u− ν)) +

i

4
(q(u+ iν)− q(u− iν)).

iii) Il existe une base (donc une matriceP non singulière) dansE t.q. la représen-
tation matricielleH associée soit diagonale :

(H̃ = P ∗HP )
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La forme canonique deH est :

C̃ =

Ip 0 0
0 −Ir−p 0
0 0 0

 P = indice deH
r = rang deH

Exemple 5.7.

Soit H =

 1 1 + 2i 2− 3i
1− 2i 5 −4− 2i
2 + 3i −4 + 2i 13

 par la méthode d’échelonnage utilisée

aux paragraphes précédents, on détermine une matriceP t.q. C̃ = P ∗HP a la forme
canonique du théorème. Les étapes (en résumé) sont :

(A, I) =


1 1 + 2i 2− 3i

... 1 0 0

1− 2i 5 −4− 2i
... 0 1 0

2 + 3i −4 + 2i 13
... 0 0 1

→


1 0 0
... 1 0 0

0 0 5i
... −1 + 2i 1 0

0 −5i 0
... −2− 3i 0 1

 = [A′, P (1)]

(A′, P (2))→ (A′′, P (2))) =


1 0 0

... 1 0 0

0 10 5i
... 2 1 i

0 −5i 0
... −2− 3i 0 1

→


1 0 0
... 1 0 0

0 10 0
... 2 1 i

0 0 −25
... −20− 20i 5i 5

 = [A′′′, P (3)]

(A′′′, P (3))→ (A(iν), P (4)) =


1 0 0

... 1 0 0

0 10 0
... 2 1 i

0 0 −250
... −20− 20i 5i 5


⇒ C̃ = A(iν) =

1 0 0
0 10 0
0 0 −250


Donc :

C̃ = P ∗HP ⇐ etP ∗ =

 1 0 0
2 1 i

−20(1 + i) 5i 5
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Remarque 5.17.
a) D’après le théorème précédent toute forme quadratique hermitienneh = X∗HX

admet une forme canonique∀ w ∈ E (E = Cn).

h(w,w) =
P∑

i=1

w̄iwi −
r∑

j=p+1

w̄jwj IV.1.0

où P est l’indice etr le rang de la forme quadratique hermitienne, ou de la
matriceH associée.

b) Deux formes hermitiennes sont équivalentes ssi elles ont le même indice et le
même rangr.

Exemple 5.8.
Soit h la forme quadratique hermitienne surC3 qui admet comme représentation

matricielleH ∈ M3(C) une matrice définie par l’ex. précédent. On peut trouver la
forme canonique deh (associée àH ∈M3(C)) suivante∀ x ∈ C3 :

h(x, x) = x̄1x1 + x̄2x2 − x̄3x3 = |x1|2 + |x2|2 − |x3|2

Définition 5.10. Formes hermitiennes définies positives
On dit qu’une forme hermitienneh non singulière(r = n) sur Cn est définie

positivesi la f. quadratique associée vérifie :

h(x, x) = X∗HX > 0

Autrement dit, sir = p = n (L’indice est égal au rang).
La matriceH associée est dite aussi définie positive.
∗ Une déf. analogue est valable pour une f. hermitiennedéfinie négative.

On a le résultat suivant :

Théorème 5.9. Une forme hermitienne est définie positivessi il existe une matrice
non singulièreC ∈Mn(C) t.q.H = C∗C

Définition 5.11. Formes hermitiennes semi-définies positives (ou positives)
Une forme hermitienne est semi-définie positive ou positive si la forme quadratique

associée satisfaith(x, x) = X∗HX ≥ 0 (ou si r = p < n). On dit que la matrice
associée est positive (ou semi-définie positive).

∗ Une définition analogue est valable pour les f. hermitiennes semi-définies néga-
tives.

Définition 5.12.
a) Une applicationh : E × E → C

(u, ν) 7→ h(u, ν), (u, ν) ∈ E2

est diteantihermitienne si :
i) h est linéaire par rapport àu
ii) h(u, ν) = −h(ν, u)

b) Unematrice antihermitienne H satisfait :

H∗ = −H
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Remarque 5.18.
SiH est hermitienne alors on vérifie que :

H = −iA ouA = −iH avecA antihermitienne.

D’après cette propriété et la réduction d’une matrice hermitienne ou sa forme hermi-
tienne associée, on a le :

Théorème 5.10.
i) Si h est une forme antihermitienne alors toute représentation matricielle par

rapport à une base donnée, est une matrice antihermitienneAh.
ii) Il existe une base (ou une matriceP non singulière) dansE t.q. la représenta-

tion matricielleÃh soit diagonale :Ãh = P ∗AhP .
La forme canoniquẽBh est :

B̃h =

iIp 0
0 −iIr−p 0
0 0 0

 où
P = indice de− iAh

r = rang deAh



Chapitre 6

Espaces Préhilbertiens Espaces
Vectoriels Normés

Rappels - Définitions - Propriétés - Remarques sur les:
I. Espaces préhilbertiens (Unitaires - Euclidiens)
II. Espaces Vectoriels Normés

1 Espaces Préhilbertiens - Orthogonalité

1 Produit scalaire - Espaces Préhilbertiens
(Euclidiens-Unitaires)

Définition 6.1.
Une forme hermitienneh est non dégénérée :h(u, u) = 0 ssiu = 0

Définition 6.2.
SoitE un espace vectoriel sur le corps (commutatif)K.
On appelleproduit scalaireune forme hermitienne définie positive non dégénérée,

notée〈 , 〉 définie surE, autrement dit, un produit scalaire surE vérifie : ∀ a, b ∈
K u1, u2, u, ν ∈ E∣∣∣∣∣∣∣∣

(P.S.1) 〈au1 + bu2, ν〉 = a〈u1, ν〉+ b〈u2, ν〉

(P.S.2) 〈u, ν〉 = 〈ν, u〉

(P.S.3) 〈u, u〉 ≥ 0 et 〈u, u〉 = 0 ssiu = 0

Un espace vectorielE muni d’un produit scalaire〈 , 〉 est un espacepréhilbertien.
Si K = R, le produit scalaire est alors une forme bilinéaire symétrique surE ; l’espace
E est très souvent appelé espace Euclidien.
Un espace Préhilbertien surK = C est appelé aussi espace Unitaire.

Remarque 6.1.
D’après les propriétés (P.S.1) et (P.S.2) on vérifie l’antilinéarité du produit scalaire.

〈u, aν1 + bν2〉 = ā〈u, ν1〉+ b̄〈u, ν2〉
{
∀ u, ν1, ν2 ∈ E
∀ a, b ∈ K

73
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Exemple 6.1.
a) E = Rn Produit scalaire habituel :

∀ x = {x1, . . . , xn} ∈ Rn, y = {y1, . . . , yn} ∈ Rn

⇒ 〈x, y〉 ≡ x · y =
n∑

i=1

xiyi

⇒ (Rn, 〈 , 〉) espace Euclidien.

b) E = Cn Produit scalaire habituel :

∀ u = {a1, . . . , an} ∈ Cn, ν = {b1, . . . , bn} ∈ Cn

⇒ 〈u, ν〉 = u · ν =
n∑

i=1

aib̄i

⇒ (Cn, 〈 , 〉) espace Unitaire.

Exemple 6.2.
a) SoitE = MR(m,n). Alors la trace (somme des éléments diagonaux) du pro-

duit (BtA) ∀ A,B ∈MR(m,n)) définit un produit scalaire :

〈A,B〉 = Tr(BtA)⇒ (MR(m,n)〈 , 〉) espace Euclidien

Notons que(BtA) ∈Mn(R) donc la traceTr(BtA) a un sens.
b) SoitE =MC(m,n). Alors la trace de(B∗A) définit un produit scalaire :

〈A,B〉 = Tr(B∗A) surMC(m,n) (MC(m,n), 〈 , 〉) espace Unitaire.

Exemple 6.3.
a) On considère l’espace vectorielC[a, b] des fonctions numériques continues sur

[a, b] ⊂ R (avec0 < a < b) alors on définit la forme bilinéaire symétrique :

〈f, g〉 =
∫ b

a

f(t)g(t) dt

qui est un produit scalaire surC[a, b] donc (C[a, b], 〈 , 〉) est un espace Euclidien.
b) De même, sif etg sont des fonctions continues complexes, sur l’intervalle réel

[a, b] ⊂ R, on définit la forme hermitienne définie positive :

〈f, g〉 =
∫ b

a

f(t)ḡ(t) dt avecb > a ≥ 0

C’est un produit scalaire surCC[a, b] l’espace vectoriel des fonctions continues
complexes sur l’intervalle réel[a, b]

⇒ (CC[a, b], 〈 , 〉) espace unitaire

Exercice: A vérifier que dans tous ces exemples on a bien un produit scalaire.

Exemple 6.4.

Espacè 2 : {Espace des suitesX = {Xi}i∈N vérifiantxi ∈ R
∞∑

i=1

|xi|2〈+∞

(Séries de carré-sommables)}

La forme bilinéaire symètrique :〈X,Y 〉 =
∞∑

i=1

xiyi définit un produit scalaire sur

`2 donc(`2 〈 〉) est un espace Euclidien.
On a les résultats fondamentaux suivants connus sous le nom d’inégalités de “Schwartz”

et resp.“triangulaire” qui sont très utiles pour les applications et les démonstrations
d’autres propriétés des espaces préhilbertiens.
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Théorème 6.1.Soit (E, 〈 , 〉) un espace préhilbertien , alors :∀ (x, y) ∈ E2

i) |〈x, y〉|2 ≤ 〈x, x〉〈y, y〉 (In. de Schwartz)
ii)

√
〈x+ y, x+ y〉 ≤

√
〈x, x〉+

√
〈y, y〉

2 Orthogonalité

Définition 6.3.
Comme en géométrie ordinaire deR3 ou R2, on dit qu’un élémentx ∈ E (E, 〈 〉

espace préhilbertien) est orthogonalày ∈ E si 〈x, y〉 = 0. Notationx ⊥ y.
rappel: en langage élémentairecos θ = 0 θ = π

2 dansR3

@
@

@
@@R

�
�

�
��	

�� @@

6

@@��

��@@

~x ~y

~z

θ

θ θ

FIG. 6.1 –〈~x, ~z〉 = 0; 〈~x, ~y〉 = 0; 〈~y, ~z〉 = 0.

Toujours avec l’hypothèse: (E, 〈 , 〉) espace préhilbertien.

Définition 6.4.
a) On appelle orthogonal dex ∈ E et on notex⊥ l’ensemble des éléments deE

orthogonaux àx
x⊥ = {y ∈ E : 〈x, y〉 = 0}

b) SiM = sous espace vectoriel de (E, 〈 , 〉), alors l’ensemble :

M⊥ = {y ∈ E : 〈x, y〉 = 0 ∀ x ∈M} =
⋂

x∈M

x⊥

est appelé l’orthogonal deM .

Remarque 6.2.
Si x ∈ M et x ∈ M⊥ on a〈x, x〉 = 0 et d’après la propriété du produit scalaire

ceci équivaut àx = 0 d’où le :

Théorème 6.2. Soit (E, 〈 , 〉) espace préhilbertien etM sous-espace vectoriel deE,
alors :

M
⋂
M⊥ = {0}
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2 Espaces Vectoriels Normés

1 Norme d’un vecteur

Définition 6.5.
Soitx ∈ E (E espace vectoriel surK)
On appellenormedex surE, toute fonction (notée‖ · ‖)

‖ · ‖ : E → R+

x 7→ ‖x‖ qui vérifie les conditions suivantes :

N .1. ‖x‖ = 0⇔ x = 0

N .2. ‖λx‖ = |λ| ‖x‖ , ∀ (λ ∈ K, x ∈ E)

N .3. ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ ∀ (x, y) ∈ E2

∗ E muni d’une norme, noté (E, ‖ · ‖) s’appelle espace vectoniel normé.

Exemple 6.5.
a) E = R. La fonctionx 7→ |x| est une norme surR. DoncR muni de la norme

“valeur absolue” est un espace vectoriel normé.
b) E = Rk. On définitNi : Rk → R+, i = 1, 2, 3, par

x ≡ (x1, x2, . . . xk) N1−−→
√
x2

1 + x2
2 + . . .+ x2

k = N1(x)
x ≡ (x1, x2, . . . xk) N2−−→ |x1|+ |x2|+ . . .+ |xk| = N2(x)
x ≡ (x1, x2, . . . xk) N3−−→ sup{|x1|, |x2|, . . . |xk|} = N3(x)

On montre facilement queN1, N2, N3 définissent3 normes surRk, et que :

N3(x) ≤ N1(x) ≤ N2(x) ≤ k N3(x)
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FIG. 6.2 – Représentation graphique des normesN1, N2, N3 surR2

Définition 6.6. Normes équivalentes
Deux normesN1 etN2 définies sur un espace vectoriel sont équivalentes ssi∃ k1, k2 ∈

R∗+ t.q.
k1N2 ≤ N1 ≤ k2N2

Exemple 6.6. Les normesN1, N2, N3 définies surRk dans l’exemple 6.5 sont trois normes équivalentes
(deux à deux).

Dans un espace préhilbertien (espace vectoriel muni d’un produit scalaire), on peut
toujours définir une norme :

Définition 6.7. Norme dans un espace préhilbertien
Soit (E, 〈 , 〉) espace préhilbertien, alors l’application :

E → R+

x 7→ ‖x‖ =
√
〈x, x〉

définit une norme sur (E, 〈 , 〉) donc (E, ‖ · ‖) est un espace vectoniel normé.

Exemple 6.7. (A vérifier)
a)

E = Cn ∀ u ∈ Cn (v. ex. 1.1.2.b)

‖u‖ =
√∫

i
|ui|2

b)
E = UR(m,n) avec〈A,B〉 = Tr(BTA) (v. ex. 1.2.a)
⇒ ∀ A ∈ UR(m,n) ‖A‖ =

√
Tr(ATA)

c)
E =MC(m,n) avec〈A,B〉 = Tr(B∗A) (v. ex. 1.2.b)
⇒ ∀ A ∈MC(m,n) ‖A‖ =

√
Tr(A∗A)
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d)
E = C[a, b] avec〈f, g〉 =

∫ b

a
f(t)g(t)dt (v. ex. 1.3.a)

⇒ ∀ f ∈ C[a, b], ‖f‖ =
√∫ b

a
f2(t)dt

e)
E = Cc[a, b] avec〈f, g〉 =

∫ b

a
f(t)ḡ(t)dt (v. ex. 1.3.b)

⇒ ∀ f ∈ CC[a, b], ‖f‖ =
√∫ b

a
|f(t)|2dt

f)

E = `2 (v. ex. 1.4) Espace de suites, avecX = {xi}i∈N

∑
i

|xi|2 < +∞

avec

〈X,Y 〉 =
∞∑

i=1

xiyi ⇒ ‖X‖ =

√√√√ ∞∑
i=1

|xi|2



Chapitre 7

Normes matricielles
Opérateurs Normaux -
Autoadjoints - Unitaires
Appl. de l’Algèbre linéaire à
l’Analyse numérique

1 Systèmes Orthonormaux

1

Définition 7.1.
SoitE, 〈 〉 un espace préhilbertien de dimension quelconque. La famille d’éléments

deE :
F = {ui i ∈ I ⊂ N |ui ∈ E, ∀ i ∈ I}

est un système orthonormalpourE ssi

〈ui, uj〉 =

{
1 si i = j

0 si i 6= j
(7.1.1)

Autrement dit les éléments deF sont de norme1 et ils sont orthogonaux deux à deux.
Si en plus lesui sont linéairement indépendants et engendrent l’espaceE tout entier,
on dit queF est une base orthonormalepourE.

Etant donné une base quelconqueB ⊂ E, on peut toujours en construire une autre
qui serait orthonormale, par le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt qu’on
présente ci-dessous, ainsi que l’algorithme associé :

Théorème 7.1.Orthonormalisation de "Gram-Schmidt"
Soit (E, 〈 〉) un espace préhilbertien, et soit la suite (finie ou infinie) de vecteurs

linéairement indépendants deE :
U = {u0, u1, . . . , un, . . .}. Pour toutn soitLn le sous-espace deE engendré par

Un = {u0, u1, . . . , un}. Si :

79
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ψ0 = u0 et∀ n ≥ 1 ψn+1 = un+1 − PLn
(un+1) oùPLn

est la projection ortho-
gonale deun+1 surLn alors :
⇒ La suite{ψn} est un système orthogonal et pour toutn les vecteursψ0, ψ1, . . ., ψn

engendrentLn.

On en déduit l’algorithme pratique suivant :

Algorithme 7.1.
Algorithme d’orthonormalisation (Gram-Schmidt)
Soit (E, 〈 〉) espace préhilbertien.

A partir deU = {u0, u1, . . . , un, . . .} système de vecteurs linéairement indépendants,
on construit :

a) ψ = {ψ0, ψ1, . . . , ψn, . . .} système de vecteurs orthogonaux
et b) φ = {φ0, φ1, . . . , φn, . . .} système de vecteurs orthonormaux

On pose

ψ0 = u0 φO =
ψ0

‖ψ0‖
et pour toutn ≥ 1

φn =
ψn

‖ψn‖
avecψn = un +

n−1∑
i=0

λinφi

détermination des λjn
j=0,1,...,n−1

, (comme on doit vérifier l’orthogonalité) :

〈φn, φj〉 = 0 ∀ j = 1, . . . , n− 1 ⇔ 0 = 〈un, φj〉+ λjn ⇒ λjn = −〈un, φj〉

⇒

φ0 =
u0

‖u0‖
; φn =

un −
n−1∑
j=0

〈un, φj〉φj∥∥∥∥∥un −
n−1∑
j=0

〈un, φj〉φj

∥∥∥∥∥
≡ ψn

‖ψn‖
(7.1.2)

Exemple 7.1. Polynômes orthogonaux-Cas des Polynômes de Legendre

On considère l’espaceL2 muni du produit scalaire :〈f, g〉 =
∫ +1

−1
f(x)g(x)dx.

Soit le systèmeU = {u0(x) = 1, u1(x) = x, u2(x) = x2, . . . , un(x) = xn, . . .}.
Application de l’algorithme d’orthonormalisation donne :

uO = 1 donc φ0 =
1[

+1∫
−1

dx

]1/2
=

1√
2

(7.1.3)

ψ1 = u1 − 〈u1, φ0〉φ0 = x−
+1∫
−1

x√
2
dx

1√
2

= x− 0

⇒ ψ1 = x etφ1 =
ψ1

‖ψ1‖
=

x[
+1∫
−1

x2dx

]1/2
=

x√
2
3

⇒ φ1 =

√
3
2
x (7.1.4)
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En continuant de la même façon on trouve :

ψ2 = x2 − 〈x2, φ1〉φ1 − 〈x2, φ0〉φ0

on a : 〈x2, φ1〉 =

√
3
2

+1∫
−1

x3dx = 0 et 〈x2, φ0〉 =
1√
2

+1∫
−1

x2dx =
√

2
3

a) ⇒ ψ2(x) = x2 − 1
3

et‖ψ2(x)‖2 =

+1∫
−1

(
x2 − 1

3

)2

dx =
8
45

b) ⇒ φ2(x) =
ψ2(x)
‖ψ2(x)‖

=
x2 − 1

3
2
3

√
2
3

⇒ φ2(x) =

√
5
2

3x2 − 1
2

(7.1.5)

et φ3(x) =

√
7
2

1
2
(5x3 − 3x) (A vérifier !) (7.1.6)

C’est la méthode (pas la plus rapide !) canonique pour engendrer les polynômes de
Legendre normalisés :

φn(x) =

√
2n+ 1

2
Pn(x) (7.1.7)

2 Normes‖ ‖p - Inégalité de Hölder

Présentons sans démonstration le résultat suivant

Théorème 7.2.
SoitE un espace vectoriel avecdimK E = n <∞.
i) Pour tout nombre réelp ≥ 1, l’application ‖ ‖p définie par :

‖ · ‖p : E → R+

u 7→ ‖ν‖p =
[∑

i

|νi|p
]1/q

est une norme surE.

ii) Soit p > 1 et q > 1 et t.q.
1
p

+
1
q

= 1 alors :

∀ (u, ν) ∈ E2 on a la généralisation suivante de l’inégalité Cauchy-Schwartz :

n∑
i=1

|uiνi| ≤

[
n∑

i=1

|ui|p
]1/p [

n∑
i=1

|νi|q
]1/q

(7.2.8)

(Inégalité de Hölder)

Remarque 7.1.
a) Pour p = q = 2 on retrouve la norme "Euclidienne" et l’inégalité Cauchy

Schwartz.
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b) L’inégalité de la 3ème propriété de la norme‖ · ‖p (sous-additivité) est souvent
utilisée sous le nom d’inégalité Minkowski:

‖u+ ν‖p ≤ ‖u‖p + ‖ν‖p[∑
i

|ui + νi|p
]1/p

≤

[∑
i

|ui|p
]1/p

+

[∑
i

|νi|p
]1/p

(7.2.9)

c) Les normes‖ · ‖p sont toutes équivalentes car :

Théorème 7.3.
Dans un espace de dimension finietoutes les normes sont équivalentes.

3 Normes matricielles

En ajoutant une propriété supplémentaire aux3 propriétés fondamentales défi-
nissant une norme sur un espace vectoriel, on peut munirMn(K) d’une normematricielle.

Définition 7.2.
SoitA ∈Mn(K). L’application‖ · ‖ :Mn(K)→ R+ est une norme matricielle

si les propriétés suivantes sont vérifiées :∀ A,B ∈Mn(K) , ∀ α ∈ K,

‖A‖ ≥ 0; et ‖A‖ = 0⇔ A = 0

‖αA‖ = |α| ‖A‖

‖A+B‖ ≤ ‖A‖+ ‖B‖

‖AB‖ ≤ ‖ A‖‖B‖

Exemple 7.2.
On considèreCn espace vectoriel normé, muni des normes (équivalentes) vecto-

rielles :

∀ ν ∈ Cn 7→


‖ν‖1 =

∑
i

|νi|

‖ν‖2 =
√∑

i

|νi|2 = 〈ν, ν〉1/2

‖ν‖∞ = max
i
|νi|

alors on montre que les applications suivantes définissent des normes matricielles dansMn(C)
, et∀ A ∈Mn(C) :

– i)

‖A‖1 ≡ sup
ν 6=0

‖Aν‖1
‖ν‖1
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– ii)

‖A‖2 ≡ sup
ν 6=0

‖Aν‖2
‖ν‖2

– iii)

‖A‖∞ ≡ sup
ν 6=0

‖Aν‖∞
‖ν‖∞

On présente le résultat qui donne un moyen simple pour construire une norme ma-
tricielle à partir d’une norme vectorielle.

Théorème 7.4. (Norme matricielle subordonnée)
Soit Cn l’espace vectoriel normé, (isomorphe à tout espace vectoriel surC, de

dimensionn) muni de la norme vectorielle‖ · ‖,
⇒ L’application

‖ · ‖M : Mn(C) → R+

A 7→ ‖A‖‖M

où
‖A‖M = sup ‖Aν‖ = sup ‖Aν‖

ν ∈ Cn ν ∈ Cn

‖ν‖ ≤ 1 ‖ν‖ = 1

(i) est une norme matricielleappelée norme matricielle subordonnéeà la norme
vectorielle‖ · ‖

(ii) ‖Aν‖ ≤ ‖A‖M‖ν‖ ∀ ν ∈ Cn.

Exemple 7.3.
1. Les normes définies par Ex.7.2 sont précisément des normes matricielles subor-

données aux normes vectorielles associées.
2. L’application‖ · ‖E :Mn(K)→ R définie par

‖A‖E =

∑
ij

|aij |2


1/2

est une norme matricielle mais non-subordonnée à une quelconque des normes
vectorielles deCn (ouE ∼ Cn).

4 Adjoint d’un opérateur

1

Dans tout ce paragraphe (4) on considère un espace préhilbertien(E, 〈 〉) de di-
mension finie :dimK E = n <∞.



84 EISTI-1re année-Support du Cours Maths. par M.Manolessou

Définition 7.3.
Soitf ∈ LK(E) (opérateur linéaire ou endomorphisme surE). On appelle opérateur adjoint

de l’opérateurf et on notef∗, l’ opérateur uniquequi vérifie :

〈f(u), ν〉 = 〈u, f∗(ν)〉 ∀ (u, ν) ∈ E2 (7.4.10)

Remarque 7.2.
Si l’espace préhilbertienE est de dimension infinie, on ne peut pas toujours définir

l’adjoint d’un opérateur Iinéaire surE. On montre facilement le :

Théorème 7.5.
Soientf, g ∈ LK(E) alors :
i)

(f + g)∗ = f∗ + g∗ ; (λf)∗ = λ̄f∗ ∀ λ ∈ K
(K = R ouC)
(fg)∗ = g∗f∗ ; (f∗)∗ = f ; rg f∗ = rg f

ii) Si Af ∈ Mn(C) est la matrice associée àf par rapport à une base orthonor-
male,
⇒ la matriceAf∗ associée àf∗ par rapport à la même base orthononnale est
la “matrice adjointe”

(≡ transposée de la complexe conjuguée) deAf ⇔ Af∗ = A∗f
déf
≡ A

T

f

Exemple 7.4.
Soitf ∈ LC(C3) défini par :

f(x, y, z) = (x+ jz, y+ 6jz, 4x+ (2− j)y+ 5z) alors dans la “base canonique” de
C3 on a :

Af =

1 0 j
0 1 6j
4 2− j 5

⇒ Af∗ = A
T

f =

 1 0 4
0 1 2 + j
−j −6j 5


⇒ f∗(x, y, z) = (x+ 4z, y + (2 + j)z, −jx− 6jy + 5z)

2 Opérateur Normal

Définition 7.4.
Soitf ∈ LK(E). On dit quef est un opérateur normal si il commute avecson adjoint:

f f∗ = f∗ f

Exemple 7.5.
Soitf ∈ LK(E), alors l’opérateurf f∗ (resp.f∗ f est un opérateur normal car :

(f f∗)∗ = f f∗ ⇒ (f f∗)∗(f f∗) = (f f∗)(f f∗)∗
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3 Opérateur Autoadjoint (ou Hermitien)

Définition 7.5.
f ∈ LK(E) est un opérateur autoadjoint(ou opérateur hermitien) si il est égal à

son adjoint :f = f∗.

Exemple 7.6.
L’opérateurf f∗ (ou f∗f ) de l’ex. 7.5 est un opérateur autoadjoint puisqu’on a

montré que(f f∗)∗ = f f∗.

4 Opérateur Unitaire

Définition 7.6.
U ∈ LK(E) est un opérateur unitaire si il est non singulier et il vérifie :

U−1 = U∗

Proposition 7.1.
Dans un espace vectoriel normé, tout opérateur unitaire conserve les normescar :

(E, ‖ · ‖) ∀ u ∈ E etU−1 = U∗

⇒ ‖Uu‖2 = 〈Uu,Uu〉 = 〈u, U∗Uu〉 = 〈u, u〉 = ‖u‖2

Remarque 7.3.
Dans les espaces Euclidiens (préhilbertiens réels carK = R) les opérateurs autoad-

joints (resp. unitaires) sont les opérateurs symétriques (resp. orthogonaux) et les ma-
trices associées hermitiennesAf = Af∗ = A∗f (resp. les matrices associées unitaires
U−1 = U∗) sont les matrices symétriquesA = AT (resp. orthogonalesO−1 = OT ).

On peut montrer facilement le théorème suivant :

Théorème 7.6.
Dans un espace préhilbertien(E, 〈 〉) (resp. dansMn(K)).
i) Tout opérateur autoadjoint (resp. toute matrice hermitienne) est un opérateur

normal (resp. est unematrice normaleAfAf∗ = Af∗Af ),
ii) Tout opérateur unitaire (resp. toute matrice unitaire) est un opérateur normal

(resp. est une matrice normale).

Résumons les résultats précédents sur le tableau ci-dessous

Espaces Préhilbertiens(E, 〈 〉)
Espaces UnitairesK = C Espaces EuclidiensK = R

Opérateurs,f ∈ LK(E) normauxf f∗ = f∗f

(MatricesAf ∈Mn(K) normales)
Opérateurs Autoadjoints ⇔ Opérateurs Symétriques
(Matrices Hermitiennes) ⇔ (Matrices Symétriques)

Opérateurs Unitaires ⇔ Opérateurs Orthogonaux
(Matrices Unitaires) ⇔ (Matrices Orthogonales)
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En Physique (Mécanique Quantique) et en Analyse Numérique, on étudie et on uti-
lise très souvent des opérateurs (ou des matrices) particuliers comme ci-dessus d’où
l’importance du théorème fondamental de la réduction des matrices (ou leurs endo-
morphismes associés) normales, hermitiennes, symétriques, unitaires ou orthogonales,
qu’on présente sans démonstration (Exercice !).

Théorème 7.7.
Etant donné une matrice normaleA ∈Mn(K),
i) Il existe une matrice unitaireU ∈Mn(K), telle que la matrice :
Ã = U−1AU soit diagonale.

ii) a) Les éléments diagonaux de la matriceÃ du i) sont les valeurs propresde la
matrice normaleA.

b) SiA est unematrice hermitienne(resp. unitaire) lesvaleurs propressont
réelles (resp.complexesde module 1).

iii) Les vecteurs colonnes de la matrice de passage unitaireU sont les vecteurs
propres deA et forment une base orthonormale deCn.

iv) SiA ∈Mn(K) est hermitienne les vecteurs propres associés à la même valeur
propreλ ∈ R forment une base orthonormale du sous-espace propre associéVλ.

5 Opérateurs Positifs

Les opérateurs hermitiens (ou matrices hermitiennes) fournissent aussi des infor-
mations sur la “positivité” des opérateurs dans un espace préhilbertien, par le théorème-
définition suivant :

Théorème 7.8. ( Opérateurs Positifs)
SoitP ∈ LK(E) les conditions suivantes sont équivalentes.
(a) P est positif (resp. défini positif).
(b) P = T 2 oùT est un opérateur autoadjoint (resp.P = T 2 oùT est autoadjoint

non singulier)
(c) P = S∗S pour un certainS. (resp.P = S∗S oùS est non singulier)
(d) P est un opérateur autoadjoint et〈P (u), u〉 ≥ 0 ∀ u ∈ E (resp. P autoad-

joint et 〈P (u), u〉 > 0, ∀ u 6= {0} ∈ E)

6 Rayon Spectral - Théorème Spectral

Définition 7.7.
On appelle rayon spectral d’un opérateurff ∈ LK(E) (ou d’une matriceAf ∈

Mn(K)) le plus grand des modules des valeurs propres def :

ρ(A) = max
i
{|λi(Af )| ⊥≤ i ≤ n} (= rayon spectral deAf∗)

On peut montrer (v. TD. 5) la propriété utile suivante pour les normes matricielles
‖A‖2 définies plus haut.

Théorème 7.9.
SiA ∈Mn(K), alors :
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i) ‖A‖2
déf
=

sup ‖Au‖2
‖u‖2

=
√
ρ(A∗A) =

√
ρ(AA∗)

ii) Si ‖ · ‖ est une norme matricielle (subordonnée ou pas), alors :

ρ(A) ≤ ‖A‖

iii) La norme‖A‖2 est invariante par transf. unitaire.
iv) Si la matriceA est normale alors‖A‖2 = ρ(A).

On présente finalement un résultat important pour ses applications en Mécanique
Quantique et Analyse Numérique, le théorème qui établit la décomposition d’un opé-
rateur (ou de sa matrice associée) en projections orthogonales.

Théorème 7.10.(Th. spectral)
Soitf un opérateur normal sur(E, 〈 〉) (resp. matrice normaleAf∗ )

⇒ Il existe des opérateurs "projections orthogonales"f1, f2, . . . , fr surE et des sca-
lairesλ1, λ2, . . . , λr (∈ K) tels que :

(i) f = λ1f1 + λ2f2 + . . . λrfr

(ii) f1 + f2 + . . . fr = I
(iii) fifj = 0 ∀ i 6= j

Exemple 7.7.
Supposons avoir effectué la réduction d’un endomorphismef normal. Considérons

la matrice associée diagonalẽAf :

Ãf =

3 0 0
0 2j 0
0 0 −2


On définit :

A1 =

1 0 0
0 0 0
0 0 0

 ;A2 =

0 0 0
0 1 0
0 0 0

 ;A3 =

0 0 0
0 0 0
0 0 1


On vérifie facilement que :

A2
i = Ai (projection) et

{
Af = 3A1 + 2jA2 − 2A3

ΣAi = I ; AiAj = 0 ∀ i 6= j

5 Algèbre linéaire et Analyse Numérique

On présente deux des plus importants (et utiles) résultats pour les études matri-
cielles en Analyse Numérique.

1 Valeurs Singulières ou
“Diagonalisation” des matrices “Rectangulaires”

Définition 7.8.
Pour une matrice carréeA ∈ Mn(K), on appelle valeurs singulièresdeA, les

racines carrées positives des valeurs propres de l’opérateur autoadjointA∗A
(resp.matrice carrée hermitienne).
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On fait une extension de cette notion pour une matrice rectangulaireA ∈MC(m,n)
par le théorème suivant, qui fournit simultanément la diagonalisation de la matrice rec-
tangulaireA.

Théorème 7.11.
SoitA ∈MC(m,n)
⇒ ∃ une matrice unitaireU ∈Mm(C) et une autre matrice unitaireV ∈Mn(C)

telles que :

U∗AV =



µ1 0 0
... 0

0 µ2 0 0
... 0

0 0
... 0

... 0

· · · · · · · · · µr

... 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0


avec µi > 0 ∀ 1 ≤ i ≤ r et r = rg A

Les nombres réels positifsµi s’appellent les valeurs singulièresde la matriceA, et
sont les racines carrées positives des valeurs propres de la matrice carrée autoadjointe
A∗A.

2 Théor. de Gerschgorin - Hadamard

Quand on étudie la stabilité de certains systèmes et souvent en Analyse Numéri-
que (en particulier quand la diagonalisation de certaines matrices est impossible ou
très difficile) on se contente d’explorer certains voisinagesD` (dansC) des valeurs
propresλ` ; ainsi au lieu de les déterminer complétement on essaie de les localiser
d’une certaine manière. Le résultat suivant fournit précisément la “localisation” des
valeurs propres deA. On utilise la notationSp(A) pour l’ensemble des valeurs propres
(spectre) deA.

Théorème 7.12.(Gerschgorin - Hadamard)
SoitA = {aij ∈ Mn(C). On définit les “disques de Hadamard” sur le plan C

par :

D` =

z ∈ C ; |z − a``| ≤
∑
j 6=`

|a`j |


⇒ Sp(A) ⊂

n⋃
`=1

D`

Exemple 7.8.
Soit la matrice :

A =


7 −2 −1 0
−2 7 −1 −1
−1 −1 7 2
0 −1 2 7


d’après le théor. 7.12 toutes les valeurs propres (réelles carA symétrique réelle) se
trouvent dans un “cercle” (intervalle) de centre 7 et de “rayon” 4.



Chapitre 8

Application de l’algèbre en
optimisation - Programmation
linéaire (Simplexe)

1 Méthode du “Simplexe” -
Algorithme de Dantzig

Ce cours constitue une introduction simple aux méthodes d’optimisation connues
sous le nom de“programmation linéaire” et plus particulièrement à la méthode de
Dantzig (v.ref.G.DANTZIG) appelée autrementméthode du “simplexe”.

Les notions fondamentales pour ces méthodes et techniques sont d’une part la
linéarité(V. Cours Algèbre 1, 4) (des fonctions objectifs à optimiser et des inégalités
représentant les contraintes du problème) et d’autre part la convexité(qu’on va aborder
lors d’un des cours detopologie). C’est la raison pour laquelle les théorèmes, les défi-
nitions et les détails de la programmation linéaire font appel aux résultats del’Algèbre
Linéaire (V. Cours Algèbre 1 et 4) d’une part, et aux propriétéstopologiques de la
convexité(V.Cours corres. Analyse ) d’autre part.

La méthode du simplexe n’est pas récente, mais elle reste toujours moderne et pra-
tique : Grâce à son aspectalgorithmique, elle permet, par l’utilisation de l’ordinateur,
de résoudre des problèmes très complexes en raison du nombre très grand de variables
indépendantes et de contraintes. Cette méthode fait l’objet d’une étude très approfondie
en deuxième année de vos études (matière d’Optimisation-Recherche Opérationnelle).

A présent, on abordera seulement les définitions et les idées fondamentales et on
apprendra à appliquer la technique (sous sa forme la plus simple) destableaux du sim-
plexe (v.section 2 et3) . ainsi que la Méthode Géométrique (ou Graphique) (v.section
4) correspondante (pour le cas de deux variables indépendantes) sans aborder les tech-
niques plus élaborées.

92
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2 L’algorithme du simplexe

Problème(P.O) (Problème initial d’optimisation)

Minimiser (ou maximiser)f(x) sous les contraintes : gi(x) = 0 i ∈ I0 ⊂ N
gj(x) ≤ 0 j ∈ I− ⊂ N
gk(x) ≥ 0 k ∈ I+ ⊂ N, x = (x1, · · · , xn)T ∈ Rn avecxi ≥ 0

et, oùf, g`(`∈I0∪I−∪I+) sont des fonctions linéaires des “variables”x1,x2,· · ·,xn ou
des formes linéaires définies sur l’espace vectorielRn

1 Forme standard

Problème(P.1)

Minimiser

z = c · x =
n∑

j=1

cjxj


avec :

Ax = b; x = (x1, · · · , xn)T ∈ Rn xi ∈ R+

où
n = nombre de variables indépendantes
m = nombre de contraintes.
A ∈M(n,m), matrice des coefficients des contraintes ;
c = (c1, c2 . . . , cn) vecteur ligne (∈ Rn) des coûts.
b = (b1, · · · , bm)T ∈ Rm vecteur colonne des2mes membres.

z =
n∑

j=1

cjxj ⇔ fonction à minimiser ou“fonction objectif” .

Proposition 8.1. Forme standard
Un problème(P.0) peut toujours se mettre sousforme standard(P.1) par l’outil

des “variables d’écart” (variables supplémentaires).
(attention aux signes ! !)

Exemple 8.1.
(P.O) Forme standard(P.1)

max(f = −5x1 + 3x2) min(z = 5x1 − 3x2)

avec


x1 − x2 ≥ 2
2x1 + 3x2 ≤ 4
−x1 + 6x2 = 10
x1 ≥ 0, x2 ≥ 0

⇔ avec


x1 − x2 − x3 = 2
2x1 + 3x2 + x4 = 4
−x1 + 6x2 = 10
x1 ≥ 0, ∀ i = 1, 2, 3, 4
avec :(x3, x4) variables d’écart

Remarque 8.1.
On suppose par la suite quergA = m
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2 Base réalisable -Base optimale

Définition 8.1.
Polytope convexe: X = {x|Ax = b, x ≥ 0}
⇔ Simplexe
Polytope borné⇔ Polyèdre convexe

Définition 8.2.
x Point extrêmedeX
⇔
x ne peut pas être exprimé comme combinaison linéaire d’autres points deX.

Définition 8.3.
Base: toute sous matriceB ∈ Mm(R) deA qui a le même rang que la matrice

A :
rgA = rgB = m

donc :
A = [B,N ] et BXB +NXN = b

oùXB ⇔ l’ensemble des“variables (vecteurs) de base”et
XN ⇔ l’ensemble desvariables (vecteurs)“hors base”

Définition 8.4.
Solution de base: Elle est obtenue en posantXN = 0

⇒ BXB = b ⇒ XB = B−1b

Définition 8.5.
SoitB, base de(P.1)
Base réalisable: si XB ≥ 0 ou siB−1b ≥ 0

Théorème 8.1.
(i) L’ensemble des points extrêmes d’un polytope convexeX

⇔

L’ensemble de solutions de bases réalisables.
(ii) L’ optimum dez est atteint en au moins 1 pointextrême deX.

Théorème 8.2.
(i) Une Base de (P.1) est unebase réalisable optimale

ssi
C̄N = CN − CBB

−1 ≥ 0

(C̄N ≡ vecteur ligne des coûts réduits des variables hors base).
(ii) Si B est une base réalisable quelconque, soitx0 la solution correspondante.

Si∃ xh ∈ XN hors base t.q.̄ch < 0 alors ou bienoptimum =−∞ ou bien on met

en évidence une autre basêB (changement de basev. aussi cours 1 theorème
1.18) réalisable ayant comme solution correspondantex̂ t.q

z(x̂) < z(x0)

Remarque 8.2. Voir plus loin fig. 8.1 la représentation sous forme de “tableau” de
tous ces vecteurs et matrices du simplexe.
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3 Le tableau du simplexe

La méthode des tableaux du simplexe permet d’appliquer toutes les étapes de l’al-
gorithme du simplexe sous forme d’une sequence de tableaux représentés par la figure
8.1.

Cette sequence converge vers la solution optimale lue sur ledernier tableau
d’après le critère (i) du Théorème 8.2.

.

.

.

-1

0

0

1
1

1
0

0 ...

0

0 C̄N = CN − πN

N̄ = B−1 ·N
0

0

−zB

b̄ = B−1 · b

sec.
membresxm+1 ... xn−1 xn zx1, x2 ... xn

var. de base var. hors base

FIG. 8.1 – Schéma d’un tableau du simplexe à une étapek de l’algorithme

4 L’algorithme du simplexe⇔ la sequence des tableaux

On présente l’algorithme du simplexe (tel qu’on le retrouve dans toutes les réfé-
rences récentes (v. listes des références de la section 5 )). Nous mettons parallèlement
en évidence (entre parenthèse) son application directe sur la construction destableaux
successifs, du type de la figure 8.1.

Avant d’ appliquer l’algorithme on doit mettre le problème d’optimisation sous
forme standard avec tous les seconds membresbi ≥ 0 ∀ i = 1, 2 . . . ,m et parallè-
lement avoir établi le premier tableau du simplexe sous la forme décrite par la figure
précédente (v. fig. 8.1).

SoitB0 une base réalisable de départ.
D’après cette hypothèse le tableau ci-dessus donne au départN̄ = N , et b̄ = b.
Etapes de l’ algorithme “primal” du simplexe
(a) B0 base réalisable de départ. Itérationk = 0.

(⇔ 1er tableau du simplexeet lecture de la solution de base réalisableB0)
(b) k ← k + 1

(⇔ Nouveau tableauaprès changement de base)
(c) à l’itération k soitB la base suivante etx = [xB , xN ] la solution correspon-

dante.
Calculer : (v. fig.8.1) ∥∥∥∥∥∥

b̄ = B−1b
π = CBB

−1

C̄N = CN − πN
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(⇔ Lecture sur le nouveau tableaude la solution de base et du vecteur de
coûts réduits̄CN )

(d) (1) Si C̄N ≥ 0, STOP : l’optimum est atteint.

(⇔ Application du critère (i) Th.8.2 du vec. de coûts réduits̄CN )

(2) Si∃ xe ∈ XN t.q. c̄e < 0 alors

(⇔ Application du critère (ii) Th.8.2 )
(e) SoitAe la colonne|e| deA. CalculerĀe = B−1Ae ;

si āie ≤ 0 ∀ i = 1, · · · ,m STOP : optimum non borné(−∞)
sinon calculer :ϑ̂ = b̂s/âse = min

āie>0

{
b̄i/āie

}
⇔
Changement de base (sous-étape A) :
Variable entrante xe t.q. c̄e ≤ c̄j ∀ j = 1, 2 . . . , n
Variable sortante :
-Sur la colonne dexe écrire le système d’équations de toutes les (contraintes)-
lignes du tableau t.q.̄aie > 0
ATTENTION ! ! ! seulementles variables de base,doivent contribuer à ce

système d’équations.
-Evaluer le minimum des rapports des seconds membres avec les coefficients
correspondants :

ϑ̂ =
b̂s
âse

= min
āie>0

{
b̄i
āie

}

La variable de base qui correspond à ceminimum
b̂s
âse

sera la variable sortante.

-Si ce minimum n’existe pas (car̄aie ≤ 0 ∀i = 1, 2 . . . ,m alors le tableau sera
le dernier et la solution n’existe pas (minimum−∞).)

(f) Soit xs la variable de base correspondant à lasièmeligne de la base ( et qui a
fournit le minimumϑ̂ de l’étape précédente), alors :

B−1Ae = ês = sièmeligne →


0
...
1
0
0

⇒
{
xs

xe

avec :xs variable sortante de la base
et :xe variable entrante dans la base
Calcul de l’inverse de la nouvelle base et retour en (b).

( Changement de basesous étape B) :
-On détermine lepivot pour le changement de base :
C’est l’élément du tableau qui correspond à lacolonne de la variable entrante et

la ligne de la variable sortante :âse

- On applique l’ échelonnage : (V. cours 1 Algèbre) sur les lignes du dernier tableau,∥∥∥∥∥∥∥∥∥
L′s =

Ls

āse
et

∀ i = 1, 2 . . .m+ 1 avecm 6= s
L′i = −āieL

′
s + Li
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et on obtient le nouveau tableau qui correspond à la nouvelle base,
et qui est le retour à l’étape b) de l’algorithme. )

5 Intérêt des “tableaux du simplexe”

L’algorithme devient plus commode avec l’usage des
“Tableaux du simplexe”8.1 car :

(1) La solution de base s’obtient par lecture directe : sur chaque lignei du tableau
(correspondant à la variable de basexB

i ) on lit xB
i = b̄i

( v.fig.8.1).
(2) La valeurzB de la fonction objectif est contenue dans la case en haut et à droite

du tableau (avec le signe -) (v.fig. 8.1)
(3) Les composantes du vecteur des coûts réduits des variables hors-baseC̄N sont

obtenues par lecture directe de la première ligne du tableau de simplexe. Elles
permettent en particulier de voir immédiatement si la solution de base courante
est optimale. (rappel : il faut̄Cj ≥ 0 ∀xj hors base d’après le théorème 8.2)
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3 Exemple d’application de la méthode de Dantzig par
les tableaux successifs du simplexe

Soit le problème d’optimisation

max(z = 8x1 + 5x2)

avec :


3x1 + 6x2 ≤ 30
3x1 + x2 ≤ 15

5x1 + 6x2 ≤ 42
x1 ≥ 0 ; x2 ≥ 0

 (P.0)

Etape ((O)) : Forme standard

min(w = −z = −8x1 − 5x2)

avec :


3x1 + 6x2 + x3 = 30
3x1 + x2 + x4 = 15
5x1 + 6x2 + x5 = 42
oùxi ≥ 0 ; i = 1, 2, · · · 5

 (P.1)

x3, x4, x5 variables d’écart.

Etape ((1)): 1er tableau du simplexe
V. hors Base Var. de Base︷ ︸︸ ︷︷ ︸︸ ︷
x1 x2 x3 x4 x5 w Second

Membre
-8 -5 0 0 0 -1 0 (L1)
3 6 1 0 0 0 30 (L2)
3 1 0 1 0 0 15 (L3)
5 6 0 0 1 0 42 (L4)︸ ︷︷ ︸

BaseB0

Base initiale réalisable :

B0 = {x3;x4;x5}

Solution de BaseB0

x̃3 = 30
x̃4 = 15
x̃5 = 42
x̃1 = 0 car hors base
x̃2 = 0 car hors base

 etw = 0

Mais ! cette solution n’est pas optimale car :

C̄1 < 0 et C̄2 < 0
−8 −5

Il faut changer la base :
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a) variable “entrante”x1

b) variable “sortante” ?
(trouverϑ̂ qui minimise les contraintes dex1)

Attentionx2 = 0 toujours car il est hors base 3ϑ+ 6× 0 + x3 = 30
3ϑ+ 0 + x4 = 15
5ϑ+ 0 + x5 = 42

∣∣∣∣∣ ⇔ ϑ̂ = min
r≥0
{ 30

3 ; 15
3 ; 42

5 }

⇒ ϑ̂ = 5

3× 5 + x4 = 15 ⇐⇒ x4 = 0
⇒ x4 variable “sortante”

∗ Nouvelle base :B1 = {x1;x3;x5}
∗ Ecrire le tableau du simplexe explicitépar rapport àB1.

Opérations sur les lignes du 1er tableau ;

(il faut retrouver la matrice

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 qui correspond àB1)

⇒ Echelonnage
∗ Pivot : l’élément de la colonne (x1) qui correspond à la ligne(L3) (carx4 sort !)
donc:

L′3 = L3/3 (pour avoir 1 à(x1))
L′1 = 8L3/3 + L1 (pour avoir 0 à(x1))
L′2 = −L3 + L2 (pour avoir 0 à(x1))

L′4 = −5
3
L3 + L4 (pour avoir 0 à(x1))

2me tableau du simplexe

x1 x2 x3 x4 x5 w Second
Membre

0 -7/3 0 8/3 0 -1 40 (L′1)
0 5 1 -1 0 0 15 (L′2)
1 1/3 0 1/3 0 0 5 (L′3)
0 13/3 0 -5/3 1 0 17 (L′4)

BaseB1 = {x3;x1;x5}
Solution de BaseB1

x̃3 = 15
x̃1 = 5
x̃5 = 17
x̃4 = 0 car hors base
x̃2 = 0 car hors base

 etw = −40

Mais ! cette solution n’est pas optimalecar le coût réduit :

C̄2 = −7
3
< 0

Il faut changer la base :
a) variable “entrante”x2
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b) variable “sortante” ?
(trouverϑ̂ qui minimise les contraintes dex2) 5ϑ+ x3 + 0x4 = 15

x1 + ϑ/3 + 0x3 + 0x4 = 5
0x1 + 13/3 ϑ+ 0x4 + x5 = 17∣∣∣∣⇔ ϑ̂ = min

r≥0
{15

5
; 5× 3;

17× 3
13
} =

15
5

= 3

3× 5 + x3 = 15 ⇐⇒ x3 = 0
⇒ x3 variable “sortante”

∗ Nouvelle base :B2 = (x1;x2;x5)
∗ Ecrire le tableau du simplexe explicité par rapport àB2.
⇒ Echelonnage
∗ Pivot : l’élément de la colonne (x2) qui correspond à la ligne(L2) (carx3 sort !)
donc:

L′2 = L2/5 (pour avoir 1 à(x2))
L′1 = 7L2/15 + L1 (pour avoir 0 à(x2))
L′3 = −L2/15 + L3 (pour avoir 0 à(x2))

L′4 = −13
15
L2 + L4 (pour avoir 0 à(x2))

3ème tableau du simplexe

x1 x2 x3 x4 x5 w Second
Membre

0 0 7/15 11/5 0 -1 47
0 1 1/5 -1/5 0 0 3
1 0 -1/15 2/5 0 0 4
0 0 -13/5 -4/5 1 0 4

Solution de Base

x∗1 = 4
x∗2 = 3
x5 = 4
x̃4 = 0 car hors base
x̃3 = 0 car hors base

⇒ −w
∗ = z∗ = 47

⇒

Solution optimale car : C̄i ≥ 0 ∀i
Fin de l’algorithme.
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4 Méthode Géometrique-Cas à 2 dimensions.

1 Méthode Graphique

On présente maintenanant laméthode Géométrique(ou Graphique) (à2 dimen-
sions) de laProgrammation linéaire et comparaison avec la méthode algébriquedite
des tableaux du simplexe étudiée précédemment.

Problème (P.O)
max(z = 8x1 + 5x2)

avec :


3x1 + 6x2 ≤ 30
3x1 + x2 ≤ 15
5x1 + 6x2 ≤ 42
x1 ≥ 0 ;x2 ≥ 0


– a) Sur le plan(0x1x2), on trace les droites qui correspondent aux contraintes du

problème :

D1 : 3x1 + 6x2 = 30 (A1(0; 5);B1(10; 0))
D2 : 3x1 + x2 = 15 (A2(0; 15);B2(5; 0))
D3 : 5x1 + 6x2 = 42 (A3(0; 7);B3(6; 2))

– b) La région de l’ensemble des solutions (S) v.fig. 8.2 est obtenue en vérifiant si
l’origine O = (0, 0) satisfait ou pas, les contraintes du problème.
CONSEIL : Hachurer les régions interdites ! ! ! !
Pour l’exemple présent le “simplexe” de la solution est défini par les sommets
{O, A, K, B2} autrement dit : les “points extrêmes ” du simplexe qui sont
d’après le théorème 8.1 les solutions de bases réalisables.

– c) Famille des droites parallèles à la fonction objectif :

8x1 + 5x2 − z = 0

On choisit le représentant pourz = 0

8x1 + 5x2 = 0 : D0

{
0(0; 0)
C(5;−8)

}
La droiteDzmax ‖ D0 passant parK fig.(8.2) (obtenue par translation parallè-
lement en elle même), maximise la fonction objectifz car elle a la plus grande
ordonnée à l’origine parmi les droites parallèles àD0 et

K = D1 ∩D2 donc :
K(~x1, ~x2) solution du système :

3x1 + 6x2 = 30
3x1 + x2 = 15

}
⇒ x̄1 = 4

x̄2 = 3

⇒ K(4; 3) sommet du “simplexe”OA1KB2 (v.fig. 8.2) solution des contraintes
de (P.O).
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2 Conclusions

a) zmax = 8× 4 + 5× 3 = 32 + 15 = 47
zmax = 47 etDzmax : 8x1 + 5x2 = 47

et ordonnée à l’origine deDzmax : x0
2 =

47
5

= 9, 4 pointD(0; 9, 4) sur la

figure 8.2
b) La solution est évidemment la même obtenue par la méthode des tableaux du

simplexe (v.section 3)
c) Le déplacement de la droite représentativeD0 (parallèlement en elle-même)

d’un sommet du “simplexe” à l’autre représente géométriquement le changement
de bases réalisables par la méthode des tableaux du simplexe (v.section 2. et 3) .
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FIG. 8.2 – La solution géometrique du simplexe
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