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Chapitre 1

Espaces vectoriels - Matrices -
Endomorphismes - Réeduction

(A)

Rappels, remarques références sur:les
— 1. Espaces Vectoriels

— 2. Matrices

— 3. Applications linéaires

— 4. Matrices et Applications linéaires

1 Espaces Vectoriels

1 Espaces Vectoriels

Définition 1.1 (Structure d’'un espace vectoriel).

Supposons que

i) E={uj,us, - ,up, -} estun ensemble d’éléments (fini ou infini).

i) On a défini une opération interne "+" (“addition”) entre les éléments de
telle queFE en forme un groupe abélien

iii) K estun corps commutatif.

iv) On a défini une opération externe™ (“multiplication”) sur les éléments de
E, ayant comme opérateurs ("scalaires") des élémeni§.deette opération est
telle que pour tout: € E et tout) etp € K,on ait :

A (p-u) = (X p)-uassociativité
e - u = u (e élément "neutre" de la multiplication dafi§

v) L'opération externe est distributive par rapport a I'addition ddist par rap-
port a "I'addition" dansE. autrement dit :
A+p) u= u+p-u
)\-(ul—FUQ):/\'Ul-i-/\'UQ

Si toutes ces conditions sont vérifi@eésst urf espace vectorjiel skt

Remarque 1.1. Dans nos applications on aura souvent :
K=R ou K=C.
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Exemples 1.1.  a) L'ensemble des vecteurs du pldR?) notész ou 5 muni des
opérationst + i eta aveca € R est ur] espace vectolliel sRr
b) L'ensemble des fonctions numériques continues sur un interiakefa, b] C
R, muni des opérationf+ g, af « € R, est urj espace vectolfigr R
c) R (resp.C) muni des opérations habituelles est[un espace ve¢toriel sur lui-
méme.

2 Sous espaces vectoriels

Définition 1.2 (Sous espaces vectoriels).

Soit E espace vectoriel suk.

Une partie non vide’’ de E est un sous-espace vectorild E ssi elle a la méme
structure d’espace vectoriel que c’est-a-dire :

NVzeF) (VyeF)
(VA € K) (VZGK)})"JCJF“'yEF

Remarque 1.2.
a) Les opérations interne "+" et externe™sont celles induites par la structure de
E, doncF est un sous-groupgu groupe additif de E.

b) Pour simplifier les notations on écrit souvent par la sui% 1;\ E % } Auau
lieu de - u.

Exemple 1.1. L'ensemble de toutes les combinaisons linéaires= >-"_, \;u; dep
éléments dd” espace vectoriel sli€, forme urf sous-espace vectdriel He

3 Isomorphismes

Définition 1.3 (Isomorphisme d’espaces vectoriels).
SoientE, £’ deux espaces vectoriels sur le méme cdgps
On appellesomorphismede E sur E’ toute bijectionf de E sur E” telle que :

NMue EYVveE)f(u+v) = f(u)+ f(v)
NVue E)YVveE)f(Au) =\ f(u)

* E et £ sont alors degspaces vectoriels isomorphes

Remarque 1.3.Si E = E’, on dit quef est unautomorphisme

4 Espaces produits

Définition 1.4 (Espace vectoriel produit ).

Soientn espaces vectoriels sii, £y, F»,---, E,. On définit 'espace vectoriel
produit surK et on noteFl = F; x E3 x --- x E,, par les égalités suivantes :
Si,xz; € By, y; € E;, VYialors(z1,--- ,x,) € E, (y1, -+ ,yn) € E, €t

(w1, @2, w0) + (Y1, 92, Yn) = (@1 + Y1, T2+ Y2, Zn + Yn)
)\($17x2,"' 7xn) - ()\1'1,)\1'2,"' a)‘xn)

Remarque 1.4.Si on prendE; = = ... E, = F alors on note paE” I'Espacé

vectoriel produit de par lui- memea(L f0|s
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Exemples 1.2.
a) R"[espace vectoriel prodlit si® (deR par lui méme2n fois)
b) C™ est un espace vectoriel produit sRrifisomorphe dR?", (espace vectoriel
deR par lui méme2n, fois).

C™ est ur] espace vectoriel produit sr(deC par lui mémen fois).

5 Bases

Définition 1.5 (Base d’'un espace vectoriel ).
Soit E espace vectoriel suKk.

a) Famille génératrices : c’est une partieG = {z1,--- ,z,} C E telle que tout
élémentr € F peut étre engendré comme combinaison linéaire des éléments de
G.

b) Famille libre L : c’est une partie finie d'éléments d& L = {y1,y2, " ,Yn}
telle que toute équation du type :

Z?:l Aiyi =0
implique
AM=X=Xd3=--=X,=0

. On dit aussi que les éléments, - - - , v, sont linéairement indépendants
¢) Based'un espace vectorigl sur K : c’est une famille dev [ibrel et

generatrice

Remarque 1.5.

a) LorsqueF est engendré par un nombre folé ses éléments (resp. nomiméni
d’éléments on dit que c’est un espace vectoriel de dimensior{risie.dimension infin)e

b) Une famille qui n’est pas libre est dite liée.

c) Définitions équivalentes pour une DaBale .
B bases B partie génératrice minimalede E.
B bases B partie libre maximalede E.

d) On appellebase canoniqueleR™ I'ensemble suivant :

; j 1 sii=j
e(n) = {ei}ic1 . n aveCe; = (01, -+ 0%, -+, 67) etag:{ 0 aillours

On vérifie facilement que(n) forme ung bage pod”.
Exemple 1.2.

EdE3 : é‘1 = (17050) ; 52 = (0,1,0) ; 53 = (anal)
Théoréme 1.1.

a) Tout espace vectoriel fe dimension finie admet une base.

b) Toutes les bases d’'un espace vectorie], de dimensioj¥fjroat méme nombre
d’éléments; ce nombre est appedkt dimension de I'espace vectoriél (nota-
tion : dimg F).

Théoréme 1.2.(Th. de la base incompléte)
L et G étant respectivement une partie libre et une partie génératrice d’'un espace
vectoriel &' surK, il existe une partied deG t.q. L U H soit une base dé&.

Théoréme 1.3.
a) Tout espace vectoriel de dimension finie Kur dimg £ = n esffisomorpHe a
K™,



AEISTI - 17¢ année 2007-2008- Maths pour I’Ingénieur

b) SIiE = F; x By x - x E, etvi = 1,---m dimg F; = n; (flnle)VZ =
1,---malors
dimKE = 2111 n;.

Exemple 1.3.
dimgC=2; dimgR =1 dimg R" =n

6 Somme directe

Définition 1.6 (Somme directe - Sous-espaces supplémentaires).

SoitE = E; + F> (ou E = E; U E5) la somme de deux espaces vectorielsiSur
les propriétés suivantes sont équivalentes

a) E = F, & E; (c'est-a-dire E' espace vectoriel suK est lasomme directale

Eq etEQ)

b) E, N Ey; = {0}

c) ¥V u € E ladécomposition. = uy + ug avecu; € Ey, us € E5 estunique.
* On appelle alorsF; et E» sous-espaces vectoriespplémentairepar rapport aF.

Théoréme 1.4.L’espace produits; x E> es{isomorpHe a I'espacg; & E,

Théoréme 1.5.
a) Tout sous-espace vectoriglde E (esp. vect. suK) admet au moins un syp-

par rapport aE et
F=F®G=dmgFE=dmF +dimG

b) Tous les supplémentaires Hepar rapport aFE ont méme dimension appelée la
codimension dé” par rapport a k.

Exemples 1.3.
a) R*=R, &R, ®R,; dimgR? = 3; dimg R, = dimg R, = dimg R, =1
b) C=R, & jR, (j2=-1); dimg C =2

7 Rang d’'un systéeme de vecteurs

Définition 1.7 ( Rang d’'un systéme de vecteurs d'un esp. vectoriel).
Soitun systemg& = {u4,-- - ,us} de vecteurs. Lia dimensidgfinie) du sous-espace
F de E engendré par ce systéme de vecteurs est appelée le rasigiden noterg(S).

Exemple 1.4. DansR™ on considére les vecteues i = 1,2, 3 de la base canonique
deR" etsoith € RetS = {)e; }iz1,2,3 =3

2 Matrices
1 Généralités
Remarque 1.6.
Dans ce paragraphe on supposera connues certaines définitions fondamentales comme
celles sur : les matrices sur un cofi§sles matrices carrées, rectangulaires, triangu-
laires, diagonales ; I'égalité entre matrices ; les opérations sur les matrices (multiplica-
tion par un scalaire: € K, I'addition et multiplication des matrices) ; I'inversion d’'une

matrice carrée.
On supposera aussi connus :
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a). La théorie des systemes d’équations linéaires et les théoremes associés a leurs
solutions.

b). Les propriétés et les opérations sur les matrices en blocs

Définition 1.8 (Transposition des matrices).

a) Soitd = {a;; };zll ", une matrice sur un corpi (R ouC) (den lignes etmn
colonnes).
On appelle transposée déet on noteA? la matrice :

=1,

At = Ak,
(lesm lignes deA! sont lesm colonnes de4, lesn colonnes ded? sont lesn
lignes de ded)

U
b) Une matriced est dite symetriquesi: - A" = A

et antisymétriqusi: Al = —A

Exemples 1.4.

<1 3 5)*_ é g
0 2 4 5 4
1 3 5
matrice symétrique A= (3 2 4
5 4 7
0 —-0,87 23
matrice antisymétrique B = | 0,87 0 —4
—23 4 0

Théoréme 1.6.
) (A+B) = A"+ B
iy (A=A
i)y (kA =kA! VkeK
iv) (AB)! = BtA!

2 Rang d’'une matrice

Définition 1.9 (Rang d’'une matrice). 4
a) On appellerang d’'une matrice A = {aij};j",” ™ surK le|rang du systéﬁime

[de ses vecteurs colonhes dakis (ou le[rang du s’)%teme de ses vecteursTignes)
dansR"™).

Notation :rg(A).

On appelle aussi espace-colonr(es espace ligngde [sous-espate de” en-
gendré par les colonnes (ou par les lignes) Alginéairement indépendantes-
[famille Tibrg- dansR™ (ou dansR™).

b) Deux matricesi;, A, sont dites équivalentes lignésu équivalentes colonnes

si elles ont le ménje espace lighes (ou le mn[éme_espace cglonnes).

Théoréme 1.7.
Deux matrices équivalentes lignes ont le méme rang.
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n

Définition 1.10 (Matrices échelonnées).Une matriceA = {a;;};_,""" est dite
échelonnééou misesous forme échelonnéesi il existe des éléments :
A1y, A2y 5 Arj, OUJ1 < g < -+ jy
aveca;; =0 Vi <r, 5 <yj;, etpouri>r
Autrement dit :
A est échelonnée, si le nombre de zéros qui précéde le premier élément non nul
d’une ligne augmente de ligne en ligne jusqu’a ce qu'il n'y ait plus de ligne. On appelle

les premiers éléments non nuls des lignes d’'une matrice échelonnée les éléments distingués
ou remarqguables

Exemple 1.5.
01 04 -6 70
1 2 3
0 01 0 20 8 0
A= 8 8 g B = 00 00 1 70
00 00 O 01

Quand les éléments distingués des matrices échelonnées sont tous égaux a 1 et, qu’en
plus, il sont les seuls éléments non nuls de leurs colonnes respectives (v. ex¥dmple
on les appellenatrices échelonnées réduites par les lignes.{.£.)

Définition 1.11.

Algorithme d’échelonnage sur les lignes.

— 17¢ étape
Appelonsj; la premiére colonne avec un élément non nul. Pour simplifier, sup-
posons que cet élément se trouve a la premiére lignésinon on permute sim-
plement les lignes ) d’odt; j, # 0.

— 2™€ étape
Pour chaque lignd.; aveci > 1 on applique la combinaison :

L; — —ailel + allei (E)

On répéte la 1lére et la 2éme étape avec la sous-matrice formée par toutes les
lignes sauf la premiére et on continue cette méthode jusqu’a ce que la matrice
soit sous forme échelonrjée.

Exemple 1.6.
1 2 -3 0 Ly = L
Ag=12 4 -2 2| =Aavec L, = -2L1+Ly =
3 6 —4 3 Ly = —-3L1+L;
1 2 -3 0
A=100 4 2
0 0 5 3
L/ = L=1, 12 -3 0
A'= A"avec Ly = L =A"=10 0 4 2
Lg = —5L5+4L3 00 0 2
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A” est déja échelonnée. Pour qu’elle §oit @an divise chaque ligne par son élément
distingué donc :

12 -3 0
A" A" =10 0 1 1/2
00 0 1

(et ensuite on recommence une procédure analogue pour annuler -3 et 1/2 sur les co-
lonnes).

Remarque 1.7. La forme échelonnée des matrices est particulierement adéquate pour
trouver directement le g,carona:

Théoréme 1.8.
Deux matrices transformées 'une de l'autre par une transformation du (e
de I'algorithme de réduction sous forme échelonnée, ont le méme espace ligne donc le

Exemple 1.7. Considérons les matrices, B, Ag, A’, A”, A"’ ci-dessus. On a :
[rg(A)=2, rg(B)=4, rgAy=rgA’ =rgA" =rgA" =3

Remarque 1.8 (Quelques cas particuliers de matrices échelonnées).
i) On ales matrices (carrédsipngulaires supérieures(resp. triang. inférieures).

ail Q12 o Qlp a1 O o --- 0
0 ax -+ a2 a2 axp 0 -+ 0
(resp. | )
0 O PEEEY ann a‘ln PRI PRy PR ann

* L'algorithme de*Pivot de Gauss”équivaut a I'algorithme ci-dessus de réduc-
tion a la forme échelonnée.
i) On a les matricediagonales

a 0 - 0
0 ag 0
0 an

et plus particulierement lanatrice identité

I, = ) (n lignes et n colonnes)

1

et les matrices scalaireés= \I,, avec) € K

i=1,---.,n

-1 ona:
J=4L4,m

* On sait que pour toute matrice carrée= {a;; }
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3 Utilisation des matrices échelonnées
pour la résolution des systemes d’équations linéaires.

Remarque 1.9. Tout systéeme d’équations linéaires de la forme :

a1171 + a12Te + -+ 1T = by
a21%1 + A22%2 + -+ + A2pT, = bo g
......... . (51)
Am1T1 + Am2T2 + -+ Apndn = an
est équivalent & une équation matricielléX = B (My)
ail Qo QA1n T by
a
oud=| " c X = . B= :
a/ml .« .. . amn xn bn

On considére la matrice "augmenitéeu complétg

air - a1 by
(A,B)y=A= |

Am1 Amn bm
alors ;

Théoréme 1.9.
a) Deux systemdss;) et (S;) sont équivalents ssi leurs matrices augmentées ont

le[méme rang.

b) On peut toujours remplacéi/; ) par une équ(M;) ou la matrice complétest
sous forme échelonnéEquivalence lignes)

c) (M;) aune solution ssi et (A4, B) ontfméme rar{g.
4 Polyndmes de matrices

Définition 1.12 (Polyndmes des matrices carrées).

On peut toujours définir les puissancdd d’'une matrice carrée.
On associe a tout polyndmeP(x) = ag + a1z + agz? + - - - + a,x™ aveca; € K, Vi
la matrice P[A] :

P[A}:aofn+a1A+a2A2+...+anAn (P1)

Si P[A] = 0 (matrice nulle) alors on dit quel est uneracine ou unzérodu polyndme

f(@).

Exemple 1.8. SoitA = (
Ona:

- (2 )« mia- (0 )

Donc A est une racine du polynéni& (x).

1 2

3 _4> : Pi(z) =222 —32+5; Pa(z) = 2% + 32— 10
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5 Espace Vectoriel des matrices
On vérifie facilement le théoréme suivant :

Théoréme 1.10 (Espace vectoriel des matrices).
a) L'ensembleMk(n, m) des matrices & lignes etm colonnes, est un espace
vectoriel sur le corpK.
b) L'ensembleMy(m,n) est un espace vectoriel sKr aM (n,m)
etdimg Mg(n,m) = dimg Mg (m,n) _
¢) Labase canonique dafi8™ de Mk (n, m) est I'ensemble{Eg}]?zll,...:l avec:

o
e

6 Matrices équivalentes - Matrices semblables

Définition 1.13. Soient les matricesl € Mx(n, m)|et B  Mxk(n, m)|telles qu'il

existe deux matrices carrées inversibles S avec :B = R A S alors A et B sont
appelées équivalentes

SiA, B sont deux matrices carréesBt= S~! (donc:B = S~ AS)

alors A et B sont appelées semblables
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3 Applications linéaires

1 Definition-Exemples

Définition 1.14 (Applications linéaires).

SoientE, F deux espaces vectoriels sur le corpset soitf : £ — F une
application telle que Vuy,us, € E etV € K les deux conditions d’homomorphisme
des deux espaces vectoriels sont verifiées :

flur+ug) = f(ur) + f(uz)
fQur) = Af(uw)

f estalors une application linéairde £ dansF'.

Remarque 1.10.LorsqueFE = F alors I'application linéairef : E — E est appelée
un endomorphismée E ou un opérateur linéairggissant Suk.

Exemple 1.9.
a) Considéron®R? et soit :
fi: R® — R2
(@,9,2) — (2,9)
fo: R2 — R2
(@,9,2) — (y,2)

f1 et fo définissent deui applications linéajres&é dansR? connues sous le
nom de projectiondeR® dans les plan#, . et P, ., respectivement.

b) Soit E I'espace vectoriel des fonctions numériques continuesg sufa, b] C R
L'applicationf : £ — R telle quevz € £

T /01 x(t)dt

est ung application Tinéajre de surR.

Théoreme 1.11.
a) L'application composée de deux applications linéaires est une application li-
néaire.
b) Sif: E — F application linéaire alors :
b.1) f({0}g) = {0}r
b.2) A sous espace vectoriel de=- f(A)|sous-espace vectorjel d&
b.3) B sous espace vectoriel d@=- f~!(B)|sous-espace vectoriel d&

Remarque 1.11.

On supposera par la suite qéeet ' sont deux espaces vectoriels donnéslsur
et on vérifie facilement que I'ensemble des applications linédirey — F est un
espace vectoriel si€. Notation :Lx (E, F)
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2 Image et Noyau

Définition 1.15 (Image et Noyau d’une application linéaire).

Soit f : E — F une application linéairef €[ L (E, F)|on appelleimagede f et
on notelmf, le sous-espacg(F)deF : Im f = f(E) C F.

Lenoyau def € Li(FE, F) noté parKer fest défini par I'ensemble :

Ker f=f"10)CcE

qui est ur) sous-espace vectorielHe

Exemple 1.10. Les noyaux des application§ et f, respectivement données dans
exemple[1.9 sont :

Ker fi = R(z)(l'axe des"z").
Ker fo = R(x)(l'axe des "x").

alors que les images sohty fi = P, ), Im f» = P, ) respectivement.

Théoreme 1.12.
a) f €| Lx(F, F)|estinjectivessi Ker f = {0}
b) f e Lx(E, F) est surjectivessiim f = F.
c) Slf e LK E F) est un isomorphisme dg dansF

e d&’ dansk.

Théoréme 1.13.Soitf € Lk (E, F) et E;|supplementaile d€er f par rapport aFE :
Ker flo E, = E.

= f(E2) = Im f, et la restrictiong de f & E, est ur[ isomorphismee E; sur
f(E).

Définition 1.16 (Rang d'une application).

On appelle rangd’une applicationf & et on notergf la dimension

(finie) def(E) (lorsquedimg E < +oc) etonale resultat suivant :

Théoréme 1.14 (Théoréme du rang).
rg(f) = dimg E — dimg (Ker f)

En plus, on peut construire uhe Datsnsf(E) ={ Im f|si on se donne une base
deF d'apresle:

Théoréme 1.15.

Soit: f d L (E, Fletrg(f) = r, dimg E = n;
Soit{ai,--- ,a,} = base deF telle que{a,;1,--- ,a,} estune base
= {f(a1), f(az),--- , f(ar)} estune base d&m f.

4 Applications linéaires et Matrices

1 Relation entre Applications linéaires et Matrices

Il existe ur] isomorphisnie entre I'espace vectoriell§ur |Lx (E, F)
et 'espace vectoriel U, [Mx (m, n)]
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Théoreme 1.16.
Soitf € Lx(E, F) etsoit{a;};=1.... » Une base d&(dimg E = n),
{bj};j=1,...,m une base dé&’(dimg F' = m) respect. alors I'application :

f—= M(f{ai}, {b;}) = {ais} -, ... lignes
j=1,--..n= colonnes

définie par : flai) =300 agby (i=1,---,n)

est ung_bijectigrde Lk (E, F') sur Mxg(m,n). Chaque colonne de la matricel a
comme éléments les coordonndass la basgb; };—1,... ., de 'imagef(a;) de cha-
cun des vecteurs; (de la base dang).

* M est appelée matrice associgeapplication linéaire f, ou représentation matricielle
def.

Remarque 1.12.
Le théoréme ci-dessus implique que : Les deux espaces vectori&s SutF, F)
et Mx(m,n) sontisomorphes et donc
dimg Lk (E, F) = dimg Mg (m,n) = nm = dimg Mxg(n, m)

En plus:

Théoréeme 1.17.
Soitf € Lx(F, F) et M [mafrice associéa f, dangMxk (m, n)|

=

rg | ={rgM]

Exemple 1.11.
Soit f € Lg(R?,R?) définie par :

f(z,y,2) = 3z + 2y — 42,2 — By + 3z)

Cherchons Ia représentation matriciellefddans les bases :

B® = {(1,1,1); (1,1,0);(1,0,0)} de R® et B®) = {(1,3), (2,5)} deR>.

On cherche d’abord les coordonnées d’'un vecteur qui p.rapport & la base canonique
deR? est noté u = (a,b)). Ona:

(a,b) = 2(1,3) + y(2,5) = (= + 2y, 3z + 5y)
rT+2y=a N x = 2b—5a
3r+5y=> y=3a—>

= (a,b) = (2b — 5a)(1,3) + (3a — b)(2,5)
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Donc en appliquanf sur les vecteurs dB?

f(1,1,1) =@B+2—-4,1-5+3)=(1,—1) (p.rapport a la base canonique d&y
(=2-5)(1,3) + 3+ 1)(2,5)
= f(1,1,1) = =7(1,3) + 4(2,5) (C.1.)

F(1,1,0) =(3+21-5)=(5—4)
= (=8 —25)(1,3) + (15 + 4)(2,5)

= f(1,1,0) = (—33)(1,3) + 19(2, 5) (C.2.)

f(1,0,0) = (3,1) = (2-15)(1,3) + (9 = 1)(2,5)
:—13(1, 3) +8(2,5)
0) =

= £(1,0,0) = —13(1,3) + 8(2,5) (C.3.)

De (C.1.) et (C.2.) et (C.3.) on obtient les colonnes de la matrice M assog¢iée a
(2 (-7 =33 —13
M) = < 4 19 8

attention :: dimg R® = nombre de colonnes =
dimg R2 = nombre de lignes =2

2 Changement de base - Matrice de passage

Théoréeme 1.18. [Changement de base]

Soit E espace vectoriel sUK avecdimg £ = n; supposons qu’on a deux bases
{ai}i=1,... n €t{a}i=1.., de E. La matrice qui a comme colonne de numéro i les
coordonnées de; sur la base{a; };=1,... », €St une matrice inversiblE et de plus, si
on associe a un vecteure E les matrices unicolonneX et X’ par rapport a la base
{a;} et{a}} respectivementon a:

X = PX' : X =P'X

i !
anciennes nouvelles coordonnées
coordonnées

Remarque 1.13.
La matrice P s'appellematrice de passagele la bas€{a;} a la base{a}} et est
associée a I'application identité d&— E autrement dit :

P = M(Idg,(a}),(a;)) etP~' = M(Idg, (a;), (a}))

Et voici, pour compléter ce cours, le théoréme qui exprime I'aation changement
de basesur lg[représentation matriciglle d’'une application linéaire.
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Théoréme 1.19.

a) SoitE, F espaces vectoriels de dimension finie Buet soit{a;}, {a}} deux
bases dev et{b;}, {0} deux bases d&'.
Si P estlg matrice de passage {le; } a {a} et@ la matrice de passage d&, }
af{vi};
Sif € Lx(E, F) et A est sg représentation matriciglle par rappor{a; } {b;}
alors :
= La matrice associée @ par rapport a{a;} et{t’} estde la forme :

A =Q AP (a)
b) Sif esturf endomorphisine dealors :
A =P7lAP (b)

(P étant la matrice de passage {le;} & {a.})

Remarque 1.14.
Les matricesA, A’ dans (a) (resp. (b)) sont équivalerjtes (resp. semblgbles).




Chapitre 2

Matrices - Endomorphismes -
Réduction (B)

1 Invariants par similitude d’'un endomorphisme ou de
sa matrice associée

1 Geénéralités

Soient :

Lx (E) I'espace vectoriel dgs endomorphisinegtie- E (esp. vec. sukK) et

M., (K) I'espace vectoriel des matrices carrées n surk.

L'[somorphismé entre ces deux espaces permettra dans tout ce qui suit de parler
indifféeremment d’un endomorphisme ou de sa matrice associée.

Définition 2.1.

On appelleinvariant par similitude d’'une matrice carréed € M,,(K) (ou de
son endomorphism¢ € Lx (E) associé) toute applicatiof : M,,(K) — M, (K)
qui associe la méme valeur & et & toute matric¢ semblablB(= P~'AP) de A :
H(A) = H(B).

Les invariants qui nous intéressent sont :
Le déterminant, la trace, le polyndme caractéristique et le polynbme minimal
d’'une matrice (ou de son endomorphisme).

2 Déterminant

Définition 2.2 (Permutations).
Soit 'ensembleX = (1,2, ...,n).
On appelle permutation toute bijection deX sur lui-méme et on note :

1,2,...,n
g = .. .
J1J2---In

0= j17j2a a]n

ou :

15
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On note pars,, I'ensemble des permutationsde X, eton a:
cardS,, = n!

On dira queos € S,, estpaire s'il existe un nombre pair de couples du type “p” :*
(i,k) € o tel quei > k mais i précéde k dans”

Exemple 2.1.
Pouro € S5 définie par .0 = (3,5,1,4,2) on a 6 couples du type “p” qui sont :
(3,1)(3,2) (5,1) (5,4) (5,2) (4,2) = o permutation paire
Par contre pous’ € S5 définie par o’ = (5,3,1,4,2) on a 7 couples du type “p”
qui sont :(5,3) (5,1) (5,4) (5,2) (3,1) (3,2) (4,2) = ¢ permutation impaire
Rappel : La signature sgn (o) (ou laparité) d’une permutatiors est définie
par :
1 sio paire
sgn (o) = { -1 sio imgaire }

Définition 2.3. Déterminani A| d’'une matrice carréed € M., (K)
SoitA = {aij} i=1,..n
i=1..n
On appelle déterminamiptédet(A) ou|A| I'application :

M, (K) - K
A A=) (sgn(0))aj, azs, - anj,
o€S,
a1 A1n
L. . a21 a2 ... Qa2pn
et on écrit aussiA| =
an1 e Qpp
Exemple 2.2.
Comme )
[ o =(1,2) paire
271 o_=(2,1) impaire
alors|A| = | M2 g ags — arsan
az1 Qa22
De méme si:
a11 aiz ais
A= @21 Q22 @23
asi aszz ass
alors
S U-1|- = (17 27 3)7 03- = (2a 33 1) 5 U-Si- = (35 17 2) paires
571 ol =(3,2,1); 0% =(2,1,3); 0® =(1,3,2) impaires
donc
a22 A23 az1 a3 a21 Aa22
Al = — =a —a +a
A ; gz_: " as:  ass Pl as ass Y| as as
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L'application de la définitio 2]3 devient trés difficile si on veux calculer le dé-
terminant poum > 3. Rappelons la méthode la plus pratique donnée par le théoreme
suivant :

Théoreme 2.1. Soit:
A={aiy} 1,...n
j=1,..,n
alors

Al = ai; (1) | My
j=1

ou M;; est lemineur associé a I'élément,; autrement dit :AZ;; est la sous-matrice
carrée deA obtenue en supprimant la i-eme ligne et la j-éme colonnd.de

Rappel.
Par la suite on utilisera audsicofacteurqui est égal a :

(—1)" | M

Théoréme 2.2.

Propriétés def déterminarjts
i) SoitA
a) SiA a une ligne (ou colonne) de zéros alory = 0
b) Si A a deux lignes (ou colonnes) identiques alpf$ = 0

c) Si A est une matrice triangulaire> |A| = H ay; (produit des éléments dia-

i=1

gonaux)
En particulier|,,| = 1
i) SoitA € M, (K) etB € M,,(K) et supposons quB est obtenue dd :
a) par multiplication d’'une ligne (ou colonne) dépar k& € K
= [B| = k[A]
b) en échangeant deux lignes (ou colonnesjide
= |B| = —|4]

¢) en additionnant un multiple d'une ligne (ou colonne) dea une autre
= |B| = |A]

d) par transpositionB = A = |B| = | A|
i) SoitA € M,,(K) etB € M, (K)

= [AB| = [A]|B|

iv) [A7H =[A]7"
v) [Invariance par similitude (ou par changement de base3St P~'AP (B est

[semblable a4)

= |B] = 4]
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Remarque 2.1.
C’est justement la troisieme propriété (invariance) qui nous permet d’associer un

unique déterminant a tout endomorphis qui est précisément le déter-
minant de toutes les représentations matriciellesle 'endomorphisme.

Théoréeme 2.3. Autres propriétés d’'un déterminant

Soit A alors on a équivalence entre :

i) Aestinversibled ! existe)

i) Aesmonsinguliére c'est-a-direAX =0 (X € K")admet seulement Ja solution nulle
oufrgAl=n

i) det(A) #0

Applications d'un déterminant

Théoréme 2.4.Calcul de I'inverse d’'une matrice
Soit M lacomatrice(matrice des cofacteurs;;) d’'une matrice carree

A=aj ;e x

jex

L , . MT .
La matrice inversed~! de A est égale & A~! = A ou M7 est la transposée de
M)

Pour I'application aux systémes linéaires on a :

Théoréme 2.5.
i) Regle de Cramer
Soit (S1) un systeme linéaire de n équations a ninconnué¥:=b (S;)
Y ={v..Y,}7T
b={by..b,}7
Alors (S1) a une solution uniqué” ssi|A| # 0.
ii) Le systeme homogerdd&” = 0 admet au moins une solution non triviale 54} = 0

avec } vecteurs colonnes dafi§® et A € M,,(K)

Remarque 2.2.
D’aprés les théoremes (2.3.ii) gt (R.5ii) le systéme homog&rie= 0 de la partie
i) du théorémé¢ 2]5 n'admet que la solution triviale : (0,0,0....,0). Le systéme complet
(S1) est alors appelgystéme de CramerPour le calcul d& (solution unique deq;)
ona:

Théoréme 2.6.
Un systeme de Cramef{) a pour solution unique :

Y; = (det B;)(det A)~*

ou B; est la matrice obtenue en remplacant dahte vecteur colonne de coefficients
dey; par le vecteur colonné des seconds membres.
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Remarque 2.3.

Autre méthode de calcul de l'inverse! differente de celle du théorenje (2.4)

D'aprés les théorémés 2.5 et [2.6, pour trouver la solutiode S; il suffit de
connaitred~! puisqueY = A~ 1.

Réciproquement pour trouver l'inverse d’'une matrite' avec|A| # 0 on résoud
d’abord un systéme du typé&y{) par triangularisation - méthode du pivot de Gauss ou
méthode de Jordan-Gauss, "échelonnpg€g” e} e.r.I (voir chapitre précédent). Supposons
donc qu’on a obtenu la solutidri = 41, 7, ..., ¥, €n fonction des seconds membres,
c'est-a-dire :

Y1 = (Jqlbl + 0412b2 + ...+ alnbn

: : sY =41
Un = Qnp1bi + by + ... + opnby,
donc
Q11 Q12 ... O1p
AL = Q21
an1 8 7Y )
Exemple 2.3.
1 2 1
SoitA = 1 2 2
4 3 5

On vérifie queA est inversible :det A # 0. Ensuite on résoud le systéme sui-
vant:AY =b oub = (by, ba, bg)T e K? est supposé connu. Autrement dit, on cherche
Y = (z,y,2)" tel qu'il soit solution de :

4 3 5 z b3 dx + 3y + 5z = b3 (Lg)

Pour les transformations suivantes sur les lignes (Pivot de Gauss) (ou échelonnage) :

+2y+z="0b
Ly=Ly— L, Ly = L, v “
{ L, = Ly — AL, et Ly = 1, = —by+z=0b3—4by ; (S2)
z = b2 — bl
Le systemeS; est déja sous forme triangulaire et la solutione(et de S;) est
obtenue facilement :

4 7 2
= by — thy + Zb
TEFn gt s

V= 3 1. 1

= Zby 4+ —by — b
Y 51+52 53
z=—b1 + by

donc commé&” = A~'b,ona

4 T 2

5 5 5

Aol s 1

5 5 5
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3 Latrace d’'une matrice
ou de I'endomorphisme associé

Définition 2.4.
On appelletrace d’'une matriceA (avecA = {a;;} ; o x . I'appli-
jexX
cation de : As Tr[A] gui a toute matriced associe le scalaire, qui est égal a la

somme de tous les éléments diagonayixie A :
TT[A} = Z (€27}
ieX

Remarque 2.4.
A partir de cette définition on démontre facilement les propriétés de “commutativité
des matrices a l'intérieur d’'une trace et de I'additivité [des tlaces :

Théoréme 2.7. SoitA € M, (K) et B € M,,(K) deux matrices carrées
i) Tr[AB] = Tr[BA]
i)y Tr[A+ B] =Tr[A] +Tr[B|

En utilisant la propriété i) de ce théoréme, on obtient :

Théoréeme 2.8. [L'invariance par similitude de la trace]

SoitA § M, (K)let B € M,,(K) deux matrices semblables3 (= P~ AP)
= Tr[A] = Tr[B|

Exemple 2.4.
Soit
2 0 4
A= 3 —4 12 | e M, (K)
1 -2 5
et
-4 —4 2 -1/2 1 =2
P= 3 01 |=pP'l= 1 -2 5
2 10 3/2 -2 6

On définitB = P~' AP et on obtient :

00 0
B=|010|=TrB=1+2=3
00 2

Ona:Tr[A] =2—4+5=3. DoncTr[A] = Tr[B] le théoréme est vérifié.
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Remarque 2.5.
Linvariance pour similitude de fa trace d’une matride= M., (K) permet d’asso-

cier & tout endomorphismg g Lk (E)|un unique scalaitle Ta trace giequi est précisé-

ment la trace de toute représentation matricidliée f :

Tr[f] = Tr[4]

4 Le polynbme caractéristique d’un endomorphisme (ou de sa ma-
trice associée)

PA(.%‘) ou Pf(:L‘)
Soit A M, (K)

Définition 2.5.
On considére la matricézl,, — A), = € K.
On appellepolyndéme caractéristiquele A le[déterminarjt de cette matrice et on
note :
det[zI, — A] = Pa(x) (2.1.1)

D’aprés la propriété f'invariance par similityde d’un déterminant, on obtient im-
médiatement :

Théoréme 2.9.

Soit A et B deux matrices semblables dang,, (K)

=
Py(x) = Pg(x)

(invariance par similitude du polynéme caractéristique)

Remarque 2.6.

L'invariance par similitude permet a nouveau d’associer a chaque endomorphisme
f un uniquepolynéme qui s'appellpolynéme caractéristique def € Lx(E)] et qui
est égal &4 (x) de toute représentation matricielle fde’'est-a-dire :Pa(x) = Py(z)

Remarque 2.7.

Toutes les propriétés présentées précédemment a propos des déterminants sont évi-
demment vérifiées par le polyndbme caractéristique.

De plus, sid = {a;;} iex € M., (K), on obtient en développant (2.1.1)

jex

Py(z) = (z — a11)(z — az2)...(x — ann)+ (termes avec plus der — 2)

facteurs de la forméf — a;;))

ou
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Pa(z) = 2" — (a1 + ag2) + ... + ann)2z™ '+ (termes de degré inférieur)

Donc le polynéme caractéristique est un polyndme normalisé (unitaire) et
le coefficient du termer™ ! est égal & (—1)Tr[A].
Le terme constanz’) est obtenu paPa(z = 0).

Donc d’'apres la définitio.l), ap = (—1)" Al

Rappelons pour terminer le théoréme fondamental et quelques-unes de ses applica-
tions (voir les valeurs propres et la diagonalisation) qui sont parmi les plus importantes
de I'Algébre linéaire.

Théoreme 2.10.de Cayley-Hamilton
Toute matrice (ou tout endomorphisme) est une racine de son polynéme caractéris-
tique :

Pa(A)=[0]  ou  Pr(f)=[0]
(Attention! la matricg0] 4 M,, (K))

Exemple 2.5.
Soit

-1
Py(w) = |zl — Al =| * 3 4

et

9 au ar (T 6 Y (1 2) , (10 _ (00
AT -4 412(9 10> 3(3 2> 4<0 1><0 0>

Donc le théorémje 2.10 de Cayley-Hamilton est vérifié.

5 Polynédme minimal d’'un endomorphisme

(ou de sa matrice associée)

Définition 2.6.

On appellgoolyndme minimald’une matriced M, (K)|le polyndme notém 4 (z)
unitaire (normalis€) de plus bas degré parmi tous les polynérés) tels queP[A] = [0]
(c’est-a-dire A est racine de son polyndme minimal).

Théoreme 2.11.

i) VA d M, (K)|le polyndme minimadu 4 (z)] existe et il est unique
ii) le polyndme minimat 4(z), VA € M,,(K) divise tous les polyndme3 # 0 tel
que P[A] = 0. En particulier, il divise l¢ polyndme caractéristiqui& ()|
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i) VA € M,,(K) , la polynbme minimain 4 (x) et le polynbme caractéristique ont
les mémes facteurs irréductibles.

Exemple 2.6. Soit

210 0
A=1002 0
000 5
Ona:
r—2 —1 0 0
Pale] =detlrz—Al=| 0“2 0 )
0 0 0 z-5

Et d’aprés le théoréme , on a directement (x — 2)%(x — 5).

Les diviseurs dfP4 ()| sont :

my(z) = (v = 2)(x —5)
ma(w) = (z — 2)*(z - 5)
my(z) = (z - 2)*(z - 5)

On vérifie que

my(A) #0
mg(A) =0
mg(A> =0

Donc commens(A) = P4[z] = Le polyndme minimain 4 (z) = ma(z)

Exemple 2.7.

Soit A une matrice3 x 3 sur le corpR et soit le polyndmeP(z) = 2% + 1.

On montre que A ne peut pas étre racine deP(x).

D’aprés le théorémle 2.J10 de Cayley-Hamiltohest un zéro deéP4 () et Pa(z)
est dedegré 3

Donc il a au moins uneacine réelle

Si on suppose qué est une racine d€(z), comme ce dernier est irréductible sur
R, il doit étre Ig polyndme minimal P(z) = m4(z) de A.

Mais P(z) n'a pas de racine réelle.

D’ou contradictionavec la partie iii) du théoreme précédent 2.11.

Conclusion : A n’est pas un zéro dB(z)
Au contraire, on peut vérifier que la matrigeci-dessous, définie sur le corps des
complexes, est un zéro du polynomiér) = 2% + 1 :

0 -1 0
A= 1 0 0 | eM;3C)
0 0 i
et
000
PA)=A2+L;=|0 0 0
000
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Théoréme 2.12 (Invariance par similitude du polyndme minimabmn 4 (z)).
Pour tout coupleA, B de matrices carrégs semblaljles, onia i (z) = mp(z).

Remarque 2.8.

Linvariance par similitude du polynéme minimal dee M, (K) permet d’asso-
cier a tout endomorphismgée Lk (E) un unique polynéme minimak ;(x) qui est le
polyndme minimain 4 (x) de toute représentation matriciedede f et qu'on appellera
polynéme minimal de I'endomorphisme

2 Valeurs propres - Vecteurs propres

1 Valeurs propres- Vecteurs propres

Dans tout ce qui suit, on supposera quest un espace vectoriel démension
finie surK. On notera pay toutjfendomorphisnef € Lk (E)| (ou opérateur linéaire
deE) et parAy la matrice carrée danst,, (K) associée ¥.

K sera toujoursin corps commutatif.

Définition 2.7.
On dit queF sous-espace vectoriel déest unsous-espacg-invariant de £ si :
YveF f(v)eF.
Autrement dit :f (F') C F'.
On dit aussi qué est unsous-espace stable pdt

Définition 2.8.

On appellevaleur propreX de f (et respectivement dé;) tout scalaire) € K tel
gu’il existe un vecteunon nul z € E pour lequel :f(z) = \x.

Le vecteurz qui se transforme pay de cette fagon “homothétique” est appelé
vecteur proprede f associé a la valeur propra.

Lespectre def : S,(f) C K est 'ensemble des valeurs propresfde

Remarque 2.9.

a) Dans la littérature, on rencontre souvent les valeurs ou vecteurs propres sous le
nom devaleurs ou vecteurs caractéristiques

b) Le vecteur{0} € E est un vecteur proptéf e Lk (E)|puisque :
F0)=X0=0 VYAeK

c) Les deux définitions précédentes sont valables mémerst R = co

d) Si A = 0 est valeur propre d¢ alors :
JreE x#0telquef(z)=0
Donc :Kerf # {0}
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2 Sous-espace propre

Résultat fondamental :

Théoreme 2.13.
Soitf d Lx(F)} alors :
i) Pour tout[vecteur propfe: de f, il existe ung_valeur propre unigue (associée au

vecteur proprer).

i) A toute valeur propre\ de f correspond un sous-espaté\) de E engendré par
tous les vecteurs propres associés.a

V()\) est appel&ous-espace propre associéa
C’est ur| sous-espagéinvarian{ deE et il est distinct dg{0}.

iii) Si\;, A2 sont deux valeurs propres distinctes flavecA; # Ao, les sous-espaces
vectorielsV (A1), V(\2) associés n'ont en commun que le vecteur nubde

V(M) NV(A2) = {0}

iv) Sif admetn valeurs propres distinctes (deux & degix) },—1 ..., alors la famille
{zi}i=1,..,m de vecteurs propres associés est libre, et

UV =aevn)

< La somme des sous-espaces propres egt une somme| directe.
v) SidimgE = n alors toutf € Lx(£)|aau plusn valeurs propres distinctes

Remarque 2.10.

a) Soit f
SiV(p) est 'ensemble des vecteurss E tel quef(z) = pa alors la condition
V(n) = {0} implique queu n'est pas une valeur propre de
b) Si A est valeur propie d¢ g Lk (E)}
on montre facilement qug® est valeur propre de f* Vk € N.
Side plus,f estinversible\* est valeur propre d¢* Vk € Q.

c) Les résultats i), ii), i) et iv) du théoréme précéd¢nt (2.13) sont également vérifiés
dans le cas plus général dimg F = co.

Exemples 2.1.

a)SoitE = R? et f € L(R?) 'opérateur linéaire qui fait subir a tout vectaue R?
une rotation d’'un anglé = 90°. On vérifie immédiatement qu’aucun vecteur
non nul n’est transformé en un multiple de lui-méme. Dgnea aucunévaleuf
[propré, donc aussiucunjvecteur propre

b) Soit £ I'espace vectoriel des fonctions définies et différentiablesRsiet soit la
famille de fonctions :

F = {ealt,e“"‘t,...,e“"t} CFE
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oua; € R* Vi=1,...,n.SiDestl'opérateur différentiel sut, (D € Lr(F)),
on voit que :
D(e™") = ape™ Vk=1,...,n.

Donc F constitue un ensemble de :

vecteurs propres deD associés auxaleurs propres distinctesay, ..., a,, deD,
qui de plus sont linéairement indépendants ; autrement dit, les propriétés i) et iv)
du théoréme précédent sont vérifiées.

3 Lerble du polynbme caractéristique

Définition 2.9.
On appellemultiplicité géométriqued’une valeur propre\ € Sp(f), la[dimensiol
du sous-espace proilé(\) associé.

Le role essentiel du polyndme caractéristidtjepour la détermination des valeurs
propres def est donné par le théoréme suivant.

Théoréme 2.14.
Soit f € Lk (E)|etdimxE = n
i) Les valeurs propres dg sont lesracinesde sor polynome caractéristiqu ()|
Si K estalgébriguement closalors f posseéde: valeurs propres distinctes ou
confondues.
i) Soit A une racine multiple d§P;(«)] d’ordre k (appelé aussimultiplicité algé-
brique) alors :

1< dimV(\) <k

Autrement dit : la| multipliciteé géomeétrique d’une valeur propre’estpas supé-
rieure a sg multiplicité algébrique.

Tenant compte de I'isomorphisine établi entre, (K)| et|Cx (£)}, on parlera d’'une

maniére équivalente des valeurs propxéd) (ou du spectréSp(A) de la matriced ¢
et de ses vecteurs propres associés. Les résultats précédents se résument sous forme
d’un théoréme d’équivalence comme ci-dessous :

Théoréeme 2.15.

SoitA € M, (K).

Pour tout) € K, il y a équivalence entre les propriétés 1, 2 et 3 :
1) \ es{valeur propre del.

2) M, — A n’est pas une matrice inversible
3) det(Al, — A) =0= Pa(N)

Voici deux propriétés (faciles & montrer) trés intéressantes établissant une relation
entre I trade ou le déterminant d’'une matrite M,,(K) et ses valeurs propres.
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Théoréme 2.16.
A € M, (K) et soit{\;(4)..A\1(A)} = Sp, (le[spectre det) alors :

i) TrA= Z Ai(A)
=1

ii) det A= ﬁ Ai(A)

=1

3 Diagonalisation d’'un endomorphisme
ou de sa matrice associée.

1 Diagonalisation

Remarque 2.11.

La réduction d’un endomorphisme f ou de sa matrice associet; constitue
I'objectif principal de ce cours. Il s’agit de résultats d'études réalisées par des mathé-
maticiens éminents di9™¢ et 20™¢ siecle. Ces études ont comme but de troliMer la
[représentation matricielled s la plus simple grace aux possibilités fournies par les
transformations de similitude ou[changement de base, dans un espace veckriel

La forme simple ded s facilitera par la suite ses applications (voir Analyse Numé-
rique - Recherche opérationnelle etc.) et I'étude approfondie de ses propriétés .

La forme la plus simple d’'une matrice étandiagonale on s'intéressera d’abord
a I'étude desonditions de diagonalisabilitéd’'un endomorphisme ou de sa matrice
associée. Les possibilités de réduction des matrices (ou des endomorphismes) non dia-
gonalisables sous d’autres formes fera I'objet du prochain cours.

Définition 2.10.

Ondit quef g Lx(E)|(resp.Ay € M,,(K)|est diagonalisables'il existe un¢ bage
deE telle que la matrice associéé; soit diagonale. (resp. il existe une matrice carrée
P M, (K)inversible telle qued; = P~ AP -la matrice semblable - soit diago-
nale.)

On donne deux formes différentes de condition nécessaire et suffisante de diagona-
lisation, qu’on pourra choisir chaque fois suivant I'aspect du probléme présenté.

Théoreme 2.17.

Soit f € Lk (E)|(resp.A; €] Mk (n)|dimgE = n alorsf (resp.Ay) est diagonali-
sablessiil existe ung base dE|formée d¢ vecteurs propres figresp. ded).

Théoréme 2.18.

Soitf 4 Lk (£)|(resp.Ay € Mg(n)) etdimgE = n alors f (resp.Ay) est diago-
nalisable ssles conditions suivantes sont satisfaites :
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c.1) Le polynébme caractéristique; (resp.P,4) a ses racines (distinctes ou confon-
dues) dank

c.2) Pour toute racine\; de Py (resp. deP4) d’'ordre k; :

dimv(X;) = k; = la[ multiplicité géomeétrigUe d&; égale sa multiplicité algé-
fbrique.

Une conditiorsuffisantede diagonalisabilité, et utile pour les applications, est don-
née par le théoréme suivant :

Théoréme 2.19.

Soit f € Lk (E)|(resp.Ay etdimgE = n alors :
) f (resp.Ay) es{ diagonalisablesi sesn valeurs propres sortbutes distinctesleux

a deux.

i) SiK est algébriguement cloalors f (resp. Ay) est diagonalisablesi toutesles
racinesdu polyndéme caractéristiqug; (resp.P4) sontsimples.est scindé en
facteurs irréductibles linéaires.

Remarque 2.12.

Dans le cas ou les conditions des théorémes précédents sont vérifiés, la matrice
diagonaled; = P~ A; P a commeéléments diagonaux les valeurs propresde f
(resp. ded ;). La matrice de passadge (ou matrice de transformation de similitude ou
[matrice de changement de BHase) est la matrice dont les colonnes sentdeteurs
propres linéairement indépendantsfd@esp. ded ).

2 Exemples-Applications

Exemple 2.8 (Vérification du théoremeg 2.19).
Soit f €[Cr(R?)|tel queA a la forme suivante (dans la base canoniquBtie

2 0 4
Af = 3 —4 12 € M3(R)
1 -2 5

On étudie la diagonalisabilité dg¢ (ou de Ay, dont on déterminera d’abord les
valeurs propres et les vecteurs propres.
On obtient :

a) Pour leqd valeurs proprés

T —2 0 4
Py =Py = 3 T+ 4 12
1 -2 x-5

Pr=(2-z)(4+2)(5—x)—24—4(4+2)—24(2—2) = Py = 2(z—1)(z—2)
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On a trois racines, donc trois valeurs propres qui appartienrignt a

M =0
Ao =1
A3 =2

et par le théoreme précédent on peut affirmer fjest diagonalisable.
b) Pour les vecteurs propies : On cherche les coordonnées du viéctet;, v;, w;)
verifiant 1 A7 = A;

b.1) Pour); = 0, on obtient le systeme :

2u; + 4w, =0
Afﬁ =0« 3uy —4vy + 12w, =0
u17201+5w1 =0

Ul - w1 _ (% . _
13 -3 = dimV (A1) =1
b.2) Pour); = 1, on obtient le systéeme :

2ug + 4wy = ug
Ay =T & ¢ 3ug — 4vs + 12wy = vy
Uy — 209 + dwe = wo

Ug = —4’(1)2 . o
vy =0 = dimV(\2) =1
et finalement
b.3) Pour)y; = 3, on obtient le systéeme :

2us + 4wz = 2u3
Aprz =213 & 3usg — 4dvg + 12wz = 2v3
uz — 2v3 + dws = 2ws3

wg = 0 . -
s = 2us = dimV(A3) =1

D’aprés (b.1), (b.2) et (b.3), on peut choisir une bas&tiéermée des vecteurs
propres ded; (et def :

—4 —4 2

= 3 Ty = 0 3= 1

2 1 0
—4 —4 2
¢) On définit la matrice de passage = 3 0 1
2 10

Avec une des méthodes connues, on calcule l'inv&rse
-1 2 —4

. 1
On obtientP~! = 5 2 —4 10
3 —4 12
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Ensuite, on vérifie que la matrice semblable :
) 000
Aj=P'A;P=[0 1 0
0 0 2

Donc effectivementflf est une matrice diagonale ayant comme éléments diago-
naux les trois valeurs propres.

Le théoreme est Vérifié.

Exemple 2.9.
-4 0 -2
Soit la matriced = 01 0 |eMsR)
5 1 3

On obtient avec la méme méthode que précédemnientz) = (z — 1)*(z + 2).
Ontrouve quelim V(1) = 1 etdim V(-2) = 1.

Doncdim V(1) < ky

= D’aprés le théorémd n’est pas diagonalisable dands;(R)

Exemple 2.10.
On étudie la diagonalisabilité :

2) dand M5 (]
b) dansM;(C)

de la matrice

3 0 0
A= 0 2 -5
01 -2
Par la méme méthode on obtier®; (x) = (z — 3)(:c2 +1)
Donc pour :
a)|A e Ms ]

A1 = 3 : c'estla seule valeur propre dedansM;(R)
Donc A n’est pas diagonalisable dand;(R).

b) A € M3(C) (A matrice dans le corps des complexes)
alors:A\y =3 X=j A3g=—j
Donc A est diagonalisable dand ;(C).

Exemple 2.11.
Etudions la diagonalisabilité d’'une matrice triangulatre M, (K)

ayir a2 A1n,
A= 0 a2 ... .. a9n
0 0 ... 0 apn

PuisqueA est triangulaire et:[,, diagonale, la matrice/,, — A est aussi triangu-
laire ayant comme éléments diagonaux:



Support du cours donné par Marietta Manolessou

T — a1l a12
Ilan: 0 T — 22
0 0 0

Donc:

Pa(z) =det |zl, — A| = (x — a11)(x — ag2)..

= Condition suffisantele diagonalisabilité dd :

a;; € K et aii#ajj Z%]

Par exemple, la matrice triangulaire :

2.6 0 3
041 5
A=10 0 j 530
000 7

A1n
A2n

a'nn

(2 —apy)

estdiagonalisabledansM 4 (C) mais ellg n’est pas diagonalisable dang,(R).

31
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Chapitre 3

Formes canoniques
d’une matrice
ou d’un endomorphisme

Dans ce chapitre on continue la réduction des endomorphismes et de leurs matrices
associées. On s'intéressera aux endomorphismes (ou matjites) sont pag diago}
nalisables. On cherchera donc toutes les possibilitésndglificationd’une[représeh-

en la réduisant a I'une des formes appelées canoniques (différentes
de la forme diagonale) suivantes :

— 1. Forme Triangulaire

— 2. Décomposition en sommes directes

— 3. Décompostion primaire

— 4. Réduction des endomorphismes nilpotents

— 5. Forme canonique de Jordan

— 6. Forme rationnelle canonique

On supposera toujours que :
a) K=Corps Commutatif
b) E=Espace Vectoriel siK de dimension fini€édimgE = n)

c f et Ay  M,,(K)|matrice associée A

1 Forme Triangulaire

1 Forme Triangulaire simple

On a vu que ['échelonnape d’une matrice carrée, ou la méthode du pivot de Gauss
(v. chapitre précédent) constituent avec leurs transformations successives sur les lignes
(ou les colonnes) les algorithmes appropriés pour trouver la matrice de pd3sige
la base initiale a la base ou la forme matricielle est triangulaire.

Par ailleurs, au chapitre précédent, on avait constaté que, si on a une matrice trian-
gulairegfA € M,,(K)|dont les éléments diagonaux sont les scaldites asa, ..., any, )
dans le corp&, alors le polynéme caractéristiqifa («) a la forme réduite (en facteurs
linéaires) suivante :

33
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Pao(z) = (x —a11)(® —az)...(x — apn) (3.1.1)

Le résultat qu'on présente est la réciproque de cette propriété, et donne une condi-
tion suffisante de triangulation.

Théoreme 3.1. (Triangulation)

Soitl f € Lx(E)|(respA; € Mg(n)).

Si le polynéme caractéristique,(xz) = P4 (z) a toutes ses racines dafis

= 3 une base dan#’ (resp. une matrice de passage non siguliérg t.g. la
représentation matricielle dg, A; € Mx(n) et matrice semblable dé; avecA; =
P~1A;P, soit triangulaire.

Les éléments diagonaux digc sont les valeurs propres dresp. de4; ou deflf)

Remarque 3.1. SiP4(z) a toutes ses racines ddiisalors on écrira :
Pa(z)=(x—a11)(®—an)...(x —any) (3.1.2)

alors f(resp. deAy) seradiagonalisablesi a;; # a;;, et on retrouve le résultat du
théoremé 2.719 du chapitre précédent.

2 Forme triangulaire par blocs

Dans le chapitre précédent, on a vu la définition[des sous-espdaneariants de
E pour toutf € Lk (F). Ces sous-espaces jouent un role essentiel pour la réduction
de f (ou Ay, sous forme matriciell&riangulaire ou diagonale par blocs

On présente d’'abord la triangulation par blocs fournie par le théoréme ci-dessous et
ensuite dans le paragraphe suivant, on considérera le cas plus important de la décom-
position oudiagonalisation en sommes directes invariantes

Théoréme 3.2.Soient : f | Lk (£)|(Ay § M, (K)), W sous-espacg-invariant| de
E et fy larestriction def a W (resp.Ay,, ).
Alors f admet une représentation matriciell triangulaire par blocs de la forme :

A = (Agw 2) (3.1.3)

Remarque 3.2. Soit f € Lk (E) et = Ker f(E) # {0}| alors;

VeeW: f(z)={0} e W

doncf(W)Cc W
& |Ker f|est ur] sous-espageinvariant|
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Exercice (facile) :

Montrer que {0}, E, Imf, et Ker[P(f)] (pour un polyndme quelconque(z)
surkK), sont des sous-espacggnvariants deF.

En utilisant le théoréme précédent pdlir= Ker f on pourra écrire :

Af = (8 g) (3.1.4)

[F4Cl=rof (3.1.5)

avec

2 Décomposition en somme directe

Etudions maintenant le cas ou I'espace vectdfigur K, peut étre décomposé en
somme directe de sous-espaces invariants poyireCk (E). La condition nécessaire
et suffisante d'une telle décomposition de E est donnée par le théoréme suivant :

1 Somme directe de sous-espaces invariants

Théoréme 3.3. Soient : E espace vectoriel suk, f {Wikizt,
famille de| sous-espacesinvariants dek, et B = {{W,,...,W; },_, .} l'en-
semble des bases correspondantegig;—; ..., alors

E = @;W, ssiB est une base pout.

Supposons que les conditions ci-dessus sont vérifiéesipour

E=WyeWyd...W, avecf(W;) C W, etsoitf; la restriction def aW; alors,
on dit que :

— FE estdécomposable en somme directe de sous-esgaregriants

— f estdécomposable en somme directefde f = @ f;

K3
et on a le résultat important diagonalisation par blocsle A

2 Décomposition en “somme directe de matrices - blocs”

Théoréme 3.4.
Soitf € Li(E)| (A € M (K))
Supposons quE est décomposable en_somme dirfecte de sous-espacesriants :
E = é W, etVi=1,...,r soit f; la restriction def surW; .
i=1

= June base dé&’ t.q. la représentation matricielleif ait la forme diagonale par
blocs suivante :

Ay 0 ... 0
. 0 Ay ... 0

Ay = (3.2.6)

0 0 o Ay

r



36EISTI - 17¢ année 2007-2008- Maths pour I’Ingénieur

ou Ay, matrice associée

Remarque 3.3. Souvent on écrit:A; = &!_, Ay, et on appelled; la somme directe
des matricesdy, .

Exemple 3.1. (Application)

Soit f € Lk(F) et supposons quE = E; & FE, avecf(FE,) C Eq, f(E2) C Es
etf = f1 ® fo (f; larestriction def sur E;, i = 1,2). Alors on peut montrer que le
polyndme caractéristique dese factorise en produit :

P; = Py, Py, (0uU Py, est le polyndme caractéristique ¢ig.

En effet, par application du théoréf#ed, on a la possibilité d’avoir comme repré-
sentation matricielle d¢ une forme diagonale par blocs :

_ Afl 0
A = ( 0 Af2>

xlg, — Ay 0
0 xIE2 —Af2

et par application de la propriété des détermirjants des matrices en blocs :

donc,

det (6‘ g) — det(A)det(B)

On obtient
Py = det[xlg, — Ay, ]detlxlp, — Ay, = Py, Py,

c.q.f.d.

3 Deécomposition primaire

Il s’agit d’'une conséquence du théoréme| 3.4 ( Théoréme de la décomposition en
somme directe) et de la propriété denvariance duKerP(f) pour un polynéme
guelconquel surK . Présentons d’abord un résultat utile pour I'énoncé fondamental
de la décomposition primaire.

Proposition 3.1. Soit f € Lk (F) et soitP(x) un polyndéme t.q.
P(x) = Pi(z)Py(x), P(f)=0

avecP; et P, polynbmes premiers entre eux, alors :
— i) F = E; @ F, avecE;, Fs[sous-espacep-invariants et

E, = KerPi(f), FEs= KerPs(f)
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— i) Si P = my (polynébme minimal d¢f) et si P;, P, sont normalisés

= Py =my, Py=my,.

Autrement dit :P;, P, sont les polyndmes minimaux des restrictignh®t /> de f
sur F et B, respectivement
S Mmy =My my,

Comme généralisation de ce théoréme, on obtient le théoréme de la décomposition
primaire :

Théoréeme 3.5. (de la décomposition primaire)
Soitf € Lx(F) avec:

my(t) = Py()™ Py(t)™ ... P (t)™

ou lesP;(t) sont les polyndmes normalisés irréductibles distincts, alors :
— i) E = @W,; avecW; sous-espace invariant dé défini par :

W, = KerP,(f)™ Vi=1,...,r

— i) P;(f)™ estle polynébme minimal de la restrictighde f & W;

< my; (t) = Pl(t)m

Conclusion
D’aprés le théorenie 3.4 et le théorgmg 4.1 du chapitre précédent, la représentation
matricielleA; de f se réduit & une forme diagonale en blocs :

Ay 0 0 0

Ay = 0 Ay O 0

0 0 .. Af,.

ou Ay, est la matrice associée a la restrictignde f sur chaque sous-espage
invariantW; définivi =1,2...r par:

W, = KerP;(f)™

Avec le corollaire suivant on trouve une autre forme de la diagonalisabilité d’'un en-
domorphismef (ou Ay).On obtient ce résultat par le théoréme 3.3 en pagey®; =
1 Vietn; =1.

Corollaire 3.1. Soient
feLlr(E) (Af € My(K))

=
f (ou Ay) est diagonalisable ssion polynéme minimak s est un produit de poly-
némes linéaires distincts
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Exemple 3.2. SoitA; # I et telle qued} = 1.
On étudie la diagonalisabilité d&; On a :

A} —1=0

donc Ay est une racine du polynéme suivant :

Pt)=t3—1=(t—-1)(t>+t+1)
Donc le polyndme minimal: s doit étre de la forme :
a b
m{P () = +t+10u m{ (1) =13 -1
(Il est impossible d’avoirmgf) (t) =t —1 car par hypothésd # I)
— a)Dans R aucun de ces polyndmes n'est linéaiseA  n'est pas diagonalisable.

— b) Dans C chacun de ces polynémes est produit de polynémes linéaires
= Ay est diagonalisable suC.

4 Réduction des endomorphismes nilpotents

1 Endomorphisme nilpotent

Définition 3.1.
Soitf € Lk(F) (resp. Ay € M, (K)).
— a) On dit quef est un endomorphisme nilpotent (resp: matrice nilpotente) si
f™ = 0 pour unn donné entier positif.
— b) L'entier k > 1 est appelé indice de nilpotence de(ou de.A;) endomor-
phisme nilpotent, si il est le plus petit des entiers tel gitie= 0 et f*=1 £ 0.

D'apres la définition précédente = 0 est la seule valeur propre d’'un endomor-
phisme nilpotent; on en déduit que le polynéme minimal(t) (resp.m 4, (t)) a la
forme :

my(t) =" =ma,(t)

Comme conséquence immédiate on ale :

Théoreme 3.6.Soit f € Lk (£) endomorphisme nilpotent d'indide
= il existe une représentation matricielld; canonique sous forme matricielle
diagonale en blocs :

01 0 0
Ny 0 0
~ 0 N, 0 0 0 1 0
Ap=| . ) avec N; = . (3.4.7)
: 0 : 0
0 0 N, 0 0 0 1
0 0 0 O
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Les éléments matrices carréds d'ordre r; ont tous leurs éléments zéro, sauf
ceux qui sont au-dessus de la diagonale principale et qui sont égaux a

Il existe au moins une matridg; d'ordre k, les autres sont d’ordrec k.

Le nombre des matrice$; dépend uniquement de I'endomorphisfne

Ce nombre total égale précisément la nul(iémension du noyau) dg:

Card{N;} = dimKerf

Remarquons que :

— a) Chacune des matricdg est une matrice nilpotente ayant commme indice de
nilpotence son ordre;.

— b) La matrice nilpotente d’ordre 1 est la matrice 1 qui est[Oy)]

Exemple 3.3.
— a) Soitf € Lx(R%) t.q.

0110 1 00111
001 11 00000

A;=10 0 0 0 0OJonaAi=|[0 0 0 0 0[etA}=][Ox)]
00000 00000
00000 00000

donc f (ou Ay) est un endomorphisme nilpotent d’indige= 3 donc la repré-
sentation matricielleflf (semblable a4) en bloc-diagonale contient au moins
un blocN; d'ordre 3 et aucun d’ordre supérieur a 3.

Deplus,rgA; =2 = dimKerAy =5—-2=3

01000
00100
A;=10 0 0 0 0
00000
00000

Donc au total, on a 3 blocs diagonaux :
1 d’ordre 3 et deux d’ordrel qui sont les matrices nilpotent@,].

— b)Soit f € L.(R?) t.q.

0 0 1 1 1
00 0 0 O
Bf=]0 0 0 0 0

000 00

000 00
onaB} = [O)]
= f (ouBy) est nilpotent ayant comme indice de nilpotesce 2
De plus,

rgBy =1=dimKerBy =5—-1=4
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By =

OO O OO
SO OO =
O OO OO
O OO OO
OO O OO

Il en résulte qu’on peut avoir une matriBg (semblable &) diagonale en blocs
d’'un nombre égal & dont un est d’ordr@ et les3 autres sont d’ordré, c’'est &
dire [0(1)]

5 Forme canonique de Jordan

1 Factorisation du polyn.caractéristique et minimal

La forme canonique en blocs diagonale de Jordan est réalisable chaque fois qu’on
peut écrire les polynémes, minimah; et caractéristiqué’s d’'un endomorphisme

[/ € Lk (E)|sous forme de produits en facte[irs linégires. Plus précisément :

Théoréme 3.7.

Soitf € Lx(F) (respfA; € M, (K))|t.q. les polyndbmes caractéristique et mini-

mal associés ont la forme :

Py(t) =[]t —x)™ (3.5.8)
=1
et
my(t) = [ = r0™ (3.5.9)

= f admet (resp.A; est[semblable 8l; = P~!'A;P) une repr. matricielleA,
diagonale en blocs

J0 0 0 0
0 Jy

- 0
0o . .0 0
: T (|
0 ... 0 0 0 J,

Les blocs (matrices carréed) ont la forme suivante :
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Ao 10 0
0o XN 1 0
Ji = 0 0ol = Ji = Nils, + Na,
0 . o1
0o 0 0 0 N

ou Nj, matrice nilpotente d'ordré;.

Les blocsJ; vérifient les propriétés suivantes :

— i) Il y a au moins une matricd; d'ordre m;, toutes les autred; sont d’ordre
S m;.

— ii) La somme des ordres ddségalen;.

— iii) Le nombre ded; est égale a I'ordre de multiplicité géométriqué:V (\;))
des);.

— iv) Le nombre ded; de chaque ordre possible est uniguement déterming par

Remarque 3.4.Si f € Lx(E) (Ay € M,(K)) esttel quedi,n; =1 (ouVi m; =
1), alors on retrouve le corollaire de “diagonalisabil{té”|3.1 dar= \;.

Exemple 3.4.
Soitf € Lx(F) t.q.
Py(t) = (t —2)"(t - 3)°
et
m(t) = (t — 2)*(t — 3)?
Alors, la représentation matricielle giepeut avoir deux formes canoniques de Jordan
possibles :

2100000 2100000
0200000 0200000
0021000 0020000
AV =10 00200 0floud?=|000 2000
0000310 0000310
0000030 0000030
000000 3 000000 3

La premiére formeﬁgcl) est obtenue dans le cas dimV'(2) = 2. La deuxiéme
forme est obtenue dans le casditnV (2) = 3 (etdimV (3) = 2).

6 Forme rationnelle canonique

1

Définition 3.2. a) Soitf € Lx(F) et soit{ Px(t)} 'ensemble de tous les polyndmes de
K; on appelle sous-espace f-cyclique de E engendré par le veeteut, 'ensemble
de vecteurg Px(f)}(v). C'est un sous-espace f-invariant deef on le note Z(v, f).
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On notera parf, la restriction def a Z (v, f).

b) Soit :mv(t) =tk + ak,ltk_l + -4+ ait+ag

Le polyndme unique normalisé, de plus bas degréit.g.f)(v) = 0. On appelera
f-annihilateur dev et Z (v, f).

Théoreme 3.8.

Soit f € Lk(E), Z(v, f) le sous-espacg-cyclique invariant engendré par €
E, f, larestriction def & Z (v, f), alors sim,(t) est lef-annihilateur dev, on a:

i) LensembleB, = {v, f(v), ..., f*~1(v)} (0Uk = degré dem,(t)) est une base
deZ(v, f) dimg(Z(v, f)) = k.

ii) Le polynéme minimatle f, estm, (t)(t € K)

i) La représentation matricielle d¢, dans la basés, a la forme suivante :

0 0 0 —ao
1 0 0 —ai
Cr, =10 1 0 —ay |C = matrice compagnon de, (t)(d'ordre k)
S
0 0 1 —QAk—1

La grande utilité de la réduction en forme canonique rationnelle, présentée par le
théoréme suivant, vient du fait qu’on peut I'appliquer méme dans les cas ou le poly-
ndme minimal ne se factorise pas en polynémes linéaires.

Théoréeme 3.9.Forme rationnelle canonique
i) Soit f € Li(E), et soitmy(t) = (P(t))"t € K (polynéme minimal de f) ol
P(t) est un polynéme irréductible normalisé.

= FE= ,@IZ(vhf)
i=
et les sous-espacgsinvariants cycliquesZ (v;, f) ont comme annihilateurs les poly-
némes :
{Pt)",P(t)",...,P(t)" oUn=mny >ng > -+ >n,}

qui sont uniguement déterminés paren plus,f admet une représentation matricielle
en blocs diagonale unique :

Cr, 0 0
Ar={o0o . o
0 0 C

ou lesCy, sont les matrices compagnons des polynoigs)]™: .
ii) Soit f € Lx(E); sile polyndme minimal d¢ est :

mg(t) = [P [Pa(8)]™ ... [P(B)]™t € K

ou lesP;(t) sont des polyndmes irréductibles distincts (normalisés)
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= f admet une représentation matricielle unicereblocs diagonale de la forme :
Cll

A =

LesC;; sont les matrices compagnons des polynomes)™:s ou

mip =mnip =Nz 2> -+

Mg = Ngl 2> Ng2 2>~

o oo oo

0

0

o oo o -

0

Clrl

0
0

0
0

0
0

0

0
0

0

0
0

0

0

oo oo

0

2 nl’l‘l

> N,

o oo oo o

Csrs

Vi, 4, on appelleP;(t)™ les diviseurs élémentaires dé

Exemple 3.5. Soit f € £:(R®) et soitm(t) =

minimal.

D’aprés le théoréme précédent, si on écrit :

my(t) = [Pr(0)™ [P2<t>1m2avec{

Les diviseurs élémentaires giene peuvent étre qu’une des suites de polyndmes sui-

vants :
@:{ (A" (P®)", (P
®): {(P(1))", (P2(1)", (Ps
©:{(A®)" (1) (P

avec le<’;; matrices compagnons correspondantes :
t?—t+3= (Pl(vt))1 =C=C[t2—t+3]= (

t2 — At 44— (PQ(t))Q:»CQEC[tQ—4t+4] = (

Q)
()

'}
'}

m1—1

=

(1), (P(1)) }

t—2= (Pz(t))1 = Cop = [ta] =

(2)

Pl()—tZ—t+3}

0
1

§

0
1

/)

—4

Py(t) =

-3
1

)

(t-2)
m2—2

(t2 — t + 3)(t — 2)? son polyndme

43

Donc f admettra une représentation matricielle ayant une des trois formes suivantes
(diagonales en blocs) correspondantes :

0 -3 0 0
1 1 0 0
1o 0o o -3
@19 o 1 1
0 0 0 0

0 0 0 0

oo oo~ O

OO OO

SO O OO

o

S O >

_ o O o oo

|
B~ oo oo

—~
O
~

OO OO+~ O

OO OO

OO O OO

o

S O >

SN OO OO

DO OO OO
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Chapitre 4

formes linéaires -
formes bilinéaires

1 Formes linéaires

1 Rappel de notations

— K= corps commutatif.
— FE, I’ =|espaces vectoriels skr(dimg £ = n ; dimg F' = m) .

- = esp. vectoriel dgs applications linéalres

— M (m, n)|= Esp. vectoriel des matrices (dian nm surkK) isomorphe &k (E, F')
— |[Cx (E)|= esp. vectoriel dgs endomorphismes Bl(dim Lk (E)| = n?)
— M, (K)| = esp. vectoriel des matrices carrées de dimensibsomorphe a
Lx(E

2 Formes (ou fonctionnelles) linéaires

Définition 4.1.
On appelleforme linéaire ou fonctionnelle linéairetoute application linéaire
¢ € Lk (FE,K) définie surE,

¢o: E—-K

Remarque 4.1. Les propriétés de linéarité qui caractérisenf les applications lingaires
de Lk (E, F) sont par conséquent vraies pour tgutce Lx(E,K) (ou simplement
F=K):

V(z,y) € B2, VXeK, ¢(xz+y) =)+ oy)
p(Ar) = Ap(x)

3 Dualité

L'espace vectoriel de toutes les formes linéaires/s@st un espace particuliére-
ment intéressant et on I'appelledeal de £ noté E* :

45
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Définition 4.2.
a) Le dual deF estE* 5Lk (FE, K)|; c’est un espace vectoriel skret

dimK E* = dimK ,CK(E,K) =nx1= dimK FE.
b) Le bidual deE est :E** = Lg(E*,K) , c’est-a-dire :
ye B o y: Lg(E,K) - K

Remarque 4.2.
a) On vérifie queE** et E sontlisomorphés. Par la suite, on identifiera le bidual
de F avecFE lui méme :E** = F
b) Dans diverses références on utilise souvent la notatiofou y*) pour un élé-
ment deE sans qu'il y ait une relation quelconque avec le vectewr E (ou
y € E) etlaforme linéairec* (ouy™*).

Exemple 4.1.
a) Soit{ay,--- ,a,} une base dK". Toute combinaison linéaire)(x) = Z a; x;

qui exprime le vecteur € K™ en terme des vecteurs de la b&Seest une fonc—
tionnelle (ou forme) linéaire ; historiquement, c’est la premiére foarteguelle
on a attribué le nom de la forme Ilnea|re

b) Soit{a;} une base d& etz € F: x = Z aq; : alors 'application
i=1
E—K

qb(i) : ) .
T — Qﬁ(l) (x) = a®

(00 est la(i)®M€coordonnée de € £ par rapport a la basg; }) est une
fonctionnelle linéaire suF, autrement dip) € E* (¢(*) appartient donc a

I'espace dugly (E, K)| de E).

Cette forme linéaire est appelée souvent (b&)emeprqecnon deF sur I'axe
a; et on note

6 = 7).
¢) Soit E = C[0, 1] 'espace vectoriel defonctions numériques continuesy(t)
sur [0,1]. Alors I'application :
o: C[O 1] —R
avecy — fo t)dt = ¢(y)

est une forme linéaire sa@i0, 1].
d) Soit{a;;} i = A € M, (K) une matrice carrée, alors{la trace

j=1,.m

[A] = Z Qi

est 'image ded par une fonctionnelle linéaire,

Tr: M,(K)—-K

Autrement dit)a trace d’'une matrice carrée est un élément du duaM’ (K)
de I'espace vectoriel des matrices carrées.
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Remarque 4.3. Représentation matricielle d'une € E*
D’aprés le théoréme général de I'isomorphisme (v. colirs h:

Lx(E,F)~ Mg(n,m)onaaussCg(FE,K) ~ Mg(n,1)

c’est-a-dire chague forme linéaigec E*, admet une représentation matricielle sous
forme dematrice-ligne, qui est la transposée de la matrice colonne correspondante, et
qui est uniquement déterminée par les imagesppde tous les vecteurs de la base de
E:¢=(a1,az, - ,ay) (vecteur ligne).
1
n
Donc siz = (21, ,2,)T € Ealors :¢(z) = (a1, a2, - ,a,) =2 a
T 1=1
Dans I'espace vectoridl* on peut définir une (ou plusieurs) base qui s’appellera
base duale. Le théoréme suivant établit coaestruction canonique d’'une base duale
a partir d’'une base donnée de

Théoréme 4.1.Base duale
Soit{a;}i=1,.. » Une base d& surK. Alors on définit une base d&* appelée
base dualede{a;} :

. . 1 sii=y
ar la famille suivantey;(a;) = 0;; = )
P ®ila;) = 3i {O sii#j
Exemple 4.2.
Soit B = {v1,12} une base d&? définie par B = {v; = (2,1),1n = (3,1)}.
Construction de la bagg* de R[]
D’aprés le théor. 1.1.1. il faut

d1(1n1) =1, ¢1(2) =0,02(11) =0, ¢a(12) =1 (B*.0)

On pose oy (x,y) = ax + by, ¢2(x,y) = cx + dy avec(a, b, c,d) € R
Pour déterminer les, b, ¢, d, on établit les deux systémes satisfaisant les condi-
tions(B*.0) de la base duale associéBa

01(2,1)=1 & 2a+b=1 - -
$1(3,1)=0 & 3a+b=0 = a=-1, b=3}
¢2(271):0 & 2e+d=0 B -
¢2(371):1 & 3e+d=1 = c=1, d= 2}

= Base duale d8 = {v,,1»}E
B* = {¢1(z,y) = —x + 3y ; ¢2(z,y) = v — 2y}

4 Annihilateur

Définition 4.3.
a) SoitE* = Lk(FE,K) et soitWW C E (sous-ensemble dE et pas forcément
sous-espace dg).
On dit quep € E* estun annihilateur deW siVw € W on a¢(w) = {0}.

LAttention : & ne jamais confondre la notation * du dual (exan®plé avec le symbole * qu’on utilise
souvent pour indiquer le complémentaire i (exampleR* . On précisera par la suite dans lequel des
deux cas on situe I'étude.
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b) L’ ensemble de tous les annihilateursideest un sous-espace @& appelé I
(espace) annihilateur déV et notéiv/°.

c) D’ une maniére analogue on définit 'annihilateur de I'annihilateur, naité°,
par:
WO ={zecE :¢(x)=0 V¢oec W

On a le résultat suivant :

Théoréme 4.2.
Sidimg F = n < oo et siWW est un sous-espace dealors :

i)y WO=w ii)  dimg W + dimg W° = dimg E

Remarque 4.4.
a) A ne pas confondre : poyt € Lk (E). Ker f etW? (avecW = Im f)

carKer f € EetW® c E*

b) Il'y a des références qui appellént® I'orthogonal delv’.

Exemple 4.3.

Soit W le sous-espace d&* engendré paw; (1,2, —3,4) eti,(0,1,4, —1). Cher-
chons une base de I'annihilateurdé On vérifie facilement que gi € R** annulev,
etvy (vecteurs de base d&). Alors il annule toute combinaison linéaire deetv,.
Par conséquent, on cherchera une base de I'ensemble des formes linéaires :

o(x,y, z,w) = ax + bycz + dw t.q.
qb(l/l) =0 etqb(l/g) =0

o 0(L2,-34) = a+2b-3c+4d=0
$(0,1,4,—1) = b+4dc—d=0

On obtient donc un systéme échelonné par rappertia c, d.
On a 2 parameétres libres alors :
1) sionpose=1,d=0
a=11, b=—4
c=1, d=0
donc¢y(x,y, z,w) = 1la — 4y + 2
2) sionpose=1,d= -1
on obtient la solutiom =6, b= -1, ¢ =0, d = —1
donces(z,y, z,w) = 6x —y — z

on obtient la solutio

Conclusion:
Lensemble{¢; = 11z — 4y + z, ¢2 = 62 —y —w} est une base de I'annihilateur
WO dew.
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5 Transposée d’'une application linéaire

Définition 4.4.

Soitf : E — F(f € Lx(E, F)). Pour toutp € F* (forme linéaire suir'), on
définit ITapplicafion Tinéaire composée :
ft = ¢ o f appelée ldaransposéeft(¢) de f. Autrement dit,

Bl 2 KRetft e B

pof=rfe)
Remarque 4.5.

a) D'apres la définitiof 4J4 ona € F* — f(¢) € E*.
Autrement dit, 'applicatiory? (transposée dg) est une application d&* (dual
de F') dansE* (dual deE) et on vérifie facilement qug’ est und applicatidn
[inéaire :

ft e Lx(F*, E*)
b) On vérifie facilement que : i, f2 sont 2 applications linéaires

= (fio f2)' = fa0 fi.
Tenant compte des isomorphismes :

{Lx(E, F) ~ Mxg(n,m)
{[,K(F*, E*> ~ MK(m, n)

On obtient le résultat suivant concernant la représentation matriciefié. de

Théoréeme 4.3.

Soit{a;}i=1,... » Une base d& (dimg E = n) et {b;};=1.... m UNe base d&"
(dimg FF = m). Si f € Lg(E,F), avecAy € Mxg(n,m), une matrice associée
alors :

La représentation matricielle d¢’ est égale a la transposée dg :

Ape = AT

Exemple 4.4. IMPORTANT !l Application - corollaire de plusieurs définitions et
théorémes)
SoientE, F' 2 espaces vectoriels avdong ¥ = n etdimg F' = m et soitf €
Lx(E, F).On montre que
rg f=rg f*".
a) On montre d’abord qu&er f* = (Im f)°. En effet,

a.l. Soitg € Ker ft C F* & fi{(¢) =¢of=0

etsoituc Im f ©3dveEtg.f(v)=ueF

= ¢(u) = ¢(f(v)) = (o f)(v) =0

eto(u) =0VueIm f=¢ec (Imf) = Ker ft C(Imf)° (al)
a.2. Soitc € (Im f)° C F* & o(Im f) = {0}

=VveE fi(o)(v) = (o0 f)(v) =o(f(v) =0

= fi(o)=0= o€ Ker fl = (Imf)° C Ker ft. (a.2)

Des deux conclusions (a.1.) et (a.2)Ker ft = (Im f)° c.q.f.d.
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b) Par application du t@.z pour I'annihilateir f)° ona:

dimg (Im f)° = dimg F — dimg(Im f) =m —rg f (b.1.)
En utilisant le théoréme du rang (v. coufsT) a I'application

ft:F* - E*ona:rg f! = dimg F* — dimg Ker f* = m — dimg Ker f*
En utilisant le résultat
a) = rg f' =m — dimg(Im f)° (b.2)
Application de (b.1.) au second membre de (b.2.)
= rgff=m-m+rgf=rgf c.g.f.d.

Exemple 4.5.
Soit ¢ la forme linéaire d&R? définie parp(x,y) = 3z — 2y.
On cherche les images gear les transposég$, f: des applications linéairefs, f, :
R? — R2
4 . fl(x,y,z) = ($+y,y+2)
déf. par :
P { fQ(x,y,Z) = ($+y+Z72x_y)

On aura:

(po fi)(@,y,2) = o(fi(z,y,2) = dp(x +y,y +2) =3(x +y) —2(y + 2)

= fll¢)=3z+y—2z
et
(@0 f2)(x,y,2) = ¢(fa(z,y,2)) = d(x +y + 2,2z — y)
=3xz+y+2)—22x—y)=—x+5y+3z2
= f3(¢) = —a + 5y + 32

Terminons cette partie du chapitre par le théoréme de changement de bag¥ dans
en utilisant 'isomorphismé&x (E*) ~ M, (K).

Théoréme 4.4,

Soit{a;}i=1,... n {b;j};=1,... »n deux bases d& et{¢;};=1.....—n {0j}j=1,... —n, leurs

bases duales associées dd/*. Alors si [l'application, qui transforme
{ai}i=1,... n €N{b;};=1,... n, @ COMMe représentation matriciele(matrice de pas-
sage), alors [lapplication transposée (qui transforme {¢;}i=1,... €N

{o;}j=1,.. —n a commeeprésentation matriciell§ P~*)* (matrice de passagéans

E*)
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2 Formes Bilinéaires

1 forme bilinéaire

Définition 4.5.

Soiently, F espaces vectoriels siit. On appellforme bilinéairesur £ x F.

Toute application

¢ : ExXF—K

(u,v) — ¢(u,v)
i) ¢laus +buz,v) = ad(ur,v)+bd(us,v)
i)  ¢(u,avr +bro) = ad(u,v1) +b(u,r2)

Autrement dit :

tq.Vu,u; € E, v,y; € F i=1,2etV(a,b) e K*0na:

¢ est linéairepar rapport a la premiere variable (vecteur)
¢ est linéairepar rapport a la deuxiéme variable (vecteur)

Remarque 4.6.
* Cas particulier : quan@ = F' la forme bilinéairep : E x E — K est définie
par i) et ii) surk?

Exemple 4.6.
Soit{a;} iz1.-.n = A € My(K) et|E espace vectoriel sﬂ]i} alorsv (z,y) € E?

cee,m

on associe & le polynéme :

n
fz,y) = Z Q5 TiY; = a11T1Y1 + a12T1Y2 + - + AppTnln,
ij=1

qui est une forme bilinéaire s#?. On écrit aussi :

hn
air a2 - Qin .
_ XTAY _ a1 Am
f(xvy)_ _(xlv"'axn)
An1 e Am )
Yn

ouX7T etY représentent les vecteurs ligne et colonne associéd 4 respectivement.

Exemple 4.7.
Soit¢, € E* et¢, € E* (deuformes linéairés sur) alors I'application :

f:ExFE—K
(u,v) = f(u,v) = ¢1(u)pa(v)
définie une forme bilinéaife sut? et est appeléproduit tensoriel.

Exemple 4.8.
Soit E = C[0, 1] (espace vectoriel des fonctions numériques continues sur l'inter-
valle [0,1]). Alors I'application :

f:co,1xCl0,1] - R

() — / £(t) y(t) dt

est une forme bilinéaire sug2.
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Remarque 4.7.
On vérifie facilement que I'ensemble de toutes les formes bilinéaires définies sur
E x F (resp. sutE x E) est un espace vectoriel dkret on le note :

Lo(E, F,K) (resp.L2(E,K) et(dimg Lo(F, F,K) = nm)
car
{Vf g€ Lo(BEK),(ue E,veF),(f+9)(uwv)=fluv)+g(uv)
VAEK, YV feLly(BE, FK) (A)(u,v)=A\f(u,v)

Théoreme 4.5. [ Base de I'espace vectoriel des formes bilinéaires]
Soit{¢1,- -, ¢, } une base du duak* et{oy,--- ,0,,} une base dé*; alors

on définit une base d&€, (F, F, K)|par la famille :

Le résultat suivant établit un isomorphisme entre I'espace vect8sigh, F, K)
et 'espace vectoriel des matric@gk(n, m), et donne la représentation matricielle
associée a touf € Lo(F, F,K) ainsi que la transformation de cette représentation
matricielle par un changement de base.

Théoreme 4.6.
Soit{a;};=1,... n, ung base dé&|(espace vectoriel sUf) et {b;};—1,... ., une base
de F' (espace vectoriel SUK) =

i) L'espace vectoriel £,(E, F,K)| des formes bilinéaires sutf{ x F') est[iso}

[morphe aM (n, m)|I'espace vectoriel des matricesx m surk :
Lo(E, F,K) ~ Mg(n,m)

(resp. pourE = F : Lo(E,K) ~ Mxg(n) espace vectoriel des matrices
carréesn?)
i) @) Atout f € Lo(F, F,K) on peut associer une représentation matricielle :
Af = {Ozij} i=1,-,n AVECQ;; = f(ai,bj)
: Jj=1,---,m N -

(resp. atoutf € L5(F,K), on associe uneatrice carrée
Ay =Aaid e
b) SiX etY représentent les matrices unicolonneside E ety € F respec-
tivement (relativement aux basgs; }; et{b,}, alors :
fla,y) =Y'A; X = X' ALY

iii) La matrice A}- associée & aprés unchangement de base

{ai}iz1, i {a}};=1... » (dansE) (ou X = PX' et P non singuliere)
QP — {b}}jzly... m (dansF) (ouY = QY" et@ non singuliere)

est donnée par la formule :
= Q'AP
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Remarque 4.8.

a) A constater qug(z,y) est une “matrice’l x 1 donc elle est égale a sa trans-

posée :
flz,y) = X'ASY = f'(z,y)

b) A comparer le résultat iii) du théorem€, = Q' AP avec la formule de "pas-
sage"A’; = Q" AP dans le cas oji est une application linéaife € L (E, F)

¢) SiF' = F alors le changement de base donne comme représentation matricielle
def e Lyo(E,F):

' =P'AP

* A’f et Ay sont appelées matrices congruentes.
Terminons ce chapitre avec une définition sur le rang del,(E, F).

Définition 4.6.
a) On appellerang d’une forme bilinéaire surE x E, (f € Ly(E, F)) le[rang

de Ta matrick4 ; associée.

b) Une forme bilinéairef € Ly(E, F) estnon dégénérégresp.dégénérég si
: dimg E . (resp. sirg f < dimg FE).



54

EISTI 17¢ année-Sup. Cours Maths pour I’Ingénieur par M.Manolessou



Chapitre 5

Formes bilinéaires symeétrigues
Formes quadratiques -
Formes hermitiennes

Rappels - Définitions - Propriétés - Remarques sur. les

— 3. Formes bilinéaires symétriques - Formes quadratiques
— 4. Formes bilinéaires alternées

— 5. Formes hermitiennes

Rappel de notations:

— K= corps commutatif.
— E, I =espaces vectoriels sir(dimg £ = n ; dimg F' = m) .
— [Ck (E, F)|= esp. vectoriel des applications linéaires
f :E— F (dimg Lx(E, F) = nm)
— [Ck (E)] = esp. vectoriel des endomorphismes Bur
f 1 E— E (dim Lk (E)|= n?)
— Ly(E, F, K) = esp. vectoriel des formes bilinéaires #ix F'
(dimg Lo(E, F,K) = nm)
— L5(E,K) = esp. vectoriel des formes bilinéaires #tix F;
(dimg L2 (E,K) = n?)
— Mxk(n, m) = Esp. vectoriel des dimensions: surK etisomorphda Lk (E, F)
etisomorphea Ly(E, F, K)
- M., (K)| = esp. vectoriel des matrices carrées de dimensfosur K et[iso]
morphe|a|Ck (E)| etisomorphga £, (E, K).

3

1 Formes bilinéaires Symetriques

Définition 5.1.
Soitf € Lo(FE,K). On dit quef est undorme bilinéaire symétrique

55
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Iy ExFE—K } ssi
© (@) e flay)

flz,y) = fly,z) V(z,y) € E?

Remarque 5.1.
D’apres I'isomorphisme : (v. th. 4.6)

Lo(E,K) ~ M, (K)

Toute représentation matricielleA; d'une forme bilinéaire symetrique
f € L2(E,K) est une matrice carrée symétrique caron a:

flo,y) = XTALY =YPA X = f(y,2) = Y'ALX = XTAY
4 XtA?Y = XtAfY 4 A} = Af

Le résultat suivant établit ldiagonalisationde toute matricel ; associée a une forme
bilinéaire symétrique’.

Théoréme 5.1.
Soitf € Lo(E,K) symétrique, et soil; € M,,(K) sa matrice carrée associée.
Alors, il existe une matric& € M,,(K) non singuliere(3 P~1) t.g. la matrice :

A; =P'A;P  soitdiagonale
Important!

Remarque 5.2.

a) D’apres la remarque du chapitré # la matriceA ; est congruente a la matrice
diagonale associée.

b) D’aprés le procédé d’échelonnage (v. codtd pd’'une matrice carrée, on peut
déduire gu’une matric® inversible du théoréme n’est rien d’autre que le produit
de transformations (matrices) élémentaires. Donc, une fagon d’oliér(bu
P! A4 P) est d’effectuer une suite d’opérations élémentaires d’échelonnage sur
les lignes et d’effectuer la méme suite d’opérations sur les colonnes.

Exemple 5.1.
Soit f € L2(E,K) symétrique aved ; € M, (K) définie par :
1 2 -3
Ap=12 5 —4 (matrice symétrique)
-3 -4 8

On utilise la matrice "bloc"
1 2 -3 10 0\ (LZ1)
ArD)=|92 5 —4 0 1 of (L2)
3 -4 8 00 1) (L3)

En appliquant les transformations :

L
(A, 1) 25 (AL, Py avee(zP) - { Iy = —2Ly+ 1L,
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et § /
(;,pﬂ))i(A;z,p<1>)avec(z§0>): g; _ %Cﬁcg
Cl = 30+
On obtient :
(CD(C3)(C3)
(4P 12 -3 1 0 o\ (L)
r 01 2  —2 1 o (L)
02 -1 : 3 o0 1) (La)
“ (CICE)(C)
(41, Py 1o o0 * 1 0 o0\ (&)
f’ 01 2 + —2 1 o (L%

02 -1 : 3 o 1) (L%

Ensuite on applique les transformations :

L/// — LI/
1 p(1) Iy n p(2) (L)y . /1// _ /1/
(A}, PYY) — (A}, P*¥)avec(Zy ) : ¢ Ly = Lj
Ly = 2L+ LY
et
¢ ) (©) o = o
(A}, PR) = (A}, PP avec(7,”)) - § o) = ¢y
o = 20y oy
On obtient finalement :
(CT)(CY)(Cy")
10 0 : 1 0 0
(A7, P = .
o1 2 : -2 1 0

00 -5 : 7 -2 1

et
10 0 : 1 0 0

AP =10 1 o ¢ —2 1 0

00 -5 : 7 -2 1

Donc la matrice de passage (non singuligPet sa transposé@’ sont définies par :

1 0 0
Pr=7MT" =2 1 o0
7T -2 1
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et
. . 1 -2 7
P=@ )y =@y =[o 1 -2
0 0 1
et la matrice diagonald ; associée & est
) _ 1 0 0
Ap=Af =10 1 0 |=PAsP
0 0 =5
Exemple 5.2.
Soit f € L2(E,K) avec:
1 -2 3
A;=1-2 6 -9
3 -9 4

Par la méme méthode détaillée ci-dessus, on obtient successivement :

1 -2 3 100
Ap,)=_2 6 —9 ' 01 0
3 -9 4 : 0 0 1

1 -2 3 1 0 0
TN :
(Apl) — (A}, PY) =10 2 -3 ' 2 1 of:
0 -3 -5 : -3 0 1
U (1) I§C) 1 p(1) bl ' . : Y .
(A, PV) — (A5, P ) =10 2 -3 92 1 of:
0 -3 -5 : -3 0 1
1 p(1) IéL) " p(2) LY ' L
(AfaP )—’(Afvp )=10o 2 -3 21 0o]:
00 —19 : 0 3 2
oo IO @) o 10 0 . 1 00
(AY,P) — (A7, P)=109 2 0 2 1 of:
0 0 —38 : 0 3 2

Donc finalement :
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et
120
Pt =" M)y =0 1 3
00 2
et
~ A 10 0
Ap=A =PAP=1{0 2 0
0 0 -38

2 Formes Quadratiques

Définition 5.2.
Pour toute forme bilinéair¢ € £,(E, K) symétrique on définit [forme quadra-
tique associéey; par I'application :

gr - EF—K
v—qs(v) = f(v,v)

Remarque 5.3 (Forme polaire d’une forme bilinéaire symétrique).
D’apres la définition précédente on autg(u, v) € E>

qu+v) = flu+r,u+v)
q(u) = flu,u)
qv) = [f(vv)

En "additionnant" ces égalités et par application de la bilinéarité et la symétfiede
aura:

q(u+v) —q(u) —qv) = flu,u)+ f(u,v) + f(r,u) + f(v,v)
—f(u,u)ff(lj,lj) :2f(u>’/)

= Jwv) = glawtv) — () ~ a(w) (r11.2.)

On appelle cette expression fiéa forme polaire de I'application bilinéaire symé-
trique.

Tenant compte des résultats précédents on ale :

Théoréme 5.2 (Représ. matricielle et f.canonique d’une f.quadratique).
i) Soit f € Lo(E,K) symétrique et soitl; = {a;j}i=1..n = {aji}i=1,n €
i PR
M., (K) sa matrice carrée symétrique associée alors :
= la forme quadratiques associée &, (V « € E) est donnée par :

q = XtAfX = Z AjjTiTj = Zaiixf + QZaijZCin (11122)
i=1

i,j=1 i<j

{a;j} = Ay estlareprésentation matricielle dg etrg ¢y =rg Ay =r

i) Deux formes quadratiques siif sontéquivalentes ssdeurs matrices sorgdongruentes
surk:

rgq =rgB'Af B=rg Ay =rgq
ou B est une matricron singuliére
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iii) Il existe une matrice inversiblé telle queB'A;B = A; matrice associée a
la nouvelle forme quadratiqugf soit diagonale.
< la nouvelle forme quadratique associéjes’écrit sous forme canonique

qf = Zaizxf (I11.2.3)

Remarque 5.4.
n
a) L'expressiong = > a;;x? +2 Y a;jz;2; €st un polyndme homogene par rap-
i=1 i<j

port aux variableg:; et est appelé le polyndme quadratique correspondant a la
matriceA ;.
Donc sachant la forme du polynbme homogénen peut sif n'est pas déter-
minée, trouver la représentation matriciefle (ou A,) en n’oubliant pas dans le
procédé inverse diviser par 2 les coefficiemtsavec: # j

b) Sir = (rg f =rgqy =rg Ay) = n alorsq; est ditenon singuliere
(sir < n = ¢y estsinguliere).

Exemple 5.3.
a) Soit:q(x) = 2% + 222 — 722 — 42122 + 8z 73 Alorsona:
1 -2 4 1 -2 4
¢g=X'AsX=X"|-2 2 0|Xdonc:A;=A,=|-2 2 0
4 0 -7 4 0 -7

est la représentation matricielle ge

b) On peut diagonaliser cette matrice par la méme méthode d’éehelonnage (v.
exemples précédents) expliquée auparavant, et trouver la matrice non singuliére
B € U3(R) t.q. Zlf = B'A; B soit diagonaledonc t.q.¢'(y) prenne sa forme
canonique par rapport@ avecX = BY. Autrement dit :

X' =Y'B'etX'A; X =Y (B'A;B)Y = Y'A;Y

On écrit
1 -2 4 1100
ApD=1-2 2 0 "0 10
4 0 -7 :0 0 1

Par des transformations successives sur les lignes et les colonnes, on obtient :

1 -2 4 1 0 0
(Af, 1) = (AP =19 _9 g * 9 1 ¢
0 8 -23 1 —4 0 1

1 0 0 1 00

= (ALPY) =1y 2 8 1 2 1 0
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1 0 0: 100
(A7, PW) = (AY,P@)=1g 9 g 1 2 1 0

0 0 9 : 4 41
1 0 0:100
= (AP = g 9 g 19 1 g
0 0 9 : 4 41

‘ 1 0 0
A=A =10 -2 0
0 0 9
et
100 12 4
B'=|(2 1 0o|,B=(BY)" =0 1 4
44 1 00 1

<=>/~1f :BtAfB

Donc finalement :¢(z) = ¢'(y) = y? — 2y3 + 9y3 forme canoniquedeq etq
estnon singuliére

Remarque 5.5.

On peut réaliser la réduction d’'une forme quadratique a une forme canonique par le
procédé dé&sauss-Lagrangequi consiste essentiellement a compléter successivement
les "débuts" des carrées.

Exemple 5.4 (la méme forme quadratiquey (Ex.[5.3)).

q = :E% + 2x§ — 7x§ —4x129 + 82123
= 2% —dx[xe — 223]) + 223 — T22
(22 — 421 (22 — 223) + 4(22 — 223)%] + 223 — 723 — 4(wg — 223)?
(1 — 29 + 423)% — 2(23 — 8xa73) — 2372
(1 — 29 + 423)% — 2(23 — 8z2w3) + 162%) + 923
(z1 — 229 + 4a3) — 2(m2 — 423)? + 923

On pose :
y1 = T1— 212+ 413 r1 = Y1+ 2y2 +4y3
Yo = To — 4x3 < Ty = y2+4y3 < X = BY
Yys = I3 r3 = Y3
(ou on reconnait la transf. associé&h
Donc:

a(X) =d'(y) = v — 293 + 93

Par la méme méthode on réduit la forme quadratiquesyr

Q(z,y,2) = 2% +y* — 222 + xy + 62
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a sa forme canonique par des transformations successives suivantes :

Qz,y,2) = x2+2m-(%—|—3z>+y2_222
2 2
= (z+2+32) — (S+32) +y—22°
2 3
= («T + 4 + 32) + 7y2 — 1122 — 3zy
2 4
Y 23 )
= (x+2+3z> Jri(y —4dyz) — 11z
_ Y 2 3 ) ) )
= x+2+3z —|—i(y—22) — 322 11z
2 3
= <x+y+3z> "'*(31—22)2—14,22
2 4
On pose :
wy = x—l—%—l—&z
wy = y-—2z & Q'(w) = wi + Swi — 14wj
w3z = =z

On obtient donc une forme canonique@ér, y, z)

3 Loi d’inertie de Sylvester

Si K = R on a le résultat suivant plus particulier pour une réduction canonique
"normalisée" qui a comme conséquence l'unicité de cette forme canohigjgifier-
tie de Sylveste}.
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Théoréme 5.3.
Soitq = X*AX une forme quadratique réelle. Alors il existe une application réelle
non singuliereB t.q. X = BW et t.q. la forme canoniqu¢ (w) soit donnée par :

P T
¢ (w) =q(z) = X'AX = W'B'AB)W = > wi - Y w} (IT1.3.1.)
=1 P+1

ou P est le nombre de termes positifsret g g

Remarque 5.6.
Supposons que d'aprés les méthodes du paragraphe précédent on ait obtenu pour
la forme canonique :

P r
q(y):ZSiyf— Z Sjyjz-avecSi>0 Vi=1,---,r
=1 j=P+1

L'application@ non singuliere t.q. :

Donc
L 0 0 00 0 O
V51
0 0 00 0 O
1
Y = QZ } 0 0 00 0 0
e At avecQ = v/ Sy
vto= 2'Q O 0 0 10 0 0
0 0 0 01 0 O
0 0 0 0 0 0
0 0 0 00 0 1

transformey en la forme canoniqué (2) = Z'(Q'A,Q)Z
=7'AZ

P N ;
ouq(Z2) =37} — > Z;avecrg A=rg A=r

i=1 j=1

Définition 5.3.
On appelléndice, le nombreP de termes positifs d’'unierme quadratique réelle
réduite en sa forme canoniqu€lll.3.1.).

Théoréme 5.4 ( Loi d'inertie de Sylvester ).

Toute forme quadratique réelle sliravecdimg £ = n admet une représentation
canonique du type (ll.3.19nique.
Autremcnt dit, siy admet deux expressions canoniques du type 111.3.1. alors ces deux
formesont le méme rang- et le méme indiceP.

Remarque 5.7.
On appelle signatur8y :
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a) d'apreés certaines références, le couply = (P; N) (IV le nombre de termes
négatifs) et .
b) d’'aprés d'autres références la différenc®y:= P — N.

Exemple 5.5.
La forme quadratique des exemples 111.2.1. et I11.2.2 (définieRsyr

q(z) = 2% + 223 — T2} — dz129 + 8123 @ 6té réduite a :
¢ =yi — 203 + 993

L'application non singuliére, définie péf;) :

Y1 =z / "
3 3 _ ) 49 —=q
R° — R 52:23 donne.{ ¢ = 22+ 922 — 222
3 = 22

et 'application non singuliére, définie péfs) :

Z1 = W1
R3 5 R3*{ 2o = wy/3 donne ¢ — ¢ avecq” = w? + Wi — w3
zZ3 = U)g/\/i

Le produit de ces deux applications est une application Lr(R®) avec matrice
associed3 définie par X = B, ou

T = wi+ %wg + v 2ws 1 4/3 V2
T2 = %ﬂ)g + g’wg donCBg =10 4/3 \/5/2
I3 = EU)Q 0 1/3 0

Cette application non singuliére rédgien sa forme canoniqueique:

1 0 O
¢ 2% ¢"w)=wltuwi-wie A,=[0 1 0
0 0 -1

Donc la forme quadratiqugest d'indice 2 de rang 3 et de signatuife = (2; —1) (ou
Sg = (1))

Définition 5.4 (Formes Quadratiques définies positives).

Une forme quadratique réelle edéfinie positive(resp. définie négative si son
indice P estégal & son ranget det.4, # 0 doncg = non singuliére - autrement dit
P=r=n(esp.siP=0et n=r)

Remarque 5.8.

D’apres la forme canonique de la loi d’inertie, une forme quadratique rdéfiieie
positive (resp.définie négative se réduit en unéorme canonique positive(resp.
négativépour tout ensemble de valeurs réellegyde R™.

n n
= yi>0|resp.gn=—» y7 <0
j=1

i=1
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Définition 5.5.
Une forme quadratique réelle est semi-définie positive (resp. semi-définie négative)
sir <netP =r(resp.sip =0etr <n).

Remarque 5.9.

Par analogie avec la remarque 111.3.3. et déf. 111.3.2., une forme quadratique réelle
semi-définie positive(resp.semi-définie négative est singuliére et se réduit en une
forme canonique :

T T
~ 2 ~ 2
qu:Zzi >0, r<n; resp.qsn:—szZO
i=1 j=1

Onale:

Théoréme 5.5.
Sig = X'A,X estune forme quadratiqui#finie positivealorsdet A, > 0.
Et voici quelques résultats sur les matrices associées.

Définition 5.6.

Une matriced, associée a une forme quadratique régfllest dite définie ou semi-
définie pos. (resp. déf. négative ou semi déf négative) selon que la forme quadratique
est définie ou semi-définie positive (resp. définie ou semi-définie négative).

Le critere de positivité pour les matrices est fourni par le :

Théoréme 5.6.
i) Une matriceréelle symétriqued est définie positivei 3 une matrice inversible
ctq.:
A=C'"C
i) Une matrice réelle symétrique de rangest semi-définie positive ssi une
matrice C' de rangr t.q. :
A=C'C

4 Formes Bilinéaires Alternées (Antisymétriques)

1 Formes Antisymétriques

Définition 5.7.
Une forme bilinéairef € £5(F, K) est alterné®u antisymétriqusi :

fr,v) =0 VveEAnti)

ou
& f(u,v) = —f(v,u) ¥ (u,v) € E* (Ant. ii)

Remarque 5.10.

On vérifie facilement que la condition (Ant. i) implique (Ant. i) et inversement.
On a le résultat trés utile pour la réduction des formes bilinéaires altefnées (antisymé-
firique$)(ou leurs matrices associées) donné par le :
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Théoréeme 5.7. (Décomposition en blocs d’'une matrice antisymétri-que)
Soitf € L5(F,K) alternée alors :
i) la matrice associée ¢, Ay estantisymetriqueA; = —Ajr
ii) pour toute matriced; (antisymétrique) il existe une matride non singuliére
t.q.
Ay =P'A;P

soit de la forme canonique diagonale par bl@sgvante :

0 1

(_10) 0 0 0 00 0 0

0 (_Olé)o 0 00 0 0

i 0 0 00 0 0
Ar = 0 0 0<_01(1]>0000
0 0 0 0 00 0 0

0 0 0 0 00 0 0

0 0 0 0 00 0

0 0 0 0 00 0 0

Le nombred, des matrice®locs antisymétriqueggale :
1 N bt
dr:§7’ ou r=rgf=rgAy=rgAy

Remarque 5.11.
a) On vérifie facilement que si est antisymétrique alors toute matrice :

B = P'AP
congruente & est une matrice antisymétrique car :
Bt = (P'AP)! = P!A'P = —P'AP = —-B

b) D’aprés le th. 1I.4.1. toute forme bilinéaire alterne (antisymétfique a un rang
r = entier pair (puisquer = 2d,, d, € N*).

Exemple 5.6.
On considére la matrice antisymétrique :
0 0 2 4
0 0 1 -3
A= -2 -1 0 -2
-4 3 2 0

Par une methode analogue (a celle des ex. 1ll.1.1, et 1l.2.1.), on cherche une matrice
P non singuliére t.gA = P! AP soit dans la forme canonique du théoréme I11.4.1.

18'€ transformation On échange la&M€et la £M€ligne de
(A.I) — (A", PD),
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26Me{ransformation On échange la 8M€et la 2MEcolonne dgA’, P(V).

0o 2 0 4 1 0 O
(W POy (a7 poy— [72 0 -1 =2 P00 1
o 1 0 -3 01 0
-4 2 3 0 0 0 O
3€Meyransformation On multiplie la £'€ ligne pari — (A", P@).
48Me{ransformation On multiplie la £'€ colonne
0 1 0 2 :1/2 0 0
} _ (A(ZV),P(Q)) _ -1 0 -1 -2 : 0 0 1
2 01 0 -3 : 0 10
-2 2 3 0 : 0 00
58Metransformation Echelonnage (entre®® et £Meligne)
68Metransformation Echelonnage (entre®"€et £ME€jigne)
7¢M€transformation Echelonnage (entre®l€ et £M€ligne)
88ME€transformation Echelonnage (entre®M€et £M€colonne)
98MEtransformation Echelonnage (entre®™[€ et #M€colonne)
0 1 0 0 /2 0 0
L (G0, ptay— |71 00 0 0 0 1
0 00 -5 ° —1/2 1 0
0 0 5 0 -1 0 -2
10BMeransformation On multiplie la £M€ligne par—1
118M€ransformation On multiplie la $M€colonne par—1
01 0 0°: 12 0 0
L (At py— [7L 0 00 0 0 1
0 0 0 1 ! 1/10 -1/5 0
0 0 -1 0 -1 0 -2
Donc
1/2 0 0 O 0 1
0 0 1 0 - i -1 0
t _ — Alzi) _ pt —
PP=1110 —1i5 0 o] &4=4 PAAP =14
-1 0 -2 1 0 O

= o o o

o o o

0
0
0

o O O
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5 Formes Hermitiennes

On supposera quE = C et E = espace vectoriel sU€ avecdimg E = n.

Définition 5.8.
On appelleforme hermitienneh, sur E toute application :

h: ExE — C
(u,v) — h(u,v) tg.

h soit[linéairg par rapport a la “premiére” variablgu) etanti-linéaire par rapport &
la “seconde” variable(v).
Autrement dit ¥V a,b,€ C, Vu,v,uy,us,v1,0 € EOna:
() h(auy 4 bug,v) = ah(uy,v) + bh(ug, V)
(i) h(u,avy + bvy) = ah(u,vy) + bh(u, vs)
) = Rea)

) o .| Rea
la notationa, b signifie “complexe COHJUQUG{ Im(a) = —Im(a)

Remarque 5.12.
a) On peut définir une forme hermitienne duien prenant un couple de conditions
équivalentes aux (i) et (ii) :

(i) et (i) < (et (i) : h(u,v) = h(v,u)

b) La propriété (ii) donneli(u, u) = h(u,u) donc
Im(h(u,u)) = Im(h(u,uw)) = —Im(h(u,u))
Im(h(u,u)) = 0
h(u,u) € R

Définition 5.9.
a) pne matriced avecA = {az-j};j_’.'._.' - est ditematrice hermitienne
Si

aij = Gjj

(Conséquenced;; = a;; = a;; € R).
b) On définit lamatrice adjointepar :

AF = At
Remarque 5.13.

Une[matrice hermitienhe satisfaitl:* = A (A est égale & §a matrice adjoime).

Remarque 5.14. y
Deuxlmatrices hermitienries4, A sontcongruentes au sens de Hermitai il
existe une matrice non singuliefet.q.

A=P'A-P

Remarque 5.15. -
Soit A une matrice hermitienned(= A* = A?). Montrons gque d’apres les défini-
tions qui précédent, la forme :

hX,Y)=X'AY V(z,y)eExE (E=C")
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définit ung forme hermitienhe s@® car : soit(a; b) € C?

h((aX1 +bX2),Y) = (CLXl thg)tAY_: (CZX{ +bX§)AY
= aX!AY + bXLAY = ah(X1,Y) + bh(X2,Y)
(5.5.1)

(linéaire par rapport a IaéIevariabIe).
De méme, si on utilise le fait quE? AY est un scalaire donc égal a son transposé :
(XTAY) = (X'AY)

On aura aussi :
W(XY) = (XIAY) = (XIAY) = VIAIX = YIA*X = Y'AX = h(Y, X)
~ (5.5.2)
) et ) montrent que) et (i) de la définition d’'une forme hermitienne (v.

remarque_5.72) sont vérifiées.

= h(X,Y)=X'AY  estunéforme hermitienhe

Remarque 5.16.D’une maniéere analogue que pour les formes bilinéaires , on définit
uneforme quadratique hermitienng () associée & ung hermitienneh par :

qlv)=h(v,v) VYveE

D’apres la remarqug 5.]12 b)
q(v) eR

Pour la représentation matricielle d’'une forme hermitienne, sa forme polaire et sa ré-
duction en forme canonique on a le résultat suivant :

Théoréme 5.8.
Soith une forme hermitienfie s alors :
i) Pour toute baseB = {e;, - ,e,} de E, la représentation matricielldd =
{ni;} =1 deh est donnée par :

ni; = h(ei, e;) ;

H est ung matrice hermitienpe (ayant donc des éléments diagonaux régls :
Rou

nii = h(ei,e;) = hiei, e;))

i) La forme polaire d’une forme hermitienne en termes d¢ sa forme quadratique
hermitienne associée est :

h(u,v) = F(alutv) — alu— )+ (gl + i) — gu— ).

i) 1l existe une base (donc une matriéenon singuliere) dan# t.q. la représen-
tation matricielle H associée soit diagonale :

(H=P*HP)
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La forme canonique déf est:

G Ié’ _IO 8 P = indice deH
o 0 6*” g| 7= rang deH

Exemple 5.7.
1 142 2-3i
Soit H = |1-—2i 5 —4 — 2¢| par la méthode d’échelonnage utilisée
2430 —4+2i 13
aux paragraphes précédents, on détermine une matriag C = P*HP a la forme
canonique du théoréme. Les étapes (en résumeé) sont :

1 142 2-3i 1 0 0

(A1) = |1 _9; 5 —4-2 0 1 0|
24+3i —4+2 13 S0 0 1
1 0 0 : 1 0 0
0 0 5 © —1+2 1 o =14,PY]
0 -5 0 : —-2-3i 0 1
1 0 0 : 1 0 0
(AP - (A" PPN =g 10 5 ° 2 1 |~
0 -5 0 —2-3i 0 1
1 0 0 1 0 0
010 0 ° 2 1 4| =14",P¥)
0 0 —-25 : —20—20i 5 5
1 0 0o 1 0 0
(A", PO - (AW PWy= 1o 19 o 2 1 i
0 0 —250 : —20—20i 5i 5
i _ 1 0 0
=C=A" =10 10 0
0 0 -250
Donc :
~ 1 0 0
C=P'HP < etP" = 2 1 4

—20(1+1i) 5i 5
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Remarque 5.17.
a) D’'aprés le théoreme précédent toute forme quadratique hermitiean& * H X
admet une forme canoniqltew € E (E = C™).

P r
h(w,w) = Z@lwl — Z ’lI)jU)j IV.1.0
i=1

j=p+1

ou P est l'indice etr le rang de la forme quadratique hermitienne, ou de la
matrice H associée.

b) Deux formes hermitiennes sont équivalentes ssi elles ont le méme indice et le
méme rang-.

Exemple 5.8.

Soit i la forme quadratique hermitienne s qui admet comme représentation
matricielle H € M;3(C) une matrice définie par I'ex. précédefn peut trouver la
forme canonique d& (associée & € M3(C)) suivantey z € C? :

h(I,I) = ilxl +f2$2 — 1_73563 = ‘I1|2 + |CC2|2 — |l’3|2

Définition 5.10. Formes hermitiennes définies positives
On dit gu’'une forme hermitienng non singuliére(r = n) sur C" estdéfinie
positivesi la f. quadratique associée vérifie :

h(z,z) =X*HX >0

Autrement dit, sit = p = n (L'indice est égal au rang).
La matrice H associée est dite aussi définie positive.
* Une déf. analogue est valable pour une f. hermitiedé®nie négative

On a le résultat suivant :

Théoréme 5.9. Une forme hermitienne est définie positea il existe une matrice
non singuliereC € M,,(C) t.q. H = C*C

Définition 5.11. Formes hermitiennes semi-définies positives (ou positives)

Une forme hermitienne est semi-définie positive ou positive si la forme quadratique
associée satisfalt(x,2z) = X*HX > 0 (ou sir = p < n). On dit que la matrice
associée est positive (ou semi-définie positive).

* Une définition analogue est valable pour les f. hermitiennes semi-définies néga-
tives.

Définition 5.12.
a) Une applicatiomh : Ex E— C

(u,v) = h(u,v), (u,v) € E?
i) h estlinéaire par rapport a

1) h(u,v) = —h(v,u)
b) Unematrice antihermitienne H satisfait :

est diteantihermitienne si :

H*=-H
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Remarque 5.18.
Si H est hermitienne alors on vérifie que :

H = —1A ouA = —iH avecA antihermitienne.

D’apres cette propriété et la réduction d’'une matrice hermitienne ou sa forme hermi-
tienne associée, onale:

Théoreme 5.10.
i) Si h est une forme antihermitienne alors toute représentation matricielle par
rapport a une base donnée, est une matrice antihermitiehne
i) Il existe une base (ou une matrié@non singuliere) dan# t.q. la représenta-
tion matricielle A;, soit diagonale :A;, = P* A, P.
La forme canoniqué?h est:

} il 0 ou
B,=|0 —il,_, O P = indice de — Ay,
0 0 0 r = rang deA,;,



Chapitre 6

Espaces Préhilbertiens Espaces
Vectoriels Normés

Rappels - Définitions - Propriétés - Remarques sur les
I. Espaces préhilbertiens (Unitaires - Euclidiens)
Il. Espaces Vectoriels Normés

1 Espaces Préhilbertiens - Orthogonalité
1 Produit scalaire - Espaces Préhilbertiens
(Euclidiens-Unitaires)

Définition 6.1.
Une{forme hermitienné est non dégénéréei(u, u) = 0 ssiu = 0

Définition 6.2.

SoiffE"un espace vectoriel sur le corps (commutakif)

On appelleproduit scalaireune/forme hermitienfie définie positive non dégénérée,
notée( , ) définie surE, autrement dit, un produit scalaire sur vérifie :V a,b €
K wui,us,u,v€F

(P.S.1) (auy + buz,v) = aluy,v) + blug, v)
(P.S.2) (u,v)=(v,u)
(P.5.3) (u,u)>0et{u,u) =0ssiu=0

Un espace vectoridl muni d’un produit scalairé , ) est un espacgréhilbertien.
SiK =R, le produit scalaire est alors une forme bilinéaire symétfiquéisuiespace
E est trés souvent appelé espace Euclidien

Un espace Préhilbertien siir= C est appelé aussi espace Unitaire

Remarque 6.1.
D’apres les propriétés (P.S.1) et (P.S.2) on vérifie I'antilinéarité du produit scalaire.

B - Vo ouv,rn ekl
(u, avy + bra) =a<“’yl>+b<u’y2>{ v Z,byleﬁ

73
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Exemple 6.1.
a) £ = R" Produit scalaire habituel :

V z={z1,...,2,} ER", y={y1,...,yn} €R"
S =rey= B
= (R, (,)) espalc_e Euclidien.
b) E = C™ Produit scalaire habituel :
V u= {al,...,an}ne C"v={b1,...,bp} €C"

= (u,v) =u-v=> ab
i=1

= (C™, (,)) espa::_e Unitaire.

Exemple 6.2.
a) SoitE = Mg(m,n). Alors la trace (somme des éléments diagonaux) du pro-
duit (B*A) V A, B € Mg(m,n)) définit un produit scalaire :

(A,B) = Tr(B'A) = (Mg(m,n)(, )) espace Euclidien

Notons qug B*A) € M.,,(R) donc la tracel'r(B*A) a un sens.
b) SoitE = Mc(m,n). Alors la trace dé B* A) définit un produit scalaire :

(A,B) =Tr(B*A) surMc(m,n) (Mc(m,n), (, )) espace Unitaire

Exemple 6.3.
a) On considére I'espace vectori&la, b] des fonctions numériques continues sur
[a,b] C R (avecO < a < b) alors on définit la forme bilinéaire symétrique :

b
(f.9) = / F()g(t) dt

qui est un produit scalaire sdfa, b] donc Cla, b], (, )) estun espace Euclidien.
b) De méme, sif etg sont des fonctions continues complexes, sur I'intervalle réel
[a,b] C R, on définit la forme hermitienne définie positive :

b
(f,9) = / f(t)g(t) dt avech > a > 0

C’est un produit scalaire sul:[a, b] 'espace vectoriel des fonctions continues
complexes sur l'intervalle rég, b]

= (Ccla,b], (, )) espace unitaire
Exercice: A vérifier que dans tous ces exemples on a bien un produit scalaire.
Exemple 6.4.
Espace’? : {Espace des suiteX = {X;};cn Vérifiantz; € R io: |25 |? (400
(Séries de carré-sommables)} =

La forme bilinéaire symétrique(X,Y) = > z;y; définit un produit scalaire sur
=1

£2 donc(¢? ()) est un espace Euclidien.

On ales résultats fondamentaux suivants connus sous le nom d’inégalités de “Schwartz
et resp.“triangulaire” qui sont trés utiles pour les applications et les démonstrations
d’autres propriétés des espaces préhilbertiens.
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Théoréme 6.1.Soit (£, (, )) un espace préhilbertien , alorsv: (z,y) € E?
i) (2, y)|* < (x,2)(y,y) (In. de Schwarlp
i) (z+yz+y) <lr,2)+/(vy)

2 Orthogonalité

Définition 6.3.

Comme en géométrie ordinaire &8 ou R?, on dit qu'un élément € E (E, ()
espace préhilbertien) est orthogoal € E si (z,y) = 0. Notationz L y.
rappel: en langage élémentaicesg =0 ¢ = 5 dansR®

FIG.6.1—(Z,2) =0; (Z,9) =0; (¢,2) = 0.

Toujours avec I'hypothesg E, ( , )) espace préhilbertien

Définition 6.4.
a) On appelle orthogonal de € E et on noter' I'ensemble des éléments de
orthogonaux &
et ={ye B : (zy) =0}

b) SiM = sous espace vectoriel dE(( , )), alors 'ensemble :

M*={yecE: (z,y)=0 VzecM}= ﬂxL
zeM

est appelé I'orthogonal d&/.

Remarque 6.2.
Siz € M etz € M+ ona(x,z) = 0 et daprés la propriété du produit scalaire
ceci équivauta& = 0d'oule:

Théoréme 6.2. Soit (F, {, )) espace préhilbertien €/ sous-espace vectoriel dg

alors :
M(\M* = {0}
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2 Espaces Vectoriels Normés

1 Norme d'un vecteur

Définition 6.5.
Soitz € F (F espace vectoriel sUK)
On appellenormede« sur E, toute fonction (notég - ||)

| - : F—R"
x +— ||z|| qui vérifie les conditions suivantes :
N1 |z[[=0&2=0
N2zl =M lzll, V(A e K, z € E)

N3z +yll < llzl + Iyl ¥ (2, y) € E?
* E muni d'une norme, notéH, || - ||) s’appelle espace vectoniel normé

Exemple 6.5.
a) E = R. Lafonctionz — |z| est une norme suk. DoncR muni de la norme

“valeur absolue” est un espace vectoriel normé.
b) E = R*. On définitN; : R*¥ — R*, i =1,2,3, par

N.
= (v1,72,...7%) —> ||+ |z + ... + |2k = No(2)
N
= (v1,72,...7x) —> sup{|zi|,|zal,...|zkK|} = N3(2)

On montre facilement qu&,, N», N3 définissens normes sulR”, et que :

Ns(z) < Ni(z) < Na(z) < k N3(x)
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Ni(z) <1 No(z) <1 N3(z) <1
1
1 1
/ m 0 0
1&/ 1 1 1 1 1
-1
-1
-1

FiG. 6.2 — Représentation graphique des noriiesN,, N3 surR?

Définition 6.6. Normes équivalentes
Deux normesV; et N, définies sur un espace vectoriel sont équivalentesssik, €
R*T t.q.
k1N <Ny < kolNy

Exemple 6.6. Les normesV,, N,, N3 définies suR* dans I’exempl@S sont trois normes équivalentes

(deux a deux).
Dans un espace préhilbertien (espace vectoriel muni d'un produit scalaire), on peut

toujours définir une norme :

Définition 6.7. Norme dans un espace préhilbertien
Soit (F, {, )) espace préhilbertien, alors I'application :

E —RT
z =zl = (@, 2)
définit une norme surK, ( , )) donc (£, || - ||) est un espace vectoniel normé.
Exemple 6.7. (A vérifier)
Y E=C" YueC" (v.ex. 1.1.2.b)
lull =/ [; luil?
b)
E =Ugr(m,n) avec(A, B) = Tr(BTA)  (v.ex.1.2.a)
= VAelUr(m,n) ||A] =+/Tr(ATA)
c)

E = Mc(m,n) avec(A, B) =Tr(B*A)  (v.ex.1.2.b)
= VAe Mc(m,n) |A]=+Tr(A*A)
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d)
E = Cla,b] avec(f, g) f F(®)gt)dt (v.ex.1.3.a)
=V f e Clab |1l = /S f2 1d

e)
E = C.[a,b] avec(f, g) ff t)ydt (v. ex.1.3.h)
= ¥ [ €Ccla, ) 1 f] =/, If ) |2dt

f)

E=¢ (v.ex.1.4) Espace de suites, ave¥ = {z;}icn Z |22 < +oo

i

avec
(X,Y) = Zl‘iyi = || X| = Z |z
i=1 \ i=1



Chapitre 7

Normes matricielles
Operateurs Normaux -
Autoadjoints - Unitaires
Appl. de I'Algebre linéaire a
I’Analyse numerigue

1 Systémes Orthonormaux

1

Définition 7.1.
SoitE, () un espace préhilbertien de dimension quelconque. La famille d’éléments
deFE:
F={u;i€ICN |u, € E, Vie I}

est un systéme orthonorm@abur £ ssi

1 sii=j
U, Uj) = 7.1.1
(uis ) {0 it (7.1.0)
Autrement dit les éléments desont de normé et ils sont orthogonaux deux a deux.
Si en plus les:; sont linéairement indépendants et engendrent I'esgadeut entier,
on dit queF est_une base orthonormaeur F.

Etant donné une base quelconddie E, on peut toujours en construire une autre
qui serait orthonormale, par le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt qu’on
présente ci-dessous, ainsi que I'algorithme associé :

Théoréme 7.1. Orthonormalisation de "Gram-Schmidt"

Soit (£, { )) un espace préhilbertien, et soit la suite (finie ou infinie) de vecteurs
linéairement indépendants de:

U = {up,us,...,un,...}. Pour toutn soit L,, le sous-espace d& engendré par
U, = {U(),’U,l, - ,un}. Si:

79
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Yo=wuetvn>1 41 =1un+1 — Pr,(u,+1)0UP;  estlaprojection ortho-
gonale deu,, sur L, alors:
= La suite{v,, } est un systeme orthogonal et pour taues vecteurs)g, 1, . .

engendrent,,.

o Y

On en déduit I'algorithme pratique suivant :

Algorithme 7.1.
Algorithme d’orthonormalisation (Gram-Schmidt)
Soit (£, ( )) espace préhilbertien.
A partir deltd = {ug, u, ..., un,
on construit :

..} systéme de vecteurs linéairement indépendants,

a) ¥ ={vYo,¥1,...,%n,...} systeme de vecteurs orthogonaux
etb) ¢ ={¢o,01,...,0n,...} Systétme de vecteurs orthonormaux
On pose
o = ug bo = o
%ol
et pour toutn > 1
w n—1
On = avecy,, = u, + Z Ain®i
[4nl £
détermination des  \;, , (comme on doit vérifier I'orthogonalité) :
j=0,1,....n—1
<¢n7¢j> :OVJ = 1,...,n— 1 0= <Un,¢j> +>\]n = )‘jn = _<un;¢j>
=
n—1
Up — Y (Un, §5)0;
7=0 Yn
$o = j On = = (7.1.2)
lluOII n-1 [¥n]|
Un — (tn, ¢j>¢j
7=0
Exemple 7.1. Polyndmes orthogonaucas des Polynémes de Legendre
On considére I'espack,; muni du produit scalaire(f, g) f flx
Soit le systemed = {ug(z) = 1,u; () = z,uz(z) = 22, .,un(m) =" ,...}.

Application de l'algorithme d’orthonormalisation donne :

1 1
uo :1dOnC ¢0 = ﬁ = ﬁ (713)
J dac]
2
+1 T 1 0
P = uy — <U17¢0¢0—$—flﬁ 7 =z :
S mretg = o T T =[S (714)

[l ] 1 27
f1x2dx 3
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En continuant de la méme facgon on trouve :

Vo = 2% — (22, 1)1 — (2%, do) o

3 +1 . +1 Y
ona: (z%,¢1) =4/= [ 23dz=0et(z? ¢¢) = —= [ 2%de = —
2 3

1

\/571
1 +1 1 9 g
A = ae) = et = [ (- 3) do= 5
Po(z) T -3 5322 — 1
o) = e = 2ot =3 (7-1.9)
N
71, . e

et ¢s(z) = \/; 5(5x —3z) (A vérifier!) (7.1.6)

C’est la méthode (pas la plus rapide!) canonique pour engendrer les polynémes de

Legendre normalisés :
2n+1
On() =1/ 5 P, (x) (7.1.7)

2 Normes]|| ||, - Inégalité de Holder

Présentons sans démonstration le résultat suivant

Théoréme 7.2.
Soit E un espace vectoriel avelimg £ = n < oc.
i) Pour tout nombre réep > 1, I'application || ||, définie par :

I llp: E—RF
1/q
w vl = | S e

est une norme suf. N
i) Soitp >1etg>1lett.q—+—=1alors:
p q

V (u,v) € E? on ala généralisation suivante de I'inégalité Cauchy-Schwartz :

n n p o 1/q
§]mwsLZWH] b]mﬂ (7.2.8)
=1 =1 =1

(Inégalité de Holder

Remarque 7.1.

a) Pourp = ¢ = 2 on retrouve la norme "Euclidienne" et I'inégalité Cauchy
Schwartz.
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b) Linégalité de la 3eme propriété de la norie ||, (Sous-additivité) est souvent
utilisée sous le nom d’inégalité Minkowski

lu+vlip < llullp + 7]l

1/p 1/p

+

1/p
[Z jwi +uilP| < [Z P > |ui|1’1 (7.2.9)

c) Lesnormeg| - ||, sont toutes équivalentes car :

Théoréme 7.3.
Dans un espace de dimension fitoetes les normes sont équivalentes

3 Normes matricielles

En ajoutant une propriété supplémentaire dugropriétés fondamentales défi-
nissant une norme sur un espace vectoriel, on peut fAdpifK)|d’une normematricielle

Définition 7.2.
SoitA € M,,(K). L'application|| - || : M, (K) — R™ est une norme matricielle
si les propriétés suivantes sont vérifiéaésA, B € M,,(K) , Va € K,

Al >0; et [|[Al=0< A=0

Al = [af [[All
[A+ B[ < [lA]l + Bl
[AB|| < || Al[|| B
Exemple 7.2.
On considéreC™ espace vectoriel normé, muni des normes (équivalentes) vecto-
rielles :
vl =22 |l

vueen = IWl= [S il = )"
K3
[)loc = max us

alors on montre que les applications suivantes définissent des normes matriciellet,d@ns
,etv A e M,(C):
— i)

A
||A||1 = sup H I/Hl
v#£0 vl
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— i)
A
Al = sup V12
P
— iii)
A
Al = sup 1271
8 e

On présente le résultat qui donne un moyen simple pour construire une norme ma-
tricielle a partir d'une norme vectorielle.

Théoréme 7.4.(Norme matricielle subordonnge

Soit C™ I'espace vectoriel normé, (isomorphe a tout espace vectorielCsute
dimensiom) muni de la norme vectoriellg - ||,

= L'application

I llm s Ma(C) —RT
A = [l Al

ou
[Allm = sup||Av]| = sup [|Av||
veCr veCr
<1 vf=1

(i) est une norme matriciellappelée norme matricielle subordonné&da norme
vectorielle|| - ||
(i) [[Av]| < [|A[Lmllv] Vv eCm

Exemple 7.3.
1. Les normes définies par Ex.J.2 sont précisément des normes matricielles subor-
données aux normes vectorielles associées.
2. Lapplication| - ||z : M, (K) — R définie par

1/2

1Az =S D lail?
i

est une norme matricielle mais non-subordonnée a une quelconque des normes
vectorielles deC™ (ou E ~ C™).

4 Adjoint d’'un opérateur

1

Dans tout ce paragraphe (4) on considere un espace préhilb@itién) de di-
mension finie dimg F = n < co.
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Définition 7.3.
Soitf € Lk (FE) (opérateur linéaire ou endomorphisme dtiy. On appelle opérateur adjoint
de 'opérateurf et on notef*, I opérateur uniquegui vérifie :

(f(u),v) = (u, f*(v)) ¥ (u,v) € E? (7.4.10)

Remarque 7.2.
SiI'espace préhilbertie®’ est de dimension infinjen ne peut pas toujours définir
I'adjoint d’'un opérateur linéaire sur. On montre facilementle :

Théoréme 7.5.
Soientf, g € Lk(FE) alors :
i)
(f+g) =f"+g; M)*=Af* VieK
(K=RouC)
(fo) =g f 5 (f*)=firgfr=rgf

i) Si Ay € M,,(C) est la matrice associée fapar rapport a une base orthonor-
male,
= la matrice A;- associée &* par rapport & la méme base orthononnale est
la “matrice adjointe”

éf_
(= transposée de la complexe conjuguéefdes Ap = A} = A?

Exemple 7.4.

Soit f € L (C?) défini par :
flz,y,2) = (x+jz, y+6jz, 4o+ (2 — j)y + 5z) alors dans la “base canonique” de
C3ona:

1 0 o 1 0 4
Ap=1{0 6j | =Ap =4, =0 1 2+j
4 2—-5 5 —j —6j 5

—_

2 Opérateur Normal

Définition 7.4.
Soitf € Lx(FE).Onditquef est un opérateur normal siil commute ageo adjoint
fr=rr
Exemple 7.5.

Soit f € Lx(F), alors I'opérateuy f* (resp.f* f est un opérateur normal car :

Sy =5 =M =Ear
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3 Opérateur Autoadjoint (ou Hermitien)

Définition 7.5.
fe est un opérateur autoadjoirfou opérateur_hermitiensi il est égal a
son adjoint . f = f*.

Exemple 7.6.
L'opérateurf f* (ou f*f) de I'ex.[7.% est un opérateur autoadjoint puisqu’on a

montré qug f f*)* = f f*.

4 Opérateur Unitaire

Définition 7.6.
U € Lk (F) est un opérateur unitaire si il est non singulier et il vérifie :

U-t=yu*

Proposition 7.1.
Dans un espace vectoriel normé, tout opérateur unitaire conserve les noanes

(E,| - |) YueEetU'=U*
= [|Uu]® = (Uu, Uu) = (u,U*Uu) = (u,u) = ||u]]?

Remarque 7.3.

Dans les espaces Euclidiens (préhilbertiens réel&carR) les opérateurs autoad-
joints (resp. unitaires) sont les opérateurs symétriques (resp. orthogonaux) et les ma-
trices associées hermitiennds = Ay = A} (resp. les matrices associées unitaires
U~! = U*) sont les matrices symétriques= A” (resp. orthogonale®—! = O7).

On peut montrer facilement le théoreme suivant :

Théoréme 7.6.
Dans un espace préhilbertidit, ( )) (resp. danfM.,, (K)).
i) Tout opérateur autoadjoint (resp. toute matrice hermitienne) est un opérateur
normal (resp. est unmatrice normaleAy Ay = Ay« Ay),
il) Tout opérateur unitaire (resp. toute matrice unitaire) est un opérateur normal
(resp. est une matrice normale).

Résumons les résultats précédents sur le tableau ci-dessous

Espaces Préhilbertiet&, ( ))

Espaces UnitaireE = C \ Espaces EuclidierE = R
Opérateursf € Lk(E) normauxf f* = f*f
(MatricesA; € M,,(K) normales)
Opérateurs Autoadjoints < Opérateurs Symétrique
(Matrices Hermitiennes)| < (Matrices Symétriques)
Opérateurs Unitaires | < Opérateurs Orthogonau
(Matrices Unitaires) < (Matrices Orthogonales

[

x
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En Physique (Mécanique Quantique) et en Analyse Numérique, on étudie et on uti-
lise trés souvent des opérateurs (ou des matrices) particuliers comme ci-dessus d’ou
'importance du théoréme fondamental de la réduction des matrices (ou leurs endo-
morphismes associés) normales, hermitiennes, symétriques, unitaires ou orthogonales,
gu’on présente sans démonstration (Exercice!).

Théoréeme 7.7.
Etant donné une matrice normalke e M, (K),
i) Il existe une matrice unitair& € M,,(K), telle que la matrice :
A = U~ AU soit diagonale.
i) a) Les éléments diagonaux de la matridedu i) sont les valeurs proprede la
matrice normaleA.
b) Si A est unematrice hermitienne(resp. unitaire) lesvaleurs propressont
réelles (respcomplexegie module 1).
iii) Les vecteurs colonnes de la matrice de passage unifdigont les vecteurs
propres deA et forment une base orthonormale @&.
iv) SiA € M, (K) est hermitienne les vecteurs propres associés a la méme valeur
propre A € R forment une base orthonormale du sous-espace propre asgcié

5 Opérateurs Positifs

Les opérateurs hermitiens (ou matrices hermitiennes) fournissent aussi des infor-

mations sur la “positivité” des opérateurs dans un espace préhilbertien, par le théoréme-
définition suivant :

Théoréme 7.8.( Opérateurs Positifs)

Soit P € Lk (F) les conditions suivantes sont équivalentes.

(a) P est positif (resp. défini positif).

(b) P =T?ouT estun opérateur autoadjoint (resp.= 72 ouT est autoadjoint
non singulier)

(c) P = S*S pour un certainS. (resp.P = S*S ou S est non singulier)

(d) P estun opérateur autoadjoint éP(u),u) > 0 Vu € E (resp. P autoad-
jointet(P(u),u) >0, Yu#{0} €FE)

6 Rayon Spectral - Théoreme Spectral

Définition 7.7.
On appelle rayon spectral d'un opérateuffc Lx(E) (ou d’'une matriced; €
M,,(K)) le plus grand des modules des valeurs propreg de

p(A) = max{|\;(A7)] L<i<n} (=rayonspectral ded )

On peut montrer (v. TD. 5) la propriété utile suivante pour les normes matricielles
| All2 définies plus haut.

Théoreme 7.9.
SiA € M, (K), alors:
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. déf sup ||Au

) Ja, © 2l T - VA

ii) Si| - || estune norme matricielle (subordonnée ou pas), alors :
p(A) <[l A]l

iii) La norme || A, est invariante par transf. unitaire.
iv) Sila matriceA est normale alord A||z = p(A).

On présente finalement un résultat important pour ses applications en Mécanique
Quantique et Analyse Numérique, le théoréme qui établit la décomposition d’un opé-
rateur (ou de sa matrice associée) en projections orthogonales.

Théoréme 7.10.(Th. spectral)

Soit f un opérateur normal sufE, ( )) (resp. matrice normalet ;+)
= Il existe des opérateurs "projections orthogonalgs,'fo, .. ., f, sur E et des sca-
laires A1, Ag, ..., A\ (€ K) tels que :

) f=Mfi+Xfot+. A fr

(i) it fot. .. . fr=1

(i) fifi =0 Vi#j

Exemple 7.7.
Supposons avoir effectué la réduction d’un endomorphigmermal. Considérons
la matrice associée diagonalg :

) 3 0 0
A;=(0 25 o
00 -2

On définit :

o

1 0 0 0 0
Alz 0 0 O ;AQZ 0 1
0 0 O 0 0

o O
N
@
|

oS OO

o OO

_ o O

On vérifie facilement que :

N Ar=3A142jA5 — 2A:
2 _ 4. f 1 J A2 3
A7 = A, (projection) et{ SA =13 Ad; =0 Vit

5 Algebre linéaire et Analyse Numérique

On présente deux des plus importants (et utiles) résultats pour les études matri-
cielles en Analyse Numérique.

1 Valeurs Singuliéres ou
“Diagonalisation” des matrices “Rectangulaires”

Définition 7.8.

Pour une matrice carréel €| M, (K)| on appelle valeurs singuliérete A, les
racines carrées positives des valeurs propres de I'opérateur autoadjoiAt
(resp.matrice carrée hermitienne).
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On fait une extension de cette notion pour une matrice rectangdlairé ¢ (m, n)
par le théoréme suivant, qui fournit simultanément la diagonalisation de la matrice rec-
tangulaireA.

Théoréme 7.11.

SoitA € Mc¢(m,n)

= 3 une matrice unitaird/ € M,,(C) et une autre matrice unitair¢’ € M,,(C)
telles que :

11 0 0 0
0 w 0 O 0
UAv=1 o0 0 . 0 : 0| avecuy; >0V1<i<r etr=rgA
|
0 0 0 0 0 O

0 0 0 0 00

Les nombres réels positifs; s’appellent les valeurs singulierefe la matriceA, et
sont les racines carrées positives fles valeurs propres de la matrice carrée autoadjointe
A*A.

2 Théor. de Gerschgorin - Hadamard

Quand on étudie la stabilité de certains systemes et souvent en Analyse Numéri-
gue (en particulier quand la diagonalisation de certaines matrices est impossible ou
trés difficile) on se contente d’explorer certains voisinagies(dansC) des valeurs
propres),; ainsi au lieu de les déterminer complétement on essaie de les localiser
d’'une certaine maniére. Le résultat suivant fournit précisément la “localisation” des
valeurs propres dd. On utilise la notatiorbp(A) pour I'ensemble des valeurs propres
(spectre) ded.

Théoréme 7.12.(Gerschgorin - Hadamard)
SoitA = {a;; € M, (C). On définit les “disques de Hadamdrdur le plan C
par :

Dy=42€C; |z—aw| <) |ayl
it

= Sp(A) c | De
=1

Exemple 7.8.
Soit la matrice :
7T -2 -1 0
-2 7 -1 -1
A= -1 -1 7 2

o -1 2 7
d'aprés le théol. 7.]12 toutes les valeurs propres (réellesicymétrique réelle) se
trouvent dans un “cercle” (intervalle) de centre 7 et de “rayon” 4.



Chapitre 8

Application de l'algebre en
optimisation - Programmation
linéaire (Simplexe)

1 Méthode du “Simplexe” -
Algorithme de Dantzig

Ce cours constitue une introduction simple aux méthodes d'optimisation connues
sous le nom déprogrammation linéaire” et plus particulierement a la méthode de
Dantzig (v.ref.G.DANTZIG) appelée autremenéthode du “simplexe”.

Les notions fondamentales pour ces méthodes et techniques sont d'une part la
linéarité (V. Cours Algebrg I}, 4) (des fonctions objectifs a optimiser et des inégalités
représentant les contraintes du probleme) et d’autre part la con(gxitd va aborder
lors d’un des cours dimpologi€). C'est la raison pour laquelle les théoremes, les défi-
nitions et les détails de la programmation linéaire font appel aux résultéifdgiebre
Linéaire (V. Cours Algebrg [L €t]4) d’'une part, et aux propriétgsologiques de la
convexité(V.Cours corres. Analyse ) d’autre part.

La méthode du simplexe n’est pas récente, mais elle reste toujours moderne et pra-
tique : Grace a son aspealgorithmique, elle permet, par I'utilisation de I'ordinateur,
de résoudre des problémes trés complexes en raison du nombre trés grand de variables
indépendantes et de contraintes. Cette méthode fait I'objet d’'une étude trés approfondie
en deuxiéme année de vos études (matiére d'Optimisation-Recherche Opérationnelle).

A présent, on abordera seulement les définitions et les idées fondamentales et on
apprendra a appliquer la technique (sous sa forme la plus simplédldlesux du sim-
plexe (v.sectior] P €f3) . ainsi que fla Méthode Géométrique (ou Graphique) (v.section
[4) correspondante (pour le cas de deux variables indépendantes) sans aborder les tech-
niques plus élaborées.

92
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2 Lalgorithme du simplexe

Probléme (P.O) (Probléme initial d’optimisation)

Minimiser (ou maximiser) (x) sous les contraintes :

gilz) = 0 iel® CN
gilw) < 0 jelI- CN
gr(z) > 0 kel CN,z= (21, - ,z,)7 € R* avecr; >0

et, oUf, geeerour-ur+) sont des fonctions linéaires des “variables’zz,- - -z, ou

deqdformes Tinéairés définies sur I'espace vectdtiel

1 Forme standard

Probléme(P.1)
n
Minimiser | z=c-xz = ch:vj
j=1
avec .
Az =b; x=(x1, - ,xn)T eR"* z; e RT
ou

n = nombre de variables indépendantes

m = nombre de contraintes.

matrice des coefficients des contraintes ;

c=(c1,¢2 ..., c,) vecteur ligne € R™) des colts.

b= (b1, - ,by,)T € R™ vecteur colonne de&"** membres.
n

z = Y cjz; < fonction & minimiser otfonction objectif” .
Jj=1

Proposition 8.1. Forme standard

Un probléme( P.0) peut toujours se mettre sofrme standard(P.1) par I'outil
des “variables d’écart (variables supplémentaires).
(attention aux signes!)

Exemple 8.1.
(o) Forme Standald 1)
max(f = —bx1 + 3z2) min(z = bxy — 3z2)

T — T — T3 = 2
— >2

T1—T2 = 2r1 +3x2 + x4 =4

2x1 + 322 < 4
avec = avecy —z1+ 6xy =10

-2 + 6562 =10 .

21> 0.0 >0 r1 >0, Vi=1,2,3,4

L=""2= avec :(x3, 4) variables d'écart

Remarque 8.1.

On suppose par la suite
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2 Base réalisable -Base optimale

Définition 8.1.
Polytope convexe X = {z|Az = b, x > 0}
< Simplexe
Polytope borné= Polyedre convexe

Définition 8.2.
x Point extrémede X
&
x ne peut pas étre exprimé comme combinaison linéaire d’autres poindts de

Définition 8.3.

Base: toute sous matricE3 € M,,,(R)|de A qui a le mémé rarjg que la matrice
A
rgA=rgB=m
donc:
A=[B,N] et BXp+NXy =D
ouXp < I'ensemble debvariables (vecteurs) de basest
XN & I'ensemble desariables (vecteurs)“hors base”

Définition 8.4.
Solution de base Elle est obtenue en posaity = 0

= BXp=b= Xg=B"1

Définition 8.5.
Soit B, base déP.1)
Base réalisable si Xz > 0ousiB~'b >0

Théoréme 8.1.
(i) L'ensemble des points extrérmes d'un polytope conkexe

=

L’ensemble de_solutions de bases réalisables.
(i) L' optimum dez est atteint en au moins 1 poiektréme deX.

Théoréme 8.2.
() Une[Basg de (P.1) est utase réalisable optimale
ssi
CN =Cpn —CBB_l >0

(Cny = vecteur ligne des codts réduits des variables hors hase

(i) Si B estung base réalisable quelconque, sgita solution correspondante.
Sidz, € XN t.0z, < 0 alors ou bieroptimum =—oo ou bien on met
en évidence une autre bage (changement de base aussi courg]l theoréme
[1.18) réalisable ayant comme solution correspondarnte|

2(2) < z(xp)

Remarque 8.2. Voir plus loin fig.[8.1 la représentation sous forme de “tableau” de
tous ces vecteurs et matrices du simplexe.
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La méthode des tableaux du simplexe permet d'appliquer toutes les étapes de I'al-
gorithme du simplexe sous forme d’une sequence de tableaux représentés par la figure

B.1.

Cette sequence converge vers la solution optimale lue sutldeier tableau
d'aprés le critere (i) du Théoreme B.2.

var. de base var_hors base
I sec.
T1, T2 oo Ty Tyt Tp-1 Tp Z membres
0 0..0 : 7N—ON—7TN : -1 —ZB
11 0 : 0
N 0
\\ | N=B1.N | b=B"1-b
o - 1
1, .0

FiG. 8.1 — Schéma d’'un tableau du simplexe a une ékagel'algorithme

4 L'algorithme du simplexe < la sequence des tableaux

On présente I'algorithme du simplexe (tel qu'on le retrouve dans toutes les réfé-
rences récentes (v. listes des références de la sg¢tion 5)). Nous mettons parallélement
en évidence (entre parenthése) son application directe sur la constructiabldasix

successifsdu type de la figurg 8] 1.

Avant d’ appliquer 'algorithme on doit mettre le probléme d’optimisation sous

fforme standaid avec tous les seconds memiyres 0 V i = 1,2...,m et paralle-

lement avoir établi le premier tableau du simplexe sous la forme décrite par la figure

précédente (v. fig. 8.1).

Soit By une base réalisable de départ.

D’aprés cette hypothése le tableau ci-dessus donne au déparV, etb = b.
Etapes de I' algorithme “primal” du simplexe
(a) By base réalisable de départ. Itératidn= 0.

(& 1°" tableau du simplexeet lecture d¢ Ta solution de base réalisabig

) k—k+1

(& Nouveau tableauaprég changement de base)

(c) alitération k soit B la base suivante et = [z, 2] [la solution correspon-

dantel
Calculer : (v. fig[81))

N o

B~
CBBfl
CN —aN
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(& Lecture sur le nouveau tableadde Ta solution de bake et fiu vecteuf de

oS redu
(d) (1) SiCyx >0,STOP: est atteint.

(< Application du critére (i) Th[8.2 d| vec. de colts réditsy)
(2) Sidx, € Xy t.g.c. < 0alors
(< Application du critére (i) Th[8.2)
(e) SoitA, la colonnele| de A. CalculerA, = B~ 1A, ;

Sia;. <0Vi=1,---,m STOP : optimum non borng-oo)
1non calculer ) = by /e = Jnin {b;/a;c}

[Changement de bdse (sous-étape A) :

Variable entrante z. t.q.¢. <¢;Vji=1,2...,n

Variable sortante :

-Sur la colonne de:,. écrire le systéme d’équations de toutes les (contraintes)-
lignes du tableau t.qi;. > 0

ATTENTION !!! seulementes|variables de basedoivent contribuer & ce
systeme d’'équations.

-Evaluer le minimum des rapports des seconds membres avec les coefficients
correspondants :

s b b
9= "= min { —
Use Gie>0 | Qe

S

La variable de base qui correspond &aeimum sera g variable sortante.

. .. . . ase
-Si ce minimum n’existe pas (cat. < 0V:i = 1,2...,m alors le tableau sera
le dernier et la solution n'existe pas (minimunAro).)

(f) Soit z, la[variable de babe correspondant af"€ligne de la base (et quia
fournit le|minimun de I'étape précédente), alors :

{ IS
=
Te

0

[EE

B4, = ¢, = s*MCigne —

o O

avec .x, [variable sortante de la base
et : z. [variable entrante dans Ia bhse
Calcul de I'inverse de la nouvelle base et retour en (b).
(|IChangement de bgseus étape B:
-On détermine Igivot pour le changement de base :
C’est I'élément du tableau qui correspond &lalonne de la variable entrante et
la ligne de la variable sortante :a,

- On applique I[échelonnape : (V. colifs 1 Algébre) sur les lignes du dernier tableau,

L, = Ls
ase
et
Vi=1,2...m+1 avecm #s
L,IL = —dieL; + L;
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et on obtient le nouveau tableau qui correspond a la nouvelle base,
et qui est le retour a I'étage|b) de I'algorithme. )

5 Intérét des “tableaux du simplexe”

L'algorithme devient plus commode avec I'usage des
“Tableaux du simplex@ car:
(1) La solution de base s’obtient par lecture directe : sur chaquedigud¢ableau

(correspondant a |a variable de bag8 on lit= = b;
(vfig[8.).

(2) Lavaleurzp de Igfonction objecf est contenue dans la case en haut et a droite

du tableau (avec le signe -) (v.flg. B.1)

(3) Les composantes du vecteur des colts réduits des variables hasxbaset
obtenues par lecture directe de la premiére ligne du tableau de simplexe. Elles
permettent en particulier de voir immédiatement si la solution de base courante
est optimale. (rappel : il faut; > 0 Vz; hors base d’aprés le théoré@] 8.2)
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3 Exemple d’application de la méthode de Dantzig par
les tableaux successifs du simplexe
Soit le probléme d’optimisation

max(z = 8z + 5x2)

3r1 +6x2 < 30
. 3501 + i) S 15
avec : Bri 6z, < 42 (P.0)
2120 ;5 2220
Etape ((O)) :[ Forme standard

min(w = —z = —8x1 — Hx2)
31 +6z2+23 = 30

. 3I1 + o + x4 = 15

avec . 5£E1 + 61’2 + Irs = 42 (Pl)

olz; >0; t = 1,2,---5

r3,T4,T5 lvariables d’ecai.
Etape ((1)). [I°" tableau du simple}e

V. hors Base Var. de Base
T1 | T2 | X3 | 4 | T5 | W Second
Membre
8|-5|0 0 0 |- 0 (L)
3 6 1 0 0|0 30 (L)
3 1 0 1 0O 15 (Ls)
5 6 0 0 110 42 (Lyg)
N—————
BaseB,
Base initiale réalisablé :
By = {x3;x4; 25}
[Solution de Basés|
T3 = 30
T, = 15
Ts = 42 etw=20
z; = 0 carhorsbase

Z3 = 0 carfhorsbase

Mais ! cette solution n'est pas optimale car :

Ci<0 et Cy<0
Il faut|changer Ta base :
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a) variabld "entranig’t;

b) variabld "sortante] ?

(trouverd quijminimise les contraintes dg)

Attentiorjz, = 0 toujours car il e#e

39+6x0+2z3 = 30 o 9 = min{@;ﬁ;‘l—?
39+0+x4 = 15 R >0 37375
594+0+a5 = 42 | = U =5

3X54+x4=15 < x4=0

= z,4 variabld"sorfantel

* Nouvelle base By = {z1;x3; 25}
* Ecrire le tableau du simplexe explicﬁr rapport 83; .
Opérations sur les lignes du 1" tableau;;

qui correspond aB4)

(il faut retrouver la matric

- [Echelonnage
* : I'élément dé¢ Ta colonner() qui correspond a la lign@l;) (carz, sort!)

donc:

OO =
o~ O
= o O

Ly, = L3/3 (pour avoir 1 &z1))
L} = 8L3/3+ Ly (pouravoir0&x))
L, = —Ls+ Ly (pouravoir0&z))
L, = fng + L4 (pour avoir 0 Ax1))
2™¢ tableau du simplexe
Ty | w2 | x3| s | x5 | w | Second
Membre
0O |-73] 0830 -1] 40 [ (L)
0 5 1] -1]0]|0 15 (LY)
1130 [13]0]0 5 (L%)
0 |13/3| 0 |-5/3| 1|0 17 (L)
BaséB = {zs; 1525}
|Solution de Basés,|
i3 = 15
1 = 5
s = 17 etw = —40
z, = 0 cafhorsbase
Z» = 0 carfhorsbase

Mais! cette solutiof n'est pas optimallear Te cott reduif :

7
02:_§<0

Il faut|changer Ta baseg :
a) variablé "enfranté-
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b) variablg "sortante” P
(trouverd quijminimise les contraintes de)

50+ x3+0xy = 15
T +19/3+0x3+0m4 = 5
Oxq + 13/319+0334 +x5 = 17
X . 15 17 x 3 15
“:”9—2“;8{5’“3’13}—5—3

3X5+x3=15 <= 23=0

= x3 variable[“sorfantel

* Nouvelle base B, = (v 1 5)
* Ecrire le tableau du simplexe explicité par rappoRA

 [Echelonnage

* : 'élément de la colonner§) qui correspond a la ligngl,) (carzs sort!)
donc:

Ly, = Ly/5 (pour avoir 1 &z2))
L} = 7TLy/15+4+ Ly (pour avoir 0 ¥x2))
L, = —%/15 + L3 (pour avoir 0 Az2))
L, = —BLQ + L4 (pour avoir 0 &x2))

3emd tableau du simplgxe

Ty | T2 T3 xy | x5 | w | Second
Membre
0| 0| 7115|11/5| 0 | 1 47
0| 1 1/5 | -1/5| 0 | O 3
1|0 ]|-1/15] 25| 0|0 4
0| O |-13/5|-45| 1|0 4
I>olution de Base

7 = 4
x5 = 3
x5 4 = —w* = 2* =47
zy = 0 carfhorsbase
#3 = 0 carfhors base

=

H Solution optimalg car.C’O Vi ‘
In de l'algorithme.|
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4 Meéthode Géometrigue-Cas a 2 dimensions.

1 Méthode Graphique

On présente maintenananttééthode Géométrique(ou Graphique) (a2 dimen-
sions) de lgProgrammation linéaire{et comparaison avec la méthode algébridite
dedtableaux du simplexe étudiée précédemment.

Probleme (P.O)
max(z = 8x1 + 5x2)
3(E1 + 6%2 § 30
) 3z + 0 < 15
avec: S5x1 +6x2 < 42
21205290 > 0

— a) Sur le plar{0z; z2), on trace les droites qui correspondent aux contraintes du
probleme :

Dy :3x1 + 622 =30 (A41(0;5); B1(10;0))
Do :3x1 + 29 =15 (AQ(O, 15), 32(5; 0))
D3 : 55(11 + 61‘2 =42 (Ag(o; 7); 33(6; 2))

— b) Larégion de I'ensemble des solution§ ¢.fig.[8.3 est obtenue en vérifiant si
l'origine O = (0, 0) satisfait ou pas, les contraintes du probléme.
CONSEIL : Hachurer les régions interdites ! ! !'!
Pour I'exemple présent [e "simpleje” de la solution est défini par les sommets
{0, A, K, By} autrement dit : lef “points extrémef " du simplexe qui sont

d'aprés le théorénje 8.1 les solutiong de bases réalisables.

— ) Famille des droites paralléles a la fonction objectif :

8r1 +5x9 —2=0

On choisit le représentant pour= 0

0(0;0
8xr1 + 512 =0 Do{ C((E)-’—)S) }

La droite D, naz || Do passant pak’ fig.) (obtenue par translation paralle-
lement en elle méme), maximise{Ta fonction objé¢ctifar elle a la plus grande

ordonnée a l'origine parmi les droites paralléleBget

K = DN Dydonc:
K (&, Z2) solution du systeme :

3r1 +x9 =15 To =3

= K(4;3) sommet d{i 'simplex¢D A, K B, (v.fig.) solution des contraintes

de (P.O).

3I’1+6117230} j1:4
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2 Conclusions

Q) Zmazr =8 X 4+5x3=32+15=147
Zmaz = 47 €t D ar : 8T1 + dro = 47

et ordonnée a l'origine d®.,,,,. : =9 = % = 9,4 point D(0;9,4) sur la
figure[8.2

b) La solution est évidemment la méme obtenue par la méthode des tableaux du
simplexe (v.sectiop]3)

c) Le déplacement de la droite représentativg (parallélement en elle-méme)
d’'un sommet du “simplexe” a I'autre représente géométriquemgntTe changement
de[bases réalisables par la méthode des tableaux du simplexe (v/sect[dn 2. et 3) .
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FiG. 8.2 - La solution géometrique du simplexe
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