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Introduction

La théorie de I'information trouve ses origines dans les débuts des communications électriques.
Le premier télégraphe élaboré par S. Morse entre 1832 et 1838 a permis de communiquer n’im-
porte quel texte a I'aide de signaux électriques. Dans le code de Morse chaque lettre de 'alphabet
est représentée par une séquence de

— points (courant électrique de courte durée);

— traits (courant de longue durée) ;

— espaces (absence de courant);

On peut remarquer que dans la version définitive du code la lettre ”¢”, la plus fréquente
dans I’anglais, est représentée par la séquence la plus courte : un seul point. A cette époque,
S. Morse n’avait pas fait d’analyse théorique pour arriver a cette conclusion, mais plutot des
observations empiriques. Son but en effet était de concevoir le code tel que la saisie d’un texte
par un opérateur soit, en moyenne, la plus rapide possible. Aujourd’hui, la théorie moderne de
communication a montré qu’il est possible de gagner a peine 15 pour cent de temps de saisie
par rapport au code de Morse.

Quelques années plus tard, une premiere ligne télégraphique est installée entre Washington
et Baltimore. En enterrant les cables, S. Morse rencontre une nouvelle difficulté : le milieu dans
lequel ces derniers se trouvent influe sur la qualité de transmission. En particulier, il remarque
que si I'opérateur saisit trop vite son code, le signal recu est indéchiffrable. Les points, les traits,
les espaces sont confondus dans un seul signal d’intensité moyenne. Ainsi apparait le probleme
de perturbations dues aux conditions physiques de transmission de I'information et, comme
condition de bonne réussite, la nécessité de limiter le débit d’émission de symboles.

Bien plus tard, dans les années 1940, 'ingénieur et mathématicien C. Shannon et le mathématicien
Warren Weaver, ont formalisé le processus de communication et donné les outils mathématiques
permettant de répondre aux questions posées empiriquement par les premiers télégraphes. Ils
proposent en particulier, une représentation schématique de processus de communication, connue
sous le nom de paradigme de Shannon.

Ce modele est une approximation linéaire de processus de communication qui met
I’accent sur les aspects purement techniques de transmission d’un message. On peut résumer ce
modele de fagon suivante :
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Perturbations

Source Emetteur Canal de Récepteur Destinataire
d’information {codeur) g transmission {décodeur) .

F1GURE 1 — Paradigme de Shannon

1. la source d’information choisit un message M parmi un certain nombre de messages pos-
sibles ;

2. Iémetteur transforme le message en signal S compatible physiquement avec le mode de
transmission choisi. On dit qu’il encode le message ;

3. le signal S est alors soumis a I’entrée d’un canal de transmission ;

4. lors de la transmission des perturbations peuvent intervenir et transformer le signal envoyé ;
on parle alors de bruit de canal B;

5. & la sortie du canal, le signal S éventuellement entaché d’erreurs dues au bruit, est soumis
au décodeur qui le transforme en message M lisible par le destinataire.

Voici un exemple pour illustrer ce schéma. Imaginez qu’'un ami vous envoie une carte postale
du lieu de ses vacances. La carte voyage sans incident jusqu’a la ville ou vous habitez. Le jour
ou votre facteur doit enfin vous 'apporter, il la fait tomber par mégarde. Malheur! 11 pleut.
L’enveloppe a pris 'eau. C’est ainsi que vous retrouvez les quelques lignes écrites par votre ami
& moitié illisibles. Allez vous pouvoir reconstituer le contenu complet du message 7

Dans cet exemple, la source d’information est votre ami, et plus précisément, son cerveau.
C’est encore lui qui joue ici le role de I’émetteur, en transformant ses idées en mots et ensuite en
écrivant les mots a ’aide de lettres de I'alphabet. Le canal de transmission est ici représenté
par les services postaux. Les dégats causés par ’eau a la carte postale représentent le bruit de
canal. Les questions que ’on pourrait poser dans cette situation sont les suivantes :

1. Y a-t-il un moyen de préparer le message de fagon a éviter les désagréments causés par
les erreurs de transmission et garantir a D'arrivée la lisibilité du message? Par exemple,
pourrait-on écrire avec un encre indélébile 7 C’est le probleme de codage de source.

2. Y a-t-il un moyen de transporter le signal dans le canal de maniére a limiter les pertur-
bations ? Par exemple, protéger le courrier dans des enveloppes imperméables? C’est le
probleme de codage de canal.

3. Comment évaluer l'incertitude que le récepteur a sur le contenu réel du message regu ?
C’est le probleme de mesure de ’information.
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Ce modele, certes tres simplifié, de la communication a servi de base dans le développement
de la théorie de l'information a partir des années 1940. Il s’inscrit dans une description plus
générale, donnée par Warren Weaver des trois niveaux de problemes de communication :

Niveau 1 : Technique Avec quelle précision peut on transmettre les symboles de la commu-
nication ?

Niveau 2 : Sémantique Dans quelle mesure les symboles véhiculent la signification ?

Niveau 3 : Efficacité Dans quelle mesure la signification regue influence le comportement et
I’action du destinataire ?

La théorie de linformation s’intéresse uniquement aux problemes du premier niveau de com-
munication. En particulier, le sens des messages traités n’a aucune importance. L’information
quantifiable associée a un message donné n’est pas dans son sens sémantique mais dans sa ra-
reté. Un message, méme trés significatif, connu a I’avance par le récepteur ne lui apporte aucune
information au sens technique du terme. Par contre, la réception d’un message tres improbable
mais démuni de tout sens est dans ce cadre considérée comme événement porteur d’une grande
quantité d’information.

Les chapitres qui suivent ont pour objectif d’introduire les concepts principaux de la théorie
de l'information et les théoremes fondamentaux. Ces derniers établissant les limites théoriques
en matiere de codage de I'information et de transmission. Enfin, nous consacrerons la deuxieme
moitié du cours a I’étude de quelques algorithmes de base de codage de source.
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Chapitre 1

Modélisation mathématique d’une
source d’information

1 Représentation mathématique d’une source

Soit une source (un émetteur) produisant des symboles d’un alphabet fini Q=
{wi,...,wm}. Nous supposons que chaque symbole w;, i = 1,2,...,m est émis aléatoirement

m
avec une probabilité connue p; de telle sorte que Z p; = 1.

i=1

On considere alors 'expérience aléatoire consistant a observer un symbole émis. A cette
expérience nous associons une variable aléatoire, notée X a valeurs dans 2. C’est une variable
aléatoire discrete, dont la loi est définie par ’ensemble des probabilités d’émission des symboles
de 'alphabet :
P[X:wi] :p(wi) = Pi, 1= 1,...,m

Exemple 1.1. Soit X la variable associée a une source binaire, produisant des symboles 0 et
1 avec les probabilités respectives p et ¢ = 1 — p. Nous avons ici 'alphabet constitué de deux
symboles @ = {0,1} et P[X =0]=p, P[X =1]=q.

Exemple 1.2. Soit Y la variable associée a une source disposant d’un vocabulaire de 20 mots,
Q = {le, la, pomme, fruit, est, un, arbre, pommier, jardin, ombre, fait, soleil, vent, pluie, grandit,
quand, ne, pas, mais, oiseau} et que tous les mots sont équiprobables. Ainsi, n’importe quel mot

1 1
M; €  du vocabulaire est choisi avec la probabilité 20 et P[X = M;] = 20 i=1,...,20.

Dans la suite nous allons considérer des événements associées a la variable aléatoire X comme
des sous-ensembles de (2 et la mesure de probabilité définie pour A C Q par

P[A] = P[X € Al.

13
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Si on considere 1’émission de plusieurs symboles successifs, a des instants de temps précis
{t1,ta,...,t,} on peut y associer la suite de variables aléatoires { X1, Xo,..., X, }, chacune cor-
respondant & I’émission d’un symbole s(t) € Q, t € {t1,t2,...,t,}. Nous supposons pour l'ins-
tant que tous les symboles successifs sont émis de fagon indépendante les uns des autres et avec
les mémes probabilités d’émissions : p; = P[s(t) = w;]. Cela signifie que les variables aléatoires
Xk, k=1,...,nsont deux a deux indépendantes et identiquement distribuées. On parle
alors d’'une source stationnaire et sans mémoire. Nous allons préciser la signification formelle
de ces termes plus loin.

2 Information propre

Pour introduire I’ensemble des axiomes qui définissent I'information propre d’un événement
A C €, nous allons nous servir du premier exemple de source binaire ci-dessus (voir . Soit
donc une source binaire d’alphabet © = {0,1} et la variable aléatoire X associée avec les
probabilités données :

P0)=PX=0=pet Pl)=PX=1=q=1-p
Dans ce qui suit, nous allons construire de fagon axiomatique, une fonction
h:P() =R

associant a un événement A C 2 la mesure de la quantité d’information contenue dans A. Nous
I’appellerons ”information propre d’un événement A”.

Dans la discussion du chapitre 1 nous avons déja indiqué de fagon intuitive que la quantité
d’information apportée par un événement devrait étre d’autant plus grande que I’événement est
rare, improbable. Nous pouvons donc postuler que la quantité d’information d’un événement

doit étre de la forme : )
h(A) = —
@=1(5s)
ou f est une fonction croissante.
En particulier, dans notre exemple de source binaire A = {w}, avec w € §2 on doit avoir

h) =1 (pi ) we 0.1}

Si un événement A est certain, c’est-a-dire si P[A] = 1, il n’apporte aucune information. La
fonction f que ’on recherche doit donc vérifier la condition limite suivante :

lim f(z) =0

x—)l

Par ailleurs, il serait logique de s’attendre a ce que I'information apportée par deux événements
indépendants, A et B, soit égale a la somme des informations apportées par chacun de ces
événements :

h(AN B) = h(A) + h(B)

et donc

h(AﬂB)—f<P(AlmB)> —f<P(1A)'P(13)> —f<13(1m)+f(13(1&)
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Ainsi, la fonction f doit vérifier la propriété suivante :

flzy) = fz) + fy)

L’unique fonction ( & une constante multiplicative pres) qui vérifie toutes ces propriétés est
la fonction logarithme. Ainsi, nous définissons l'information propre d’un événement de fagon
suivante.

Définition 1.1 (Information propre). Soient = {wy,...,w.,} un alphabet discret et
X la variable aléatoire associée. Pour tout événement A C  la quantité d’information

propre de A est définie par
h(A) = —logy(P(A)).

Remarque 1.1. Dans la suite nous allons considérer le logarithme de base 2. L’unité de me-
sure de 'information est alors le Shannon. Le changement de base du logarithme provoque la
modification de la constante multiplicative car

log, () = log,(b) - logy(x)

Voici quelques propriétés élémentaires de la fonction hA(A) qui sont les conséquences immédiates
des propriétés de la fonction logarithme.

Proposition 1.1 (Propriétés de l'information propre). 1. La quantité d’informa-
tion est toujours une grandeur positive : YA C Q, h(A) >0

2. Elle est nulle si et seulement si l’événement A est certain : h(A) =0 & P(A) =
1.

3. lim h(A) = +oo.

P(A)—0
\ /

3 Information conditionnelle

Nous avons déja évoqué dans la section précédente la question d’évaluation de la quantité
d’information apportée par la réalisation conjointe de deux événements A et B. Nous avons
postulé que dans le cas de deux événements A et B indépendants on a

h(AN B) = h(A) + h(B).

Or, dans le cas ou A et B ne sont pas indépendants, on peut utiliser la notion de probabilité
conditionnelle définie par (voir le cours ”Probabilités” de Marietta Manolessou) :

P(ANB)

P(AIB) = =55
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d’ou les relations :

P(AN B) = P(A)P(B|A) = P(B)P(A|B).

Alors, la quantité d’information propre de AN B est :

h(AN B) = —logy(P(A)P(B|A)) = —logy(P(A)) — logy(P(B|A)) = h(A) — logy(P(B|A)).

Définition 1.2 (Information conditionnelle). On appelle information conditionnelle de
B sachant A la quantité
h(B|A) = —logy(P(B|A)).

Remarque 1.2. On peut donc écrire h(A N B) de la fagon suivante :
h(AN B) = h(A) + h(B|A).
On peut interpréter la quantité d’information conditionnelle comme suit : h(B|A) représente

Iinformation apportée par l'observation de I’événement B qui n’a pas déja été apportée par
I’observation de A.

4 Information mutuelle

Définition 1.3 (Information mutuelle). On appelle information mutuelle de deux
événements B et A la quantité
P(ANB)

i(A; B) = h(A) — h(A|B) = log, P;;?AL;) = log, P(A)P(B)

5 Information wvs incertitude

La définition de l'information associée a un événement A implique que cette quantité est
d’autant plus grande que I’événement est rare (c’est-a-dire que sa probabilité est proche de
zéro). Ainsi, on peut assimiler I'information apportée par 1’observation de A et l'incertitude que
nous avons sur sa réalisation, ou encore la difficulté de prévoir A.

Considérons par exemple 'expérience de lancé d’un dé équilibré a 6 faces. Soit X la variable
aléatoire associée :

1
Vw € {1,2,3,4,5,6}, P[X=u]=_.

1
Imaginons que le résultat soit X = 2. Soit A I’événement associé. On a P(A) = 6
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Si on essaye de deviner ce résultat, on a une chance sur 6 de trouver la réponse correcte.

Llinformation associée| est

1
h(A) = —log, <6> = log,(6) ~ 2.585

Imaginons que l'on affirme que le résultat du lancé est un nombre pair. Soit B 1'événement

associé. On a P(B) = ok Alors, la quantité d’information que nous apporte ce renseignement
est

h(B) = —log, (;) ~logy(2) = 1

Cette information, augmente notre chance de réussite. En effet, nous avons maintenant

la probabilité P(A|B) = - de deviner le résultat. Et nous retrouvons la décomposition de

lfinformation mutuelle] associée a A N B en somme de 'information apportée par 1’observation
de B et lfinformation conditionnelle | h(A|B) :

h(AN B) = h(B) + h(A|B) = —log, (;) — logy (;) = logy(2) + logy(3) = logy(6).

6 Entropie d’une source

On considére maintenant une source [stationnaire et sans mémoire}, produisant a des instants
de temps précis {t1,ta,...,tx} des symboles s(t) € Q, t € {t1,ta,...,tx} d'un alphabet 2 donné.

L’entropie d’une telle source représente la quantité moyenne dlinformation propre|associée a
I’observation de chacun des symboles possibles.

Supposons que lalphabet de la source Q = {s;, i« = 1,...,n} comporte n symboles et
que la variable aléatoire associée a ’observation d’un symbole émis, X, ait la distribution de
probabilité donnée {p; = P[X = s;], i = 1,...,n}. L’entropie de la source est alors la fonction
des n probabilités H (p1,p2, .-, Pn)-

Tout comme pour I'information propre, I’entropie peut étre définie par ’ensemble d’axiomes
suivant :

1. Si tous les symboles sont équiprobables I'entropie H(1/n,...,1/n) = f(n) est une fonction
de n, la taille de I'alphabet. Nous souhaitons qu’elle soit la mesure de I'incertitude associée
a la source, ou encore de la difficulté a prédire le symbole émis. Il est alors naturel de
supposer que l’entropie augmente avec la taille de ’alphabet. Par exemple, il est plus
difficile de deviner le résultat de lancé d’un dé a 6 faces que celui d’une piece de monnaie.
Ainsi, la fonction f(n) = H(1/n,...,1/n) ci-dessus doit étre croissante.

2. Considérons une source qui émet des couples de symboles puisés chacun dans un alphabet
indépendant de tailles respectives [ et m. La taille de I'alphabet produit est alors [ -m. Or,
I’observation de chaque couple apporte la somme d’informations liées a chaque symbole.
Ainsi, la fonction f doit vérifier la propriété d’additivité f(I-m) = f(I) + f(m).

3. La fonction H(pi,...,p,) est continue selon chacune de ses variables.
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4. Propriété de groupes. Si l'on divise l'alphabet donné €2 en deux parties disjointes,

Q) = {s1,...,8} et Q2 = {sp41,...,,} chacune peut étre considérée comme alphabet.
T n
Notons @1 = P(1) = Zpk et Q2 = P() = Z pr. On a Q1 + Q2 = 1. On peut
k=1 k=r+1
alors définir sur €2y et sur (2o les distributions des probabilités respectives {gl, R g}
1 1
Pr+1 Pn , . s 1 p
et { 0 ,...,Q}. Alors I'entropie associée a 'alphabet ) se décompose de la fagon
2 2
suivante :
4! p Pr+1 p
H(plv"'apTapTJrl?"'apn) :H(Q17Q2)+Q1H <62177C2T1> +Q2 < 222 7---7C2T;>

5. Symétrie. Il est naturel de supposer que la quantité moyenne d’information associée a un
alphabet 2 ne dépend pas de 'ordre de numérotation des symboles. Ainsi, la permutation
de deux arguments de la fonction d’entropie ne la modifie pas :

H(pi,-.  Pis--sDjy--on) =HD1,...,Pjs - Diy- - Pn)

La fonction vérifiant ces quatre axiomes est une unique & une constate multiplicative pres.
Apres la publication en 1948 par C. Shannon de son article " The Mathematical Theory of
Communication”, de nombreux mathématiciens ont travaillé 1’élaboration de la définition axio-
matique de 'entropie. On peut citer Khinchin (1957), Fadeev(1956), Kullback 1958, Rényi 1962.
En sélectionnant des ensembles d’axiomes différents, tous ont abouti & la méme fonction. D’ou
la définition qui suit.

Définition 1.4 (Entropie d’une source). Soient = {w1,...,wn} 'alphabet fini d’une
source et X la variable aléatoire associée t.q. Plw;] = p;, @ = 1,...,m. On appelle
entropie ou encore quantité moyenne d’information de la source la quantité

H(X) = H(p1,p2,...,pn) = E[h(w)] = —Zpi logs (pi)
=1

L’unité de mesure de cette quantité est le ”bit par symbole”.

L’entropie représente la quantité d’information que ’on obtient en moyenne, en observant
les symboles en sortie de la source pendant suffisamment longtemps ou encore, la valeur de
I'information moyenne obtenue en observant simultanément les symboles en sortie d’un grand
nombre de sources identiques.

Elle mesure également le nombre de bits moyens nécessaires pour coder chaque symbole de
la source. C’est une limite théorique. Nous verrons plus tard, comment en pratique approcher
cette limite. Les différents algorithmes de codage donnent plus ou moins satisfaction.

Exemple 1.3 (Exemple important : entropie d’une source binaire). Soit une source émettant
des symboles 0 avec la probabilité p et 1 avec la probabilité ¢ = 1 — p. Alors I'entropie de cette
source est

Hj(p) = —plogy(p) — (1 — p) logy(1 — p).
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Lorsque, par exemple, les deux symboles sont équiprobables, on a p = 1/2 et alors

Hy(1/2) = —1/21logy(1/2) — 1/21log,(1/2) = 1.

Nous pouvons interpréter ce résultat comme suit : lorsque les symboles d’une source binaire
sont équiprobables, il faut un bit par symbole en moyenne.

Il s’agit de la valeur maximale possible. Nous allons dans la suite utiliser cette fonction pour
introduire ou illustrer les propriétés fondamentales de I’entropie.

/Proposition 1.2 (Propriétés de l’entropie d’une source binaire). \
Soit Ha(p), p € [0,1] Uentropie d’une source binaire définie dans l’exemple ci-dessous.
En tant que fonction de p elle a les propriétés suivantes :

1. Hs(p) est une fonction continue sur ]0,1[ telle que

lim H. =0= lim H
p—1>151+ 2( ) p—lgl— 2( )

2. HQ p) est positive sur Ha(p), p € [0,1]

HQ 5) =

(
Hs(p) est symetmque par rapport a pg = 0.5 et atteint son maximum en pg t.q.
(0
4. Hy(p) est strictement concave :

v(plva) € [07 1]a b1 7é D2, VA 6]07 1[

k Ha(Ap1 + (1 — N)p2) > AHa(p1) + (1 — X\) Ha(p2) J

Toutes ces propriétés sont faciles a vérifier avec les méthodes simples de ’analyse des fonctions
a une variable réelle. Elles sont résumées par la représentation graphique de Hs(p) donnée sur

la figure
6.1 Interprétations de la fonction d’entropie

Considérons 'exemple d’une source S dont ’alphabet est composé de 5 symboles 2 =
{a,b,c,d, e} et la distribution de probabilité est la suivante :

X a b C d e
P(X) 1 0.3]02|02]0.15 | 0.15

L’entropie de cette source, calculée selon la définition est
5
—> " pilogy(pi) = —(0.310g5(0.3) — 2+ 0.210g,(0.2) — 2 - 0.15log,(0.15) ~ 2.27.

Entropie comme mesure d’information. Nous avons déja mentionné que I’entropie représente
la quantité moyenne d’information apportée par 1'observation des symboles de la source.
On peut également l'interpréter comme la difficulté moyenne de prédire chaque symbole a
la sortie.
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3

H(p,)

FI1GURE 1.1 — Fonction d’entropie d’une source binaire

Entropie comme mesure de nombre de bits pour le codage. Imaginons que I'on essaye
de deviner le symbole observé a la sortie de la source. Pour ce faire on peut poser des ques-
tions a un automate qui ne répond que par ”oui” ou par ”non”.

Voici un schéma représentant le déroulement du jeu :

H=a ou X=h?

Hon

FIGURE 1.2 — Questions

Il est facile de voir que le nombre de questions nécessaires pour deviner le symbole est une
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variable aléatoire INb définie sur 2 de la facon suivante :

X a b C d e
P(x) 1 03]02]0.2]0.15|0.15
Nb(x) | 2 2 2 3 3

Alors le nombre moyen de questions nécessaires pour deviner le symbole est
Nb=2(0.3+ 0.2+ 0.2) + 3(0.15 + 0.15) = 2.3.

Si ’on utilise un bit pour coder la réponse a chaque question, cela nous permet de coder les
symboles de cette source selon le schéma ci-dessus :

Oui-Oui 11

Oui-Non 10

Non-Oui 01
Non-Non-Oui | 001
e | Non-Non-Non | 000

Nous étudierons plus loin 'un des théoremes fondamentaux de la théorie de I'information
établissant que l’entropie d’une source est le plus petit nombre moyen de bits par symbole
nécessaire pour coder les messages produits par cette source. Dans cet exemple, nous avons bien
Nb=2.3>227=H(X).

Qo |lo|e

6.2 Propriétés générales de la fonction d’entropie

/Proposition 1.3 (Positivité). Soit S une source sans mémoire et stationnaire d’al-
phabet Q = {w;}I' ;. Soit X la variable aléatoire associée de distribution de probabilité
P donnée P[X = w;| =p;, i=1,...,n. Notons H(p1,...,pn) sa fonction d’entropie.
Alors

H(p1,p2,-..,pn) > 0.

En plus, ’égalité a lieu uniquement si l'une des probabilités p; est égale a 1 et les autres

Ksont nulles. /

Preuve de la proposition [1.3

Sachant que Vi = 1,...,n, 0 <p; <1 ona —p;logy(p;) > 0. Si 'un des symboles
de T'alphabet est certain (p; = 1) alors tous les autres sont forcément impossibles
On a alors : p; logy(p;) = 0 et Vk # i, pglogy(pr) = 0 (par continuité) et donc H = 0.
C.Q.F.D

Lemme 1.1 (Inégalité de Gibbs). Soient P = (p;)i-, et Q = (q;)j~, deuzx distributions de
probabilités sur le méme univers fini Q = {w;}1 ;. Alors

n
> pilog, (pl) <0 (1.1)
i=1 i
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et l’égalité a lieu si et seulement st Vi=1,...,n,p; = ¢;.

Théoréme 1.1 (Maximum de la fonction d’entropie).

H(p1,p2;-..,pn) < log(n) (1.2)

1
o

et I’égalité a lieu si et seulement siVi=1,...,n, p;, =

Preuve du théoreme [1.1]

Soient P = (p;)I"; une distribution de probabilité sur I'univers fini

Q= {witi,

. 1 e . .
associé a une source et ) = | — la distribution uniforme sur le méme univers.
n

Appliquons I'inégalité de Gibbs a P et Q:

szlog2< )<0 o szlogz(npl)_O

=1

don
0>sz logy (n)+logs(pi)) = logy(n Zpﬁszlogz pi) = logy(n)—H (p1, ..., pp)

D’apres le lemme précédent, I’égalité a lieu si et seulement si Vi =1,...,n,p; = ¢; =

n
C.Q.F.D

Remarque 1.3. Nous pouvons interpréter ce résultat en disant que 'incertitude sur le symbole
observé a la sortie d’une source est maximale lorsque tous les symboles sont équiprobables.
Nous retrouvons ici le cas particulier de I'entropie d’une source binaire Hs(p) étudiée dans la

proposition [I.2]
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4 N

Proposition 1.4 (Concavité). Soient P = (p;)1', et Q = (¢;)!_, deux distributions
de probabilités sur le méme univers fini Q = {w;}I' | associé a une source S. Alors
Alors, VX € [0,1]

HOAP+ (1 -XMQ) > H(P) + (1 - MH(Q)
HMp1+ (1 —=Na1, .- 3 Ao+ (1= Nagn > AH(p1,. .., pn) + (1 = N H(q1, ..., qn).

De plus, l’égalité a lieu si et seulement si

\ )

Remarque 1.4. Nous pouvons interpréter cette propriété comme suit. L’entropie d’une moyenne
de deux sources est supérieure a la moyenne de leurs entropies.

Ae{0,1} ou P=Q

Exemple 1.4. Considérons trois sources binaires S, S et S3 sur l'alphabet Q = {a,b}. Sup-
posons que les distributions de probabilités de S7 et Sy sont les suivantes

1 2

Pia)=pi =3, Pib) =(1—p1) =3

w

1 1
PQ(G) =PpP2 = 9 P2(b) = (1 —Pz) = 3
Supposons que la distribution de S3 soit la moyenne des deux premieres

_pitpr 5

2 12

b3

Calculons les entropies des trois sources

H(S1) = Ha(pr) = —p1logapn) — (1= p1) oo (1 = p) = —= + log (3)

H(S2) = Ha(p2) = —p2logy(p2) — (1 — pa)logy(1l —p2) =1

H(S3) = Ha(ps) = —p3loga(ps) — (1 — p3) logy(1 — p3) =~ 0.979868

On constate que ’entropie de la troisieme source est supérieure a la moyenne des entropies des
deux premieres :

2
1 — = +logy(3)
H(S1)+ H(S 2
H(S5) = 0.979868 > ( 1)‘; (%2) _ 3 5 ~ 0.9591479
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Chapitre 2

Premier domaine d’application :
cryptographie

Ce chapitre n’a pas pour ambition de faire un exposé complet sur la cryptographie. Nous
allons ici montrer en quoi les principaux concepts de la théorie de I'information que nous venons
d’introduire sont utiles dans ce domaine.

En 1949 C. Shannon a publié un article intitulé ” Communication Theory of Secrecy Systems”
dans la revue Bell System Technical Journal. Dans cet ouvrage C. Shannon a montré comment,
a l'aide de la notion d’entropie, mesurer la sécurité d’un systeme de communications crypté. Il
a introduit la notion de cryptosysteme parfaitement str et a mis en évidence les faiblesses d’un
tel systeme dues aux difficultés de sa mise en pratique. Nous suivrons son raisonnement pour
arriver & montrer I'importance du concept d’entropie dans ce domaine.

Pour cela nous commencerons par une breve présentation des notions élémentaires de la
cryptographie. Ensuite, nous allons exposer la théorie de C. Shannon sur la sécurité d’un crypto-
systeme.

1 Quelques définitions

La cryptographie est une science qui étudie les méthodes permettant de transmettre des
messages de facon confidentielle.

On va appeler message clair un ensemble de données (texte, image,...) que 'on souhaite
transmettre.

Le chiffrement est un procédé permettant de transformer le message clair de telle sorte
qu’il soit incompréhensible par qui que ce soit d’autre que ’auteur du message et le destinataire.

Le chiffré est le résultat du chiffrement.

Le déchiffrement est le procédé permettant de retrouver le message clair a partir du chiffré.

25
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La clé de chiffrement est un parametre qui est utilisé dans le procédé de chiffrement ou
déchiffrement.

Un cryptosystéeme est un ensemble de clés K, de messages clairs possibles , M, de messages
chiffrés possibles C associée a un algorithme de chiffrage, représenté par une fonction E : K x
M — C, et un procédé de déchiffrage , représenté par une fonction D : K x C — M. On suppose
que pour tout m € M il existe une paire de clés de chiffrement et de déchiffrement telles que la
relation

D(kp,E(kg,m)) =m

est assurée. On note (K, M,C, E, D) un cryptosysteme.

Remarque 2.1 (Principe de Kerckhoffs). De nos jours, la plus grande partie de méthodes
de cryptographie reposent sur ce principe, énoncé par Auguste Kerckhoffs a la fin XIXe siecle
(publié dans un article au Journal des sciences militaires, vol. IX, pp. 5-38, Janvier 1883, pp.
161-191, Février 1883. Source : Wikipédia).

La sécurité d’un cryptosysteme ne doit pas reposer sur la non divulgation de la
fonction de cryptage mais uniquement sur la non divulgation de la clé.

Un autre énoncé de ce principe, connu sous le nom de maxime de Shannon a été proposé par
Claude Shannon, au milieu du XXe sciecle : L’adversaire connait le systeme.

Deux modeles principaux de chiffrement existent actuellement :

Chiffrement symétrique On appelle aussi ce modele ”chiffrement a clé secrete”. C’est I'ap-
proche classique. La méme clé est utilisée pour chiffrer et déchiffrer un message. Cette
clé doit alors rester secrete. Dans les systémes de communication a grande échelle cela
représente la principale faiblesse de ces chiffrements. En effet la clé doit étre communiquée
au destinataire et dans de nombreux cas elle est envoyée par le méme canal de transmission
que le message lui méme. Si elle est interceptée a ce moment la, toute la communication
est découverte !

Chiffrement assymétrique. On l’appelle aussi chiffrement a clé publique. La clé utilisée
pour le chiffrement est publique et elle est différente de la clé de déchiffrement, qui est
secrete. Ainsi le destinataire du message choisit la clé de déchiffrement et la clé de chiffre-
ment associée. Il peut envoyer a I’émetteur la clé de chiffrement (publique). Et la clé de
déchiffrement, secréte, ne circule pas dans les canaux de transmission.

1.1 Quelques exemples élémentaires
1.1.1 Chiffrement de César ( 50 av. J.C.)

Le chiffre de César utilisait le principe de décalage cyclique de I’alphabet. Soit en effet
I’alphabet latin A de 26 lettres. Un message m = mims . ..m, est chiffré en remplagant chaque
lettre m; par la lettre o(m;) obtenue par décalage cyclique de trois positions dans l’alphabet.
Par exemple, la lettre ”a” sera remplacée par la lettre ”d”, la lettre ”z” par ”c”. On peut utiliser
ce principe avec un décalage de k caracteres, k = 1,...,26. Le parametre de décalage est alors
la clé secrete. Ce systeme est facile & casser car 'espace des clés est tres réduit : ici il n’y a
que 26 clés possibles. 11 suffit alors de tester toutes les 26 possibilités jusqu’a trouver un texte

intelligible.
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Il est possible de rendre le chiffrage par substitution plus complexe. Au lieu d’utiliser les
décalages cycliques, on peut utiliser une permutation quelconque o : A — A. Alors la fonction
de chiffrement se présente de fagon suivante. Soit un message m = my...m,.

E(m) = E(o,m) = o(my)o(ma)...o(my,)

La clé secrete est alors la permutation o et ’ensemble K de toutes les clé est celui de toutes les
permutations possibles sur I’alphabet de 26 caracteres. On a donc Card(K) = 26! ~ 4 -1026. 11
est donc raisonnable de supposer qu'une attaque par force brute ( qui consiste a tester toutes
les clés possibles, comme ci-dessus) ne soit pas efficace.

Il est néanmoins possible de casser un tel code par analyse statistique. En effet, si ’on connait
la langue du message clair, on connait la table de fréquences des caractéres. Par exemple, en
francais, la lettre ”e” est la plus fréquente. On peut également utiliser les tables de fréquences
d’ordres supérieurs qui établissent les probabilités d’occurrence de couples de caracteres. En
francais par exemple, le caractere "u” a 95% de chances d’étre trouvé apres ”q”. Alors, en
analysant le chiffré seul et en calculant les fréquences d’occurrence des différents caracteres dans
le chiffré on peut retrouver la permutation et donc le texte clair. C’est un exemple d’attaque a
chiffré seul.

1.1.2 Substitution polyalphabétique

Une variante de méthode de substitution consiste a utiliser un nombre fini de permutations
au lieu d’une seule. On découpe alors le texte clair en blocs de p caractéres et on choisit p
permutations d’alphabet : o1,...,0,. Alors pour chaque bloque de p caracteres de texte on
applique la transformation

E(my...mp) =o1(mi)...op(my)

Par exemple, le chiffrement de la machine Enigma utilisée pendant la deuxiéme guerre mondiale
était un chiffrement de ce type avec des décalages cycliques pour chaque permutation. La clé
était alors une suite de nombres dont la longueur indiquait la longueur des blocs et chaque
nombre représentait le décalage a appliquer au caractere correspondant du bloc.

Ce chiffrement, bien que plus complexe que les précédents peut aussi étre cassé par les
méthodes statistiques basées sur 1’étude des fréquences d’apparition des caracteres.

1.1.3 Chiffrement de Vernam

Cette méthode a été proposée en 1917. Elle a été longtemps utilisée pour le chiffrement des
messages télégraphiques. Les messages clairs sont des suites de bits de longueur n. L’espace
des messages est alors M = 0,1™. Les clés sont les suites binaires de méme longueur que les
messages : K = M = 0,1". La fonction de chiffrage consiste a ajouter bit a bit module 2 la clé
au message clair. Pour tout m = my ... m, et pour tout k =k; ...k,

c=Ekm)=k®m=m1®ki...m, Dk,

Nous allons expliquer dans la section suivante pourquoi ce chiffrement est parfaitement sar au
sens de Shannon. Remarquons pour l'instant ses faiblesses. Ce chiffrement est vulnérable devant
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une attaque & clair connu : si quelqu’un découvre ne serait ce qu’un bloc de message clair m il
peut immédiatement obtenir la clé en la calculant :

k=m®dc

Il est alors indispensable de changer de clé a chaque bloc. C’est pour cela qu’on appelle cette
méthode "masque jetable”. Si I'on prend en compte le fait que les clés sont de méme longueur
que les blocs et qu’il faut les transmettre par un canal sécurisé avant de transmettre le chiffré il
devient évident que la mise en pratique de cette méthode est difficile. Ce code a tout de méme
été utilisé pour le téléphone rouge. La clé alors été envoyée par porteur car il était préférable
d’envoyer une nouvelle clé si elle a été interceptée que de courir le risque que le message secret
soit intercepté et décodé.

2 La théorie de C. Shannon sur la sécurité entropique.

Nous allons maintenant nous intéresser a la signification que prend le concept d’entropie
dans le contexte de cryptographie.

Rappelons que 'entropie d’une variable aléatoire mesure l'incertitude associée au résultat
d’une expérience que la variable représente. Nous allons donc donner une interprétation proba-
biliste au probleme de chiffrement en nous plagant a la place de cryptanalyste, celui qui cherche
par analyse a retrouver le message clair a partir du chiffré. De son point de vue, le choix d’un
message clair et celui d’une clé sont des résultats d’un tirage aléatoire. Le message chiffré est
alors aussi aléatoire. Soient donc les variables aléatoires M, C et K représentant respectivement
le choix d’un message dans I’ensemble M, le choix d’un chiffré dans I’ensemble C et celui d’une
clé dans I’ensemble K. C. Shannon définit un cryptosysteme parfaitement stir comme étant le
systeme dans lequel la connaissance du chiffré n’apporte pas d’information sur le message clair.

Définition 2.1 (Cryptosystéme parfaitement sir). Soit un cryptosysteme (K, M,C, E, D).
Soient M et C les variables aléatoires représentant le choix d’un message claire et d’un chiffré.
Le systeme est dit parfaitement sur ssi

H(M|C) = H(M)

Proposition 2.1 (La sécurité parfaite du chiffre de Vernam). Supposons que ’espace des clés
est le méme que l’espace des messages clairs :M = K et que toutes les clés sont équiprobables.
Alors le chiffre de Vernam est parfaitement sir.

Preuve de la proposition
Nous allons supposer sans perte de généralité que ’alphabet utilisé est binaire et

que les messages et les clés sont des séquences de bits de longueur connue n. Alors
I’espace des messages clairs et des clés est

M=K ={0,1}"
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Comme toutes les clés sont supposées équiprobables, on a

1

ke K, PIK =k =

Pour établir 1’égalité des entropies il suffit de montrer que
VYm e M, Vee C, P(M =m|C =c¢)=P(M =m)

Par définition de probabilité conditionnelle on a

P(M =m,C =c¢)
P(C=c¢)

P(M =m|C=c¢c)=

On sais que dans le chiffrement de Vernam les trois variables K, M et C sont liées :
C=K&M. Alors

C=cANM=m< K=c—mANM=m

Donc on a

P(M =m)

P(M=m,C=c)=PM=m,K =c—m)=P(M=m)P(K =c—m) = o

car les variables aléatoires K et M sont indépendantes.

On calcule maintenant la probabilité

C.Q.F.D

Le théoreme suivant permet de montrer qu’un systeme parfaitement stur doit avoir des clés
au moins aussi longues que les messages clairs.

Théoréme 2.1. Dans un systéme cryptographique parfaitement sir on a

En particulier, si tous les messages et toutes les clés sont équiprobables, les clés sont de longueur
au, moins égale a celle des messages.

Il n’est donc pas possible de trouver un chiffrement parfaitement sir ayant des clés moins
longues que celles du chiffre de Vernam.

Dans ses travaux C. Shannon s’est aussi intéressé aux systemes a clé courte, qui ne sont
pas parfaits. La question que l'on peut alors poser est la suivante. Etant donné un systeme
cryptographique dans lequel toutes les clés et tous les messages clairs sont équiprobables, de
combien de chiffrés faut il disposer pour étre capable de retrouver de fagon unique la clé ? Pour
répondre a la question nous allons introduire quelques notions supplémentaires.
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Définition 2.2. Soit un langage composé de mots de longueur donnée N sur un alphabet donné
A. On associe la variable aléatoire M au choix au hasard d’un mot du langage. On appelle taux
du langage ou taux d’entropie, la quantité

H(M
r= lim 7( )

Si le nombre de caracteres de ’alphabet est L on appelle taux maximal du langage la quantité
R =logs L

Enfin on appelle redondance du langage la différence
D=R-r

Dans cette définition, le taux du langage représente la quantité moyenne d’information par
caractere de message, le taux maximal correspond a l’entropie maximale d’un caractere, c’est a
dire au cas ou tous les messages sont équiprobables. Enfin, la redondance représente la différence
entre le nombre de bits maximal et ce qui est tout juste nécessaire pour coder un caractere. Par
exemple, le taux de 'anglais a été évalué par méthodes statistiques pres de 1.5.

Nous allons maintenant introduire la mesure permettant de quantifier la quantité d’informa-
tion dont il est faut disposer pour pouvoir déterminer la clé d’un chiffrement.

Définition 2.3 (Distance d’unicité). Soit un cryptosysteme (K, M,C,E, D). On appelle la
distance d’unicité le plus petit nombre de messages chiffrés dont il est nécessaire disposer pour
que l'incertitude résiduelle sur la clé sachant ces chiffrés soit nulle :

no : H(K|Cl,...,0n0) =0
On peut montrer la proposition suivante

Proposition 2.2. La distance d’unicité d d’un cryptosystéme est égale a

ot D est la redondance du langage.

Exemple 2.1. On a établi par analyse statistique que le taux d’entropie du frangais est d’environ
r =~ 3.97 et que le taux maximal est R = 4.67. Ainsi la redondance est D = 0.7. On peut donc
calculer la distance d’unicité pour un chiffrement par substitution. L’espace de clés est alors
I’ensemble de toutes les permutations possibles de ’alphabet latin et si on considere que les clés
sont équiprobables on a

H(K) log2(26!)
D 07
Il faut donc en moyenne 126 caracteres de texte chiffré pour étre en mesure de déterminer
la clé de fagon unique

d= ~ 126
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Remarque 2.2. Il s’agit bien d’une condition nécessaire a la possibilité de découvrir la clé. 11
faut interpréter ce résultat dans le sens suivant : si I'on ne dispose pas de longueur suffisante
de message chiffré donnée par la distance d’unicité, il est impossible de déterminer la clé avec
certitude.

Ce résultat ne permet surtout pas de se prononcer sur la puissance de calcul nécessaire pour
découvrir la clé ni sur les moyens d’y parvenir.

Remarque 2.3. Il est important d’observer que la distance d’unicité est inversement propor-
tionnelle a la redondance des messages clairs. Plus I’ensemble des messages clairs est redondant
moins il faut d’informations pour déterminer la clé. Ainsi la sécurité du systeme dépend aussi
de la qualité intrinseque des messages.

Ainsi, pour améliorer la distance d’unicité, il est préférable de traiter en amont les messages
de facon a réduire la redondance. Par exemple, une compression sans pertes par codage de
Huffman ou autre peut étre utilisée avant le chiffrement. Nous allons aborder ces techniques
dans les chapitres suivants.
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Chapitre 3

Codage de source.

1 Codage

D’une maniere générale le codage peut étre vu comme une transformation de symboles d’un
alphabet donné €y = {s1,...,s,} en suites de symboles d’un autre alphabet Qo = {c1,...,cq}.

Dans un schéma de communication, la source et le canal de transmission n’utilisent pas
forcément le méme alphabet. Par exemple, la source peut étre un texte anglais, utilisant les
26 lettres de ’alphabet latin, et le canal peut étre tout support numérique, utilisant I'alphabet
binaire. Il se pose donc le probleme de codage comme ”traduction” entre ’alphabet de la
source et celui du canal. Si le récepteur utilise le méme alphabet que la source il est également
de décoder le message avant de pouvoir le lire, c’est-a-dire, appliquer la transformation inverse.
Toute transformation candidate doit vérifier un certain nombre de critéres que nous allons
détailler plus loin. Etant donné qu’il peut exister une grande quantité de codages possibles
il se posera la question de savoir lequel est meilleur que tous les autres. Cela dépendra de
critere d’optimalité que l’on fixera. Nous allons dans cette perspective considérer deux types
d’applications de codage :

1. Codage de source ou encore codage sans bruit. Nous allons supposer que la com-
munication se fait via un canal sans bruit. Cela signifie que tout message est transmis de
fagon exacte. Sous cette hypothese le meilleur code sera celui qui permettra la transmis-
sion la plus rapide possible. Le premier théoréme de Shannon donne la solution & ce
probleme. A noter que ce cours sera dans la suite consacré essentiellement a 1’étude des
méthodes de codage de source.

2. Codage de canal ou encore codage en présence de bruit. En supposant qu’il
existe des perturbations pouvant engendré des erreurs a la réception, on cherchera une
méthode de codage permettant une transmission aussi rapide que possible tout en mini-
misant la probabilité des erreurs. Le second théoréme de Shannon donne la solution
a ce probleme.
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2 Premier théoreme fondamental

2.1 Codage de source

Nous allons dans un premier temps considérer un modele de communication avec un canal
discret sans bruit. Soient Qg = {s1,...,s,} 'alphabet de la source et Q¢ = {c1,...,¢q} lal-
phabet du canal. Supposons que la distribution de probabilité de ’alphabet de la source est
connue :

Ps: Qg —[0,1], s; — ps(si)

On peut alors en déduire ’entropie de la source
n
H(S) == pilog,pi.
i=1

Nous utiliserons dans la suite la terminologie suivante :
Lettre, symbole ou caractére Tout élément d’un alphabet donné;
Message ou mot Une séquence fini m de caracteres d’un alphabet donné;
Longueur de mot le nombre [(m) de caracteres d’'un mot m;

Le codage consiste a faire correspondre a chaque symbole s; de la source une séquence m(s;)
de symboles de I’alphabet du canal, appelée mot-code. Une telle association peut donc étre
représentée par un ensemble {mj,ma,..., my} de n mots codes correspondants chacun a un
symbole de l'alphabet de la source : Vi =1,...,n, m; = m(s;). Si 'on note [; les longueurs des
mots m; du code. Soit L la variable aléatoire dont la valeur est la longueur du mot-code associé
a un symbole émis par la source S. Alors cette variable aléatoire prend les valeurs [; avec les
probabilités p; = ps(s;), i =1,...,n. On définit alors la longueur moyenne du code par

- Bl = pi
=1

Cette quantité est importante pour ’analyse des caractéristiques d’un code donné. Elle représente
le nombre moyen de caracteres de I’alphabet ¢ pour coder un symbole émis par la source S.

Supposons que le temps de transmission est le méme pour tous les caracteres de ’alphabet
du canal. Alors, le temps moyen de transmission d’'un symbole de I'alphabet de la source est
proportionnel & la longueur moyenne des mots du code, L. C’est pour cette raison que nous
allons dans la suite étudier en détail ce parametre.

Un code doit vérifier un certain nombre de propriétés garantissant la possibilité de reconsti-
tuer tout message codé a la réception. Ces propriétés sont :

Régularité Un code {mi,ma,...,m,} est dit régulier si tous les mots qui le composent sont
distincts : m; # myg, Vi # k. Cette condition garantit au moins que tout message d’un
seul caractere de l'alphabet de la source peut étre décodé. Un code qui n’est pas régulier
est dit singulier ou irréversible.

Déchiffrabilité Un code régulier est dit déchiffrable (ou encore & décodage unique) si pour
toute suite de mots de code m'm?...m" il est possible de distinguer sans ambiguité tous
les mots et donc identifier les symboles s/, j =1,..., k composant le message.

Voici un exemple de plusieurs codes possibles pour un méme alphabet.
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Exemple 3.1. Soit Qg = {a,b,c,d} de distribution de probabilité Ps = {0.4,0.3,0.2,0.1}.
L’entropie de cette source est H(S) ~ 1.85. Supposons que le canal est binaire. Le tableau
ci-dessous propose quelques codes et leurs longueurs moyennes de mots :

S Proba Code 1 | Code 2 | Code 3 | Code 4 | Code 5 | Code 6

a 0.4 1 00 0 0 0 0

b 0.3 0 01 10 01 10 11

C 0.2 1 10 01 011 110 100

d 0.1 0 11 010 0111 1110 101
Long. Moy. | 1 2 1.7 2 2 1.9

Le code 1 n’est pas régulier. En effet, le caractere 0 correspond & deux caracteres différents
dans I’alphabet initial. Tous les autres codes du tableau sont régulier. Le code 2 est un code de
longueur fixe : tous les mots du code sont de méme longueur. Les codes 3-6 sont de longueur
variable.

Le code 3 est régulier mais pas déchiffrable. En effet, la déchiffrabilité signifie que toute
séquence de mots du code correspond a au plus un message. Dans le cas du code 3, la séquence
010 correspond a la fois a trois messages différents : ”d”, "ca” et "ab”. Elle ne peut donc pas
étre décodée correctement. Nous allons maintenant analyser le probleme de déchiffrabilité en
détail.

2.1.1 Le probleme de décodage unique

Il existe plusieurs fagons de garantie qu'un code soit déchiffrable :

Codes de longueur fixe Un code régulier de longueur fixe peut toujours étre décodé sans
ambiguité car il suffit pour cela de découper la séquence en mots de longueur connue.
Cette solution présente néanmoins un désavantage. On peut 'observer dans le tableau
ci-dessus. Le code 1, de longueur fixe a la longueur moyenne de code égale a 2 tandis qu’il
existe dans la méme table des codes avec une longueur moyenne inférieure.

Utilisation d’un séparateur Il est possible de consacrer un symbole de ’alphabet du canal
comme séparateur de mots du code. Par exemple, pour un canal binaire, on peut coder le
i-eme symbole de la source s; a ’aide de i caracteres 71”7 et utiliser ”0” comme séparateur.
Dans le cas de I'exemple 3.1 cela donnerait le code suivant

On constate que la longueur moyenne qui tient compte du séparateur est plus élevée que

tous les autres codes.

S Proba Code 1
a 0.4 10
b 0.3 110 , ” ” - »
. 0.2 1110 et la séquence ”"abc” donnerait 7101101110
d 0.1 11110

Long. Moy. | 3
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Codes sans préfixe On dit qu'un mot W est un préfixe d’un autre mot V s’il existe un mot
U tel que V = WU. Autrement dit, le mot V' commence par le mot W. Dans ce cas le mot
U s’appelle suffize.

On dit qu'un code donné est sans préfixe ou instantané si aucun mot du code n’est un
préfixe d'un autre.

Dans notre exemple le code 6 est sans préfixe. Un tel code est toujours déchiffrable.
En effet, pour décoder une séquence quelconque de mots du code il suffit lire la séquence
caractere par caractéere de gauche a droite. Dés qu’un mot du code m est formé on sait
qu’il n’est pas un début d’'un autre mot. On peut donc séparer le mot et recommencer
la lecture. Cela donne une procédure de décodage ”pas a pas”. Prenons une séquence
W = 011010011101 du code 6. Le décodage de la séquence se passe de la facon suivante :

Pas 1 Le premier mot du code formé en lisant de gauche & droite est m! = ”0”. Donc
le premier symbole est s = a. On sépare le mot m' de la séquence. On obtient la
nouvelle séquence W7 = 11010011101.

Pas 2 m? ="11" = s?=bet Wy =010011101.

Pas 3 m?="0" = s3=aet W3=10011101.

Pas 4 m*="100" = s%=cet Wy =11101.

Pas 5 m® ="11" = s> =bet Wy =101.

Pas 6 m® =7101" = s =det W5 =0.

On obtient en symboles de 'alphabet de la source : abacbhd.

On remarque que dans la famille de codes a longueur variable et sans séparateur les codes
sans préfixe ou instantanés représentent un intérét. Il est évident que tout code instantané est
déchiffrable.

La réciproque n’est pas vraie. Soit en effet une source binaire d’alphabet Qg = {a,b} et un
canal binaire d’alphabet Q¢ = {0,1}. Le code suivant m; = m(a) =0, mo = m(b) = 01 n’est
pas instantané car mj est un préfixe de ms. Il est tout de méme déchiffrable. Pour décoder une
séquence de mots d ece code il suffit de repérer d’abord les positions de ”1”. Chaque ”1” est
obligatoirement précédé de ”0” et donne le caractere ”b”. les autres ”0” correspondent a ”a”.
C’est comme cela qu’on trouve que la séquence ”000101000100” correspond a ”aabbaabaa”.

On voit alors la signification du terme ”instantané” et 'intérét principal de ces codes. Un
code sans préfixe peut étre décodé pas a pas, par séparation successive des mots. Cela peut étre
fait au fur et & mesure de la réception du message. Tandis qu'un code déchiffrable mais non
instantané nécessite un traitement plus long et spécifique au code pour étre déchiffré.

Nous allons nous intéresser maintenant au probleme d’existence de codes instantanés. Ce
probleme se formule de la fagon suivante

Soient ’alphabet de la source Qg = {s1,...,s,} de taille n et et l'al-

phabet du canal Q¢ = {c1,...,cq} de taille d. Etant donnés n nombres
entiers positifs (I1,1l2,...,1l,) € Z7 existe-t-il un code régulier instantané
de n mots {my,...,m,} tel que chaque nombre I; soit la longueur du

mot de code m; ?
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Le théoreme suivant donne la condition nécessaire et suffisante d’existence de tels codes.

Théoréme 3.1 (Inégalité de Kraft). Un code instantané de longueurs de mots données
l1,...,1l, existe si et seulement si

n
Zd*lf <1
=1

ot d est la taille de l’alphabet du canal.

Historiquement, I'inégalité de Kraft a d’abord été démontrée par McMillan, comme condition
nécessaire et suffisante d’existence de codes déchiffrables de longueurs de mots données. Voici le
théoreme qui est une extension du théoreme précédent sur la classe entiere de codes déchiffrables :

Théoréme 3.2 (Condition de McMillan). Un code déchiffrable de longueurs de mots
données ly,...,l, existe si et seulement st

n
Z d7li <1
=1

ot d est la taille de l’alphabet du canal.

Remarque 3.1. Ces deux théoremes montrent qu’il existe un code déchiffrable de longueurs
de mots données 1, ...,1, si et seulement si il existe un code instantané de mémes longueurs de
mots.

Nous avons maintenant pourvoir poser le probleme de codage de source ou encore de codage
sans bruit :

Soit une source S d’alphabet Qg = {s1,...,s,} de taille n et de dis-
tribution de probabilités Ps = {pi,...,p,}. Soit un canal d’alphabet
Qc ={c1,...,cq} de taille d, sans bruit, stationnaire et sans mémoire.
Existe-t-il un code qui minimise la longueur moyenne de mots L ?
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2.2 Le premier théoréeme de Shannon

Nous allons approcher la solution du probleme de codage de source en trois étapes. D’abord,
nous allons énoncer la borne inférieure pour la longueur moyenne de mots de code. Ensuite,
nous allons proposer une borne supérieure. Et enfin, énoncer le premier théoréme fondamental
de la théorie de I'information qui montre qu’il est possible d’approcher la borne inférieure avec
autant de précision que ’on souhaite.

2.2.1 Borne inférieure de longueur moyenne de code

Théoréme 3.3 (Borne inférieure). Soit une source S d’alphabet Qg = {s1,...,sp} de
taille n et de distribution de probabilités Ps = {p1,...,pn}. Soit un canal d’alphabet
Qc =A{c1,...,cq} de taille d, sans bruit, stationnaire et sans mémoire. Soit un code
déchiffrable {m1,...,my} de longueurs de mots {ly,...,l,}.

Alors la longueur moyenne de mots de code vérifie :

LN s ()
SR PLERLES ey

L’égalité n’est possible que siVi=1,...,n, p; =d".

Preuve du théoreme [3.3]

Puisque le code que nous avons est déchiffrable il vérifie I'inégalité de Kraft :

0<Q:id‘li§1

i=1

On peut alors définir les nombres

n
On a alors : z%‘ = 1 et donc on peut appliquer I'inégalité de Gibbs (voir lemme
i=1
1)
n .
> nlos (%) <0
i=1 i

et I’égalité a lieu si et seulement si Vi=1,...,n,p; = ¢;.
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On en déduit alors :

=) pilogapi < =) pilogyqi (3.1)
i=1 i=1
n d-li
= — Zpi logy — = (3.2)
i=1 Q
= - sz‘ logy d~" + sz‘ log, @ (3:3)
i=1 i=1
= > pililogyd +10g, Q> " pi (3.4)
i=1 i=1

n n
En remarquant que Zpili =Let que Zpi =1lona
i=1 i=1

H(S) == pilogypi < L +log, Q
i=1

Enfin, d’apres I'inégalité de Kraft que nous avons mentionné au début, < 1. Donc
logy @ < 0 d’ou I'inégalité que nous devions démontrer.

C.Q.F.D

Remarque 3.2. On peut noter le fait que la quantité représente ’entropie de la source

(5)
log,(d)

calculée par rapport a la base d :

=-> p Lo, (p sz log,(pi) = Ha(S)

log2 P log,(d

Un code dont la longueur moyenne de mots atteint la borne inférieure s’appelle absolument
optimal. Un exemple de code absolument optimal est donné par la tableau suivant

S | Proba | Code

a 0.5 0 7
b| 025 |10 et onaH(S):L:Z.
c | 0.125 | 110

d| 0.125 | 111

2.2.2 Borne supérieure de longueur moyenne de code

Cependant, un code absolument optimal n’est pas toujours réalisable. En effet, pour atteindre
logpi

logd Or ces

la borne inférieure, les longueurs de mots doivent vérifier p; = d ' et donc l; =
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nombres ne sont pas forcément entiers. Dans ces cas la meilleure solution consiste a choisir les
longueurs de mots de telle sorte que

Vi=1, n logs pi <l < logs pi

- - 1
logy(d) ~ '~ Togyd
Théoréme 3.4 (Borne supérieure). Soit une source S d’alphabet Qg = {s1,...,8n}
de taille n et de distribution de probabilités Ps = {p1,...,pn}. Soit un canal d’alphabet
Qc ={c1,...,cq} de taille d, sans bruit, stationnaire et sans mémoire.

Alors il existe un code déchiffrable dont la longueur moyenne de mots de code vérifie :

H(5) gi:ip(si)lm H(S) +1

logy(d)

Preuve du théoréeme [3.4]

Choisissons les longueurs de mots comme précisé ci-dessus :

Vi=1,....n _logzpz‘gl‘ _10g2pz‘
log, d log, d

+1

Tout d’abord, montrons que I'inégalité de Kraft est vérifiée. En effet, de I'inégalité
ci-dessus on déduit que

Vi=1,...,n, logyp;> —lilogyd = p;>d"

Alors pour la somme on a
St <3 ne
i=1 i=1

Alors il existe un code instantané de longueurs de mots I; que nous avons choisies.
Il reste a étudier sa longueur moyenne. On a :

- i - logy p; 1 " H(S)
L= ili — i 1=-— i 1 i+ 1= 1
;p < ;p logy d + lode;p 082 Pi + 0 +

et

_—— “~ logypi  H(S)
L= ili > — i =
;p ;p log, d log,(d)

C.Q.F.D
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2.2.3 Extension de source et le premier théoréme de Shannon

Nous avons déja vu que, pour un alphabet et une distribution de probabilité donnés, il est

H(S)

logy(d)
base d pres. La derniere question qu’il reste a éclaircir est de savoir s’il est possible d’approcher

cette borne avec une précision arbitraire.

Pour répondre a cette question nous allons élargir notre point de vue sur le probleme d’enco-
dage de messages d’'une source. Nous allons introduire I'idée de codage par blocks. Commengons
par un exemple.

possible de trouver un code déchiffrable est proche de la borne inférieure a un bit de

Exemple 3.2. Soit une source X d’alphabet wx = {a,b} et de distribution de probabilité
Px ={3/4,1/4}. L’entropie de cette source est

3 3 1 1 3 3 1 3
H(X) = 1 logy <> 1 logy () =1 log2(3)+1 log2(4)+zlog2(4) =1 logy(3)+2 ~ 0.811

4 4
En codant cette source caractére par caractére, on peut envisager le code suivant : m(a) =
0, m(b) = 1 de longueur moyenne de mots L; = 1 bit par caractére. Un message T de longueur
initiale {(T") sera alors codé par une suite binaire de [(T) bits.

Et si on voulait coder les messages de cette source en associant un code au couples de
caracteres 7 Tout d’abord, formalisons cette idée. Avec un alphabet de taille 2 il est possible
de former 22 = 4 couples de caractéres différents. On peut considérer cela comme un nouvel
alphabet, d’une nouvelle source, Y. La variable aléatoire Y associée a cette nouvelle source cor-
respond a ’observation de deux caractéres émis indépendamment par la source initiale X . Ainsi,
Y = (X1, X3) ou X7 et X9 sont deux variables aléatoires indépendantes ayant la méme distri-
bution que X. Compte tenu de I'indépendance de X; et X5 on peut construire la distribution
de probabilité de Y :

Y aa ab ba bb
Py | p(a)® =9/16 | p(a)p(b) = 3/16 | p(a)p(b) = 3/16 | p(b)* =1/16

Enfin, 'entropie de Y peut aussi étre déduite de I'indépendance de X7 et X5 :
H(Y) = H(X1,X2) = H(X1) + H(X2) =2H(X)

Maintenant, si 'on considére Y comme une source a part entiere, on peut appliquer le
théoreme Il est possible de trouver un code déchiffrable dont la longueur moyenne de mots
de code vérifie (ici d = 2 et donc logy(d) =1) :

HY)<Ly=<HY)+1 & 2H(X)<Ly=<2H(X)+1

On a alors la relation : ]
1
H(X) < ?2 =< H(X)+

Il reste & remarquer que Lo est mesurée en ”bits par symbole” de I'alphabet de Y. Or, tout

L
symbole de 'alphabet de Y est un couple de caracteres de 'alphabet de X. Ainsi, la quantité 72
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représente la longueur moyenne de mot de code par symbole de X. Nous avons alors, un code
dont la longueur moyenne de mot de code se trouve dans un intervalle plus petit ( de longueur
de 1/2 au lieu de 1) autour de la borne inférieure.

Voici I’exemple d’un tel code

Y = (X1, Xs) | Proba | Code
aa 9/16 | 0 ) o7
ab 3/16 | 10 etona H(Y)=2H(X) ~1.622 et Ly = 7 bits par valeur de
ba 3/16 | 110
bb 1/16 | 111

Y.

Enfin, il est tres important de remarquer que la longueur moyenne Lo représente le nombre
27
moyen de bits pour coder un ”symbole” de ’alphabet de la source Y. Donc il s’agit de T bits

par symbole de Y. or, chaque symbole de ’alphabet de Y est un couple de symboles de I’alphabet

. 27
de X. Ainsi, en unités de mesure de la source X on a Lo = 31 ~ (.8 bits par symbole de X.

Cela signifie qu'un message 7' de longueur [(T') sera codé avec le code 2, en moyenne par
0.81(T") bits binaires au lieu de [(T") bits avec le premier code.

Ainsi, en introduisant le codage par blocks nous avons trouvé la possibilité de s’approcher de
la borne inférieure. En généralisant 1’idée de ’exemple précédent on peut formuler et démontrer
le premier théoreme fondamental de la théorie de I'information.

Définition 3.1 (Extension de source). Soit une source X d’alphabet Qx = {z1,...,n}.
On appelle extension d’ordre s de la source X la source Y = (Xy,...,X) ou X;, i =
1,...,s sont les variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées selon

la distribution de X.

Théoréme 3.5 (Premier théoréme de Shannon). Soit une source X d’alphabet Qx =
{z1,...,2,} de taille n et de distribution de probabilités Px = {p1,...,pn}. Soit un
canal d’alphabet Qc = {c1,...,cq} de taille d, sans bruit, stationnaire et sans mémoire.
Alors il existe un procédé de codage déchiffrable dont la longueur moyenne de mots de

H(S)

code est aussi voisine que l’on souhaite de la borne inférieure

logy(d) '

Preuve du théoreme [3.5]

Soit la suite (Y;)52, d’extensions d’ordre s de lasource Y. Onalors Vs > 1, H(Y;) =
sH(X) et il existe un code déchiffrable dont la longueur moyenne Ly de mots de code
vérifie :

HY) - H(Y) H(X)

<L < +1 < H(X)
s = s s
logy(d) — logy(d) logy(d) logy(d)

+1
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On a alors la relation :
H(X) !
logy(d) logy(d) s

Il reste & remarquer que L, est mesurée en ”bits par symbole” de I’alphabet de Y.
Or, tout symbole de I’alphabet de Y est un s-uplet de caracteres de ’alphabet de X.

L, H(X 1
e (X)

L
Ainsi, la quantité — représente la longueur moyenne de mot de code par symbole
s

de X.
Alors en passant & la limite quand s tend vers co on a
L H
lim = = (X)
5700 8§ log,(d)
C.Q.F.D

3 Construction de codes optimaux

Le premier théoreme de Shannon, vu dans le chapitre précédent établit 1’existence de codes
dont la longueur moyenne de mots est aussi proche de la borne inférieure que 'on veut. Il ne
propose cependant pas de méthode pour construire un tel code.

Rappelons qu’'un code est dit absolument optimal pour une source donnée (représentée par
son alphabet et sa distribution de probabilité) si sa longueur moyenne de mots atteint la borne
inférieure. Nous avons mentionné dans le chapitre précédent que tels codes n’existent pas toujours
pour une source donnée.

Définition 3.2 (Code optimal). Soit une source X d’alphabet Qx = {z1,...,n} et de
distribution de probabilité Py donnés. On dit qu’un code est optimal dans une classe
de codes pour cette source si sa longueur de mots de code est minimale dans la classe
considérée.

Dans ce chapitre nous nous intéressons au probleme de construction effective de codes
optimaux. Pour faciliter la compréhension, nous allons nous restreindre a 1’étude de codes
binaires sans préfixe (instantanés). La généralisation des idées que nous allons exposer ici
au cas d’alphabets de codes g-aires ( de taille ¢) n’est pas difficile. De plus, les codes binaires
occupent une grande place parmi les codes actuellement utilisés tout simplement & cause des
principes de fonctionnement des ordinateurs.

3.1 Codes binaires instantanés et arbres
3.1.1 Quelques rappels sur les arbres

Nous rappelons ici quelques notions utiles dans la suite sur les arbres. Etant donné que nous
avons choisi de présenter dans ce chapitre seulement les codes binaires, nous n’aurons besoin que
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d’arbres binaires. On peut consulter pour plus de détails le cours sur les graphes de Marietta
Manolessou dans la matiere ” Algorithmique I1”.

Un arbre binaire est un cas particulier de graphe qui peut étre facilement défini de fagon
recursive : un arbre binaire est soit vide soit composé d’un neeud particulier, appelé racine, d’un
sous-arbre gauche et d’un sous-arbre droit qui sont eux mémes des arbres binaires disjoints. Nous
allons tirer de cette définition quelques propriétés essentielles et ne description plus détaillée de
la structure d’un arbre binaire.

1.

Comme tout graphe, un arbre binaire est un couple (N, R) out N est un ensemble de nceuds
et R C N x N est un ensemble d’arcs reliant certains sommets. Un arbre binaire est graphe
orienté dans lequel les arcs sont considérés comme des relations ”pere-fils”.

. La racine de ’arbre est 'unique noceud qui n’a pas de pere.

3. Dans un arbre binaire, chaque nceud a au plus deux fils et chaque nceud sauf la racine a

exactement un pere.

4. Les noeuds qui n’ont pas de fils s’appellent feuilles de I’arbre.

10.

11.

. les noeuds qui ne sont ni feuilles ni racine s’appellent internes.

. Un chemin entre deux nceuds est une suite d’arcs consécutifs ( deux arcs (i,7) et (k,I)

sont consécutifs si I'extrémité du premier est l'origine de l'autre : j = k). La longueur d’un
chemin est le nombre de branches qui le constituent.

Tout neceud est relié a la racine par un unique chemin. On dit qu’un nceud est de niveau
n si le chemin qui le relie a la racine est de longueur n.

. On appelle hauteur ou profondeur d’un arbre la longueur du plus long chemin partant

de la racine.

. Un arbre binaire complet de profondeur n est un arbre dont tous les nocuds sauf

les feuilles ont exactement 2 fils. Autrement dit, toutes les feuilles appartiennent au méme
niveau et tous les nocuds ont exactement 2 ou 0 fils. Un tel arbre a exactement 2" feuilles
et pour tout 7 < n il y a exactement 2 noeuds de niveau 1.

On appelle arbre binaire incomplet un arbre binaire obtenu a partir d’un arbre complet
en supprimant tous les successeurs d’un certain nombre de nceuds ainsi que toutes les
branches qui touchent ces nceuds. Les noeuds dont a supprimé les successeurs deviennent
les feuilles. Attention! Il existe des arbres qui ne sont ni complets, ni incomplet. Un arbre
incomplet est un arbre dont tous les nceuds ont 2 ou 0 fils. A la différence d’un arbre
complet, il n’est pas exigé que toutes les feuilles soient de méme niveau. Attention! Il
existe des arbres qui ne sont ni complets ni incomplets.

Dans un arbre binaire complet ou incomplet le nombre de feuilles F' et le nombre de

branches B vérifient la relation
B=2(F-1)

Sur la figure [4.1] on peut voir un arbre binaire complet de profondeur 3 et plus loin sur la
figure [4.2un arbre incomplet obtenu & partir du premier en supprimant les descendants de deux
noeuds.

3.1.2 Représentation de codes instantanés par les arbres

Soit {my,...,my} un code binaire sans préfixes de longueur maximale . Il est évident que
chaque mot de ce code peut étre représenté par un chemin partant de la racine d’un arbre binaire
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" B feille

@ noeud intérieur

*..
©< . . racine
0

niveau

FIGURE 3.1 — Un arbre binaire complet de profondeur 3.

FI1GURE 3.2 — Un arbre binaire incomplet

complet de profondeur /. il suffit pour cela d’étiqueter les arcs du ’arbre avec 0 et 1. Supposons
qu’a un mot m; de longueur [; < [ on vient d’associer un chemin de I; arcs en partant de la
racine. Le chemin s’arréte alors & un noeud de niveau [;. Comme aucun autre mot du code ne
peut avoir celui ci comme préfixe, on peut supprimer tous les descendants du noeud final du
chemin. Ce dernier devient alors une feuille. Ainsi on peut associer a tout code sans préfixes
un arbre binaire incomplet. L’arbre vu précédemment, est ainsi associé au code {1,01,001, 000}
(voir la figure ?77).

Ainsi dans un arbre correspondant & un code binaire, les feuilles correspondent aux mots du
code. Si ce dernier est associé a I’alphabet d’une source, il est également possible d’associer aux
feuilles les probabilités des symboles correspondants.
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FIGURE 3.3 — Représentation d’un code par un arbre binaire incomplet

4 Meéthode de Huffman de construction de codes optimaux

Nous allons maintenant présenter la méthode de Huffman de construction de codes instan-
tanés optimaux pour une source donnée. Nous commencons par condition nécessaire d’optimalité
que nous présentons ici sans démonstration mais dans le but de faciliter la compréhension de la
procédure de Huffman.

Lemme 3.1. (Condition nécessaire d’optimalité) Soit une source X représentée d’alphabet
Qx ={x1,...,x2,} et de distribution de probabilités Px = {p1,...,pn}. Soit C = {mq,...,mp}
un code instantané associé a la source de longueurs de mots {l1,...,l,}. Supposons que les
symboles de 'alphabet sont numérotés dans l’ordre décroissant de leurs probabilités :

pP1=>p2 =t 2 Pn.

Si plusieurs symboles ont la méme probabilité, ils sont numérotés dans l’ordre croissant de lon-
gueurs de mots de code correspondants.

St C' est optimal pour la source X dans la classe de codes instantanés alors il vérifie les
propriétés suivantes :

1. Les symboles les plus probables ont les longueurs de mots de code plus petites :

2. Les deux derniers symboles ont les longueurs de mots de code égales :
ln =1ln1

3. Parmi les symboles dont la longueur de mots de code est l,, il y a au moins deux dont les
mots de code ont tous les chiffres identiques sauf le dernier.



4. METHODE DE HUFFMAN DE CONSTRUCTION DE CODES OPTIMAUX 47

La méthode de Huffman (1952) procede de fagon recursive, en construisant ’arbre binaire du
code a partir des feuilles du niveau le plus élevé. D’apres le lemme ci-dessus ces feuilles doivent
correspondre aux symboles les moins probables z,, et z,,_1. Le principe général de la construction
est de regrouper les deux symboles les moins probables en un seul, w;, ,—1 en additionnant leurs
probabilités et de considérer une nouvelle source de n—1 symboles. On parle alors de réduction de
source. On applique ainsi le principe récursivement jusqu’a ce qu’il ne reste que deux symboles.
On leur attribue alors le code {0, 1}.

Le parcours inverse permet de construire le code de maniere également recursive. Soit C,_1
le code associé a la source de n—1 symboles dont le dernier est w;, ,—1 a été obtenu en regroupant
T, et x,_1. Alors le code C), associé a la source de n symboles est obtenu de fagon suivante.
Les mots du code associés aux symboles x,, et x,—1 sont construits en ajoutant au mot code du
symbole wy, ,—1 respectivement 0 et 1.

Voici un exemple.

Etape 1 Etape 2 Etape 3 Etape 4 Etape 5

T1 0.3 Tl 0.3 1 0.3 34,56 0.45 234,56 0.45
To 0.25 €To 0.25 xTo 0.25 xI1 0.3 Z1,2 0.55
T3 0.2 T3 0.2 T4.5.6 0.25 D) 0.25
T4 0.1 x5,6 0.15 T3 0.2
xTs5 0.1 T4 0.1
xs | 0.05

L’arbre représentant le code résultant est représenté sur la figure suivante :

On y retrouve les codes associés a tous les symboles de 'alphabet initial.
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X=0111 %

FIGURE 3.4 — Arbre de code de Huffman



Chapitre 4

Compression de données sans pertes

1 Codage et compression

Nous allons dans ce chapitre aborder les applications de la théorie de l'information a la
compression des données numériques. Nous avons décrit dans le chapitre précédent les méthodes
de codage qui permettent d’adapter les messages émis par une source a la transmission via un
canal tout en assurant la transmission la plus rapide en moyenne et un décodage sans erreurs
ni ambiguités. Nous avons associé la rapidité de transmission a la longueur des messages codés.
Le parametre clé est alors la longueur moyenne des mots de code.

Les résultats fondamentaux de codage de source ont une autre application : la compression
des données. En effet, le premier théoréme de Shannon permet d’établir les limites théoriques
de compression de données sans pertes. En effet, 'entropie d’un message représente la longueur
moyenne minimale de mots de code pour ce message. Le codage a longueur de mots fixe est
souvent utilisé car il représente ’avantage de simplicité et rapidité d’application. Il est tout
meéme loin d’étre optimal et lorsque les données obtenues sont trop volumineuses il se pose le
probleme de compression.

Il existe deux grandes familles de méthodes de compression :

Compression sans pertes. Il s’agit de méthodes inversibles, garantissant que le message ini-
tial peut étre restauré intégralement a partir du compressé. Dans ce groupe de méthodes
on retrouve en particulier, le format zip utilisé pour 'archivage et le format d’images GIF,
par exemple. Le taux de compression est limité par '’entropie des données.

Compression avec pertes. Il s’agit de techniques basées sur les approximations des données
initiales. Lors de la restauration le message obtenu n’est pas exactement le message initial.
On retrouve dans ce groupe les formats Jpeg, MP3, MPEG.

Dans ce cours nous allons nous intéresser uniquement aux méthodes de compression sans
pertes, basées sur 'utilisation des algorithmes de codage plus ou moins proches de la borne
inférieure établie par le premier théoreme de Shannon.

49
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On peut regrouper les algorithmes de codage pour compression en deux familles principales :

Algorithmes statistiques. Il s’agit de méthodes basées sur 'utilisation de la table de fréquences
d’occurrence des symboles, comme le codage de Huffman.

Algorithmes a dictionnaire. Il s’agit de coder non pas par caractére par caractére mais par
blocks en indiquant la position de chaque bloc dans un dictionnaire construit a partir du
message.

Tout d’abord, nous introduisons quelques notions clés qui nous seront utiles pour apprécier
les qualités de différents codes en tant que méthodes de compression des données. Nous avons
vu dans le chapitre 2 qu’il existe une borne inférieure pour la longueur moyenne de mots de tout
code déchiffrable dont ’alphabet de canal a d caracteres :

H(S)

d

ou H(S) est 'entropie de la source. Dans ce chapitre, nous allons nous restreindre a 1’étude de
codes binaires, c’est a dire, avec d = 2 et donc logy(d) = 1. Ainsi, dans ce cas particulier, c’est
I'entropie de la source h(S) qui représente la valeur minimale possible de longueur moyenne de
mots de code.

Soit une source S d’alphabet Q@ = {s;,...,s,} et d’entropie H(S). Soit un code binaire

déchiffrable pour S définit par I'ensemble de mots {w1, ..., w,} de longueurs respectives {l1,...,l,}.
Soit L la longueur moyenne de mots de code. On appelle efficacité du code la quantité
H
g 2O
L

et redondance du code la quantité

(5)
R=1-E=1-">.
L

Ces quantités permettent de comparer la longueur moyenne de mot de code d’un code donné
a la borne inférieure h(S). Rappelons que cette borne n’est pas toujours atteinte, méme par les
codes optimaux.

Soit un texte T composé de symboles d’un alphabet Q = {s1,...,s,}. Soit M le nombre de
symboles dans T'. Si le texte est codé a I’aide d’un code binaire de longueur de mots fixe (ASCII
ou UTF-8, par exemple) la mémoire occupé par ces données est proportionnelle au nombre de
symboles dans le texte. Par exemple, si on utilise R bits par symbole, la longueur totale de texte
codé est [(T') = RM. Le probléeme de compression des données dans ce cas consiste a rechercher
un code binaire pour le texte T tel que la longueur de message codé [(U) soit inférieure a [(T').
On appelle taux de compression la quantité

,_ 1)
lT)

Pour appliquer a ce probléeme la théorie de construction de codes optimaux vue dans le
chapitre précédent, nous allons définir la procédure permettant d’associer a un texte donné une
distribution de probabilité. pour tout symbole s; de 'alphabet 2 soit m; le nombre d’occurrences

de ce symbole dans le texte T'. Notons alors f; = MZ la fréquence du symbole s;. On a alors

n
Vi=1,...n, 0<f;<1, Y fi=1
=1
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Ainsi, 'ensemble {f;, i =1,...,n} est une distribution de probabilité sur .

Cela nous permet de considérer le texte a compresser 7' comme étant un message émis par
une source ayant cette distribution de probabilité. Alors les méthodes de construction de codes
optimaux et en particulier la méthode de Huffman peuvent étre appliquées pour la compression
de ce texte.

Il est important de souligner que dans ce cas le code construit est propre au texte T et le
taux de compression obtenu dépend également des caractéristiques du texte.

2 Algorithmes de compression statistiques

2.1 Méthode de Shannon-Fano

On suppose la table de fréquences d’apparition des symboles {f;, i = 1,...,n} construite.
La méthode de Shannon-Fano est une méthode recursive. Elle permet de construire 'arbre du
code en partant de sa racine, contrairement a la méthode de Huffman qui procede a partir des
feuilles.

Les étapes de la méthode sont les suivantes :

1. On élimine de 'alphabet €2 les symboles dont les fréquences sont nulles et on trie la table
dans 'ordre décroissant des fréquences.

2. On divise la table de fréquences en deux parties de telle sorte que les sommes des fréquences
de ces parties soient aussi proches que possible. On attribue 0 & la premiere partie et 1 a
la seconde.

3. On applique ensuite ce principe des divisions a chacune des parties recursivement jusqu’a
I’obtention de parties a un seul symbole.

2.1.1 Exemple

Soit T'="cette échelle est belle”. Il y a M = 20 symboles dans ce texte. Codé en ASCII (4
bits par symbole) il occupe alors [(T) = 4 - 20 = 80 bits. Nous retenons cette valeur comme
référence pour évaluer les taux de compression obtenus. Nous allons construire pour ce texte
les codes de Shannon-Fano et de Huffman. Tout d’abords, on construit la table des fréquences
d’occurrence des symboles du texte :

Si e 1 t C b h S
m; | 8 4 3 2 1 1 1
fi 1041021015 0.1 0.05|0.05 | 0.05

L’alphabet initial est ainsi Q9 = {e, [, t,¢, b, h, s}. L’entropie associée est H(T') ~ 2.38.

Construction du code de Shannon-Fano. Pour commencer on divise ’alphabet en
deux sous-ensembles de sommes de probabilités aussi proches que possible. Ici on a Q; = {e, [},
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P(1) = 04402 = 0.6 et Q2 = {t,c,b,h,s}, P(2) = 0.4. On associe 1 comme premier bit
des mots de code des symboles de €21 et 0 comme premier bit des mots de code des symboles de
5. Sur chacun des sous-alphabets ainsi obtenus on définit les distributions de probabilités en
divisant celles de  par P(€;) et P(Q2) respectivement. On obtient :

S; e | S; t C b h S

Po= s Tase | BT 3R (1A [ 1/8 | 1/8 | 1/8

On continue ensuite, en appliquant la méme procédure aux deux tableaux ci-dessous.
Voici le graphe ainsi obtenu :

FI1GURE 4.1 — Codage de Shannon-Fano

Le code qui en résulte se lit sur les chemins reliant les feuilles a la racine :

s; | e 1 t c b h S
w; | 11 | 10 | 011 | 010 | 000 | 0011 | 0010
i | 2] 2 3 3 4 4

La longueur moyenne de mots de code est L = 2.5. Le message codé sera (sans les espaces)
U =01011011011111101000111110101111001001100011101011

et on a {(U) = 50 Ainsi le taux de compression est

50
t=—~0.625
80
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2.2 Algorithme de Huffman

Le codage de Huffman représente aussi une méthode de compression car il réduit la longueur
moyenne des mots de code.

Nous avons décrit cette méthode en détails dans les chapitres précédents. Voici un exemple
d’utilisation dans le cas vu dans la section précédente.

Construction du code de Huffman. En utilisant la méthode de Huffman (sans détails
ici) on obtient arbre de cade anivant. -

Lt,chs,

FI1GURE 4.2 — Codage de Huffman

Le code qui en résulte se lit sur les chemins reliant les feuilles a la racine :

si | e 1 t c b h S
w; | 1] 011 | 010 | 000 | 0010 | 00110 | 00111
i 11] 3 3 3 4 5 5

La longueur moyenne de mots de code est L = 2.45. Le message codé sera (sans les espaces)
U = 0001010010110000011010110111100111010001010110111

et on a [(U) =49 Ainsi le taux de compression est

49
t=— ~0.6125
80

3 Codes a dictionnaire

Les trois algorithmes les plus connus sont LZ77(Lempel-Ziv), LZ78(Lempel-Ziv) et LZW
( Lempel-Ziv-Welsh, 1984). Le principe fondateur commun des ces trois méthodes consiste a
encoder des séquences de caracteéres par les références a leurs emplacements dans un dictionnaire.
Le dictionnaire est construit a partir du texte lui méme et contient toutes les séquences déja
rencontrées. Nous allons dans la suite détailler le fonctionnement de I'algorithme LZ78.
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3.1 LZ78

3.1.1 Codage

Le dictionnaire sera construit au fur et & mesure de la lecture du texte & compresser. A tout
instant le dictionnaire représente la partie du texte déja lu, découpée en séquences numérotées.
Le numéro 0 est réservé a la chaine de caracteres vide.

Chaque séquence codée sera remplacée par un couple : (i,c¢). Si la séquence codée a n ca-
racteres, 7 est le numéro d’entrée dans le dictionnaire du préfixe composé des n — 1 premiers
caracteres. Si aucun préfixe n’a été trouvé, ¢ = 0. ¢ est le dernier caractere de la séquence codée.

Pour déterminer la nouvelle séquence & encoder on procede de la facon suivante. On parcourt
le texte restant a compresser a partir du caracteére courent tant que la séquence lue existe
dans le dictionnaire. On s’arréte des qu’une séquence nouvelle, non encore enregistrée dans le
dictionnaire, est trouvée. Ce procédé garantit que la nouvelle séquence s est de la forme

5§ = s4¢C

ou c est le dernier caractere lu et s; est la derniere séquence rencontrée qui appartient au
dictionnaire.

Illustrons le propos par un exemple. Supposons que nous cherchons a compresser le texte
"ELLE EST BELLE CETTE ECHELLE ETERNELLE.”.

— On initialise le dictionnaire avec la séquence vide a 'emplacement 0.

— On lit le caractere "E”. Cette séquence n’est pas présente dans le dictionnaire. On le
remplace par le couple (0,/ E') et enregistre dans le dictionnaire la séquence "E” & I’adresse
i=1

— Le caractere lu : ”L”. Cette séquence n’est pas dans le dictionnaire. On la remplace par le
couple (0,/ L') et on enregistre "L dans le dictionnaire & 'emplacement i = 2.

— Caractere lu : "L”. Séquence présente dans le dictionnaire a ’adresse ¢ = 2. On lit le
caractere suivant. La séquence en attente devient : ”LE”. Elle n’est pas dans le dictionnaire.
On la remplace par le couple (2, E) et on 'enregistre dans le dictionnaire & ’adresse i = 3.

— Caractere lu : L. Il n’existe pas dans le dictionnaire. On le remplace par (0,U) et on
Ienregistre a I’adresse i = 4.

— caractere lu : "E”, adresse dans le dictionnaire : ¢ = 1. On lit la suivant. Séquence en
attente : "ES”. On la remplace par (1,.5) et on l'enregistre a ’adresse i = 5.

— etc

Voici le tableau qui résume toute la procédure :
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indice | Dictionnaire | Code | indice | Dictionnaire | Code
0 null 13 UE (4,E)
1 E (0,E) 14 CH (10,H)
2 L (0,L) 15 ELL (8,L)
3 LE (2,E) 16 EU (1,U)
4 L (0,U) 17 ETE (11,E)
5 ES (1,9) 18 R (0O,R)
6 T (0,T) 19 N (O,N)
7 UB (4, B) 20 ELLE (15,E)
8 EL (L,L)
9 LEU (3,1)
10 C (0,C)
11 ET (1,T)
12 TE (6,E)

95

Le code définitif obtenu sera
(0E,0L,2FE,0U,15,0T,4B,1L,34,0C, 17,6 E,4F,10H,8L,1L,11E,0R,0N, 15F)

Si on utilise un octet pour coder une adresse de dictionnaire (nombre entier) et un octet pour
coder un caracteére, nous arrivons ainsi a 40 caracteres pour le code final au lieu de 38 pour le
texte initial. Il peut sembler que ce codage n’est pas efficace pour compresser les données, bien
au contraire !

Son efficacité s’améliore nettement sur des textes longs. Voici notre exemple, juste un peu
prolongé : "ELLE EST BELLE CETTE ECHELLE ETERNELLE. ELLE EST REELLE.”.

indice | Dictionnaire | Code | indice | Dictionnaire | Code
0 null 13 UE (4,E)
1 E (0.E) | 14 CH (10,H)
2 L (O,L) 15 ELL (8,L)
3 LE (2,E) 16 Eu (1,U)
4 L (0,U) 17 ETE (11,E)
5 ES (1,9) 18 R (0,R)
6 T (0,T) 19 N (0O,N)
7 UB (4, B) 20 ELLE (15,E)
8 EL (L) | 21 . (0,.)
9 LEU (3,1) 22 LES (13,9)
10 C (0,C) 23 TU (6,U)
11 ET (1,T) 24 RE (18,E)
12 TE (6,E) 25 ELLE. (20,.)

On obtient un code de 50 caracteres au lieu de 56.
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Nous allons maintenant énoncer (sans démonstration) un certain nombre de résultats sur les
qualités de compression obtenues en fonction de la longueur du texte. Soit un texte de longueur
n produit par une source S. Alors la taille maximale du dictionnaire d(n) vérifie la relation

d(n) <

n
op — 0, n — 00

(1=

On) logy(n)’

Ainsi la croissance du dictionnaire est moins que linéaire. Si le dictionnaire a d(n) mots, on
utilisera en moyenne logy(c(n))+ 1 bits par mot pour un codage binaire. Ainsi le nombre de bits
moyen par symbole du texte original est

o(

") (logy(e(n)) + 1)

Enfin, on peut établir que le codage de Lempel-Ziv est assyptotiquement optimal (au sens du
premier théoréeme de Shannon)

lim

n—oo n

3.1.2 Décodage

c(n)

(logy(¢(n)) +1) = H(S)

L’avantage de la méthode de Lempel-Ziv est que le dictionnaire n’a pas besoin d’étre transmis.
Seul le code est envoyé. Le dictionnaire, nécessaire au décodage, sera reconstruit par le décodeur.
A chaque couple de code lu le décodeur va en effet effectuer deux actions :

1. Restituer la séquence qu’il représente en concaténant le mot dictionnaire indiqué par

I’adresse du couple et le caractere contenu dans le couple;

2. Enregistrer la nouvelle séquence dans le dictionnaire.

Voici le décodage du code de notre premier exemple :

(0E,0L,2E,0U,1S,0T,4B, 1L, 3U,0C, 1T, 6 E, 4E, 10H,8L, 1L, 11E, 0R, 0N, 15E)

Le dictionnaire est initialisé par la chaine de caracteres vide a ’adresse 0.
Couple (0, E'). Séquence décodée : 'E’. Adresse dans le dictionnaire

Couple (0, L). Séquence décodée
Couple (2, F). Séquence décodée :
Couple (0,U). Séquence décodée :

)

Couple (1, .5). Séquence décodée :

ES’

Couple (0,T). Séquence décodée :

EST”

Couple (4, B). Séquence décodée :

EST B’

Couple (1, L). Séquence décodée :

EST BEL’

Couple (3,L1). Séquence décodée :

EST BELLE”’

: ’L’. Adresse dans le dictionnaire :

'LE’. Adresse dans le dictionnaire
'L’. Adresse dans le dictionnaire

'ES’. Adresse dans le dictionnaire

"TV. Adresse dans le dictionnaire

'LUB’. Adresse dans le dictionnaire

'EL’. Adresse dans le dictionnaire

'LE ’. Adresse dans le dictionnaire

11 = 1. Texte="E’

1 = 2. Texte="EL’
11 = 3. Texte="ELLE’
: 1 = 4. Texte="ELLE
: 1 = 5. Texte="ELLE
: 1 = 6. Texte="ELLE
11 =17. Texte="ELLE
17 = 8. Texte="ELLE

11 =9. Texte="ELLE



3. CODES A DICTIONNAIRE 57

— Couple (0, C). Séquence décodée : ’C’. Adresse dans le dictionnaire : ¢ = 10. Texte="ELLE
EST BELLE C’

— Couple (1,T). Séquence décodée : "ET’. Adresse dans le dictionnaire : i = 11. Texte="ELLE
EST BELLE CET’

— etc

3.2 LZW

L’algorithme LZW (Lempel-Ziv-Welsh) est une variante plus récente (1984) de I’algorithme
de base de Lempel-Ziv. Elle permet de réduire le code en remplacant le couple (i, ¢) par le seul
indice ¢ du dictionnaire.

Le dictionnaire est initialisé par les codes ASCII de 'alphabet latin étendu : 256 caracteres
en tout. On lit ensuite le texte & compresser a travers une fenétre dont la taille grandit, caractere
par caractére, jusqu’a rencontrer une séquence qui n’est pas dans le dictionnaire. Comme dans
I’algorithme LZ78, cette séquence, si elle est de longueur I, est composée d’un mot du dictionnaire
de longueur [ —1 et d’un dernier caractere lu. Au lieu de coder cette séquence par le couple (i, ¢),
comme dans LZ78, on code le mot déja existant dans le dictionnaire, en le remplagant par son
adresse i. On ajoute ensuite la nouvelle au dictionnaire cette nouvelle séquence a une nouvelle
adresse. La prochaine fois qu’elle sera lue dans le texte elle sera codée par son adresse.

Voici ce qu’on obtient en appliquant cette méthode a notre exemple '"ELLE EST BELLE
CETTE ECHELLE ETERNELLE’.

— On initialise le dictionnaire avec les 256 caracteres ASCII, numérotés de 0 a 255.

— On lit le caractere "E”. Cette séquence est présente dans le dictionnaire, ¢ = 69. On lit le

caractere suivant :” EL”. Nouvelle séquence. On I'ajoute au dictionnaire & ’adresse ¢ = 256.
On encode ’E’ en le remplagant par 69 et on reprend la lecture au caractére 'L’.

— On lit le caractere ”L”. Cette séquence est présente dans le dictionnaire, ¢ = 76. On lit le
caractere suivant :” LL”. Nouvelle séquence. On I'ajoute au dictionnaire a I’adresse ¢ = 257.
On encode 'L’ en le remplacant par 76 et on reprend la lecture au caractere 'L,

— On lit le caractere "L”. Cette séquence est présente dans le dictionnaire, i = 76. On lit le
caractere suivant :” LE”. Nouvelle séquence. On I'ajoute au dictionnaire a I’adresse ¢ = 258.
On encode 'L’ en le remplacant par 76 et on reprend la lecture au caractere 'E’.

— On lit le caractere "E”. Cette séquence est présente dans le dictionnaire, ¢ = 69. On lit le
caractere suivant :” ELI”. Nouvelle séquence. On I’ajoute au dictionnaire a I’adresse ¢ = 259.
On encode 'E’ en le remplacant par 69 et on reprend la lecture au caractere ’LI".

— On lit le caractere ”LI”. Cette séquence est présente dans le dictionnaire, i = 32. On lit le
caractere suivant :”LUE”. Nouvelle séquence. On ’ajoute au dictionnaire a I’adresse ¢ = 260.
On encode 'L’ en le remplagant par 32 et on reprend la lecture au caractere "E’.

— On lit le caractere "E”. Cette séquence est présente dans le dictionnaire, ¢ = 69. On

lit le caractere suivant :” ES”. Nouvelle séquence. On 'ajoute au dictionnaire a ’adresse
i = 261. On encode 'E’ en le remplacant par 69 et on reprend la lecture au caractere ’S’.
— etc
Voici le tableau qui résume toute la procédure :
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indice | Dictionnaire | Code | indice | Dictionnaire | Code
256 EL 69 269 ET 69
257 LL 76 270 TT 84
258 LE 76 271 TE 84
259 EL 69 272 EUE 259
260 UE 32 272 EC 69
261 ES 69 273 CH 67
262 ST 83 274 HE 72
263 TuU 84 275 ELL 256
264 LB 32 276 LEU 258
265 BE 66 277 UET 260
266 LLE 257 278 TER 271
267 ELC 259 279 RN 82
268 CE 67 280 NE 78
281 ELLE 275

Le code obtenu pour la phrase sera
69, 76, 76, 69, 32, 69, 83, 84, 32, 66, 257,259, 67, 69, 84, 84, 259, 69, 67, 72, 256, 258, 260, 271, 82, 78, 275, 69

Nous avons 28 nombres entre 0 et 512 qui peuvent étre codés sur 9 bits. On a ainsi 252 bits de
code. le texte initial a 38 caracteres ASCII, codés sur 8 bits, donc 304 bits. Bien évidemment,
le taux de compression est meilleur pour un texte grand.

Le décodage se fait, comme dans le cas de LZ78 de maniere inverse, en restituant le disc-
tionnaire au fur et mesure de la lecture du code.

3.3 Remarques

La formulation de l'algorithme ne dit rien de particulier sur la taille du dictionnaire. En
théorie, I’algorithme fonctionne avec un dictionnaire illimité. Dans la pratique, il est toujours de
taille fixe. Lorsqu’il est plein on a plusieurs choix(selon la méthode utilisée) : soit de I’étendre,
soit d’en ”oublier” une partie, soit de se contenter de I'utiliser tel quel pour encoder simplement
le reste du texte.

Le taux de compression obtenu peut étre amélioré en utilisant une technique de codage
statistique (Huffman, par exemple) sur les adresses. On exploite ainsi les fréquences d’occurrence
non seulement des caractéres mais aussi des séquences de taille variable.

De nombreux utilitaires de compression des données utilisent les algorithmes a dictionnaire.

La commande compress sous UNIX applique 'algorithme LZW avec une taille initiale du
dictionnaire de 512 mots ( codés sur 9 bits). Si le dictionnaire est rempli, on double sa taille
( codage sur 10 bits). 11 est possible de préciser la taille maximale de dictionnaire. Lorsque
I’algorithme D’atteint, il poursuit le codage de fagon statique, sans modifier le dictionnaire.

GZIP, PKZIP, WINZIP Ces logiciels utilisent une variante de l’algorithme LZ77

Formats d’images GIF, PNG utilisent également une variante de codage par dictionnaire.
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4 Exemple. Compression d’images.

Les techniques de compression d’images sont aujourd’hui nombreuses, tant dans le groupe
de méthodes avec pertes (JPEG) que dans celui des méthodes sans pertes (GIF).

Nous allons aborder ici quelques méthodes simples de compression sans pertes utilisées par
les différents formats d’images disponibles.

Pour simplifier les considérations ci-dessous, nous allons étudier les images dites mono-
chromes ( en niveaux de gris, par exemple). Une telle image peut étre représentée comme une
matrice contenant les valeurs codées d’intensités lumineuses de chaque point numérique (pixel).
La profondeur de codage est le nombre de bits utilisés pour un seul pixel, généralement, 8 ou 16.
Nous allons considérer que les valeurs sont représentées directement. Il existe aussi une approche
par palette, une sorte de dictionnaire de couleurs, utilisée pour les images de synthése. Dans
le cas des images réelles, 'utilisation des palettes de couleur est possible mais elle induit une
compression avec pertes.

4.1 Codage RLE (Run-length Encoding)

Cette méthode est utilisée par les formats BITMAP et GIFF. Sa popularité est surtout due
a la simplicité de sa mise en pratique. Cette méthode de codage n’est pas spécifique aux images :
elle est applicable & n’importe quel type de données. Mais son efficacité dépend beaucoup de la
nature des données & compresser. Pour simplifier les explications, on le présente d’abord comme
méthode de compression de texte.

On recherche dans le texte a compresser des séquences de caracteres répétés et on les remplace
par des couples (N,c) ou N est le nombre de répétitions et ¢ est le caractere a répéter. Par
exemple, la séquence

eeeeeeee

sera codée par (8e). Alors le texte tttaaattaarrrrbbb sera codé comme : 3t3a2t2a4r3b. Si chaque
nombre et chaque caractere sont codés sur 8 bits on obtient ainsi un code de 12 x 8 = 96 bits
au lieu de 136 bits pour le texte initial en ASCII. Il est juste de remarquer que dans un texte
intelligible en francais ou en anglais il y a tres peu de répétition de caracteres. Or, le codage
RLE réduit I’espace mémoire a partir de 3 caracteres identiques, le maintient inchangé pour une
séquence de 2 caractéres et 'augmente pour un seul caractere. Ainsi la phrase "ma jolie phrase”
aura un code RLE deux fois plus long que le code ASCII car aucun caractere ne se répete de
fagon succéssive.

Pour les images, cette méthode est au contraire tres intéressante. Car dans les zones, méme
petites, de couleur constante plusieurs pixels se succedent avec les mémes valeurs. Par exemple,
une image de damier en noir et blanc, aura un taux de compression tres élevé. Le codage se fait
alors ligne par ligne, en partant du coin en haut a gauche.

4.2 Codage différentiel

Cette technique est souvent utilisée comme traitement avant une méthode de compression.
On suppose que dans une image les valeurs de pixels sont liées et qu’il est possible de prédire,
approximativement, la valeur d’un pixel a partir de ses voisins déja traités. Dans un parcours
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d’une image ligne par ligne, en commencant par le coin en haut a gauche, pour le pixel courent
on connait les valeurs de ses voisins de la ligne au-dessus (HG (haut-gauche), HC(haut-centre) et
HD (haut-droite) ). Dans la méme ligne on connait son précédent, P. Alors, en prenant en compte
tous ou une partie de ces voisins, on peut estimer la valeur du pixel a ’aide de la moyenne des
voisins. Il est donc inutile de coder cette information, puisque elle peut étre restituée. Il suffit
de coder juste l'erreur de prédiction : la différence entre la valeur prédite et la valeur réelle du
pixel.

Généralement, on obtient de tres bons taux de compression, en couplant le codage différentiel
avec une méthode de compression par dictionnaire. C’est le cas pour le format PNG, par exemple.

4.3 Meéthodes mixtes

De nombreux formats de compression avec pertes utilisent le codage réversible (Huffman ou
par dictionnaire) pour optimiser les taux de compression obtenus. Le format JPEG par exemple,
utilise une transformée en cosinus discrets (DCT) dont les coefficients subissent une procédure
de quantification, et ensuite applique un codage de Huffman pour réduire encore la place occupée
par le code.



Chapitre 5

Modélisation mathématique d’un
canal

1 Entropie conjointe - Entropie conditionnelle

2 Quelques notions utiles de probabilités

Soit X une variable aléatoire discrete a support fini définie sur un espace probabilisé fini. Une
telle variable est définie par la donnée de son support (ensemble de valeurs possibles) X € {z;}7
et par sa distribution de probabilité,

P:{z;}iey —[0,1], z; — P(x;)

n
telle que Vi = 1,...,n0 < P(x;) < 1et ZP(:UZ) =1
i=1
A un couple de variables aléatoires X & valeurs dans {z;}", et ¥ & valeurs dans {y; }Ly on
associe la distribution conjointe de probabilités

Pxy  {(zi,y5), (i,7) € [[Ln]] x |[1,m][} — [0,1], (24,y;) — Pz, y;) = PIX =z et Y = yj]
On a les propriétés suivantes :

n m

Zzp(l'z,y])zl

i=1 j=1

61
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Etant donnée la |distribution conjointe |d’un couple de variables aléatoires (X,Y"), P(x;,y;),
on définit les distributions marginales de X et de Y respectivement par les relations :

(

m
Py : {m}y — [0,1], @i Px(z;) =Y Plai,y))
=1

n

Py {z}y = [0,1), yj = Py(y) = Y Plai,y;)

\ =1

Soient X et Y deux variables aléatoires discretes. On associe a I’événement Y = y; une distri-
bution conditionnelle P[X |y;] de X sachant y; définie par

P2+ P(xily;) = P[X = z;]Y = y;).

3 Définitions et propriétés essentielles

Définition 5.1 (Entropie conjointe). Soient X = {z;};"; et Y = {y;}7"; deux va-
riables aléatoires discrétes définies sur un méme univers.

Soit P(i,j) = P[X = x; et Y = y;] leur |distribution conjointe

Alors ’entropie conjointe de X et Y est définie par

H(X,Y)==> Y P(i,j)logy(P(i, ). (5.1)

i=1 j=1

Cette définition peut étre généralisée a un nombre quelconque r de variables aléatoires
X1,...,Xo a travers leur |distribution de probabilité conjointe| : P(i1,i2,...,i,) = P[X; =
x,-let .. -Xir = xir] :

ni T
H(X1,Xa,...,Xp) ==Y ... Y Plir,ig,... i) logy(P(i1, iz, . .. ir)).

i1=1 ir=1

Cette notion, que nous introduisons ici dans un contexte volontairement plus général de
variables aléatoires, peut étre interprétée de différentes facons selon I'application. Voici quelques
exemples.

Exemple 5.1 (Etude des associations de symboles d’une source). Soit une source S d’alphabet
Q2 ={a,e,o0,c,p,r t}. Supposons que tous les symboles soient équiprobables. L’entropie de cette
source est alors

H(S) =logy(7) ~ 2.80 bits par symbole.

Pour coder chaque symbole d’un message on ne peut pas utiliser en moyenne moins de 2.80 bits
par symbole.

On peut se poser la question de distribution de différentes associations possibles de symboles
entre eux. Par exemple, on peut étudier les syllabes formées d’une consonne et d’une voyelle.
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Soit X la variable aléatoire associée aux voyelles {a,e,0} et Y la v.a. associée a 1’émission
de consonnes {c,p,r,t}. On s’intéresse aux probabilités d’apparition simultanée d’une de ces
voyelles et d’une de ces consonnes dans une méme syllabe. Supposons que ces probabilités sont
données par le tableau suivant :

Y\ X a e o | Py(y)
¢ 0.05 | 0.05 | 0.1 0.2
p 0.1 | 0.15 | 0.05 0.3
r 0.05 | 0.1 | 0.1 0.25
t 0.15 ] 0.05 | 0.05 | 0.25

Px(z) | 0.35 | 0.35 | 0.3

Llentropie conjointe |de X et Y est alors

H(X,Y) = —(6-0.0510g5(0.05) 4+ 4 - 0.110g5(0.1) + 2 - 0.15 log,(0.15)) ~ 3.44

On peut interpréter cette quantité comme entropie d’une source Z = (X,Y) dont 'alphabet
est formé de couples de symboles (consonne,voyelle). Nous remarquons alors que pour coder
chaque couple il suffirait en moyenne 3.44 bits par couple au lieu de 2 x 2.80 = 5.6 bits, si ’on
codait chaque symbole du couple séparément.

Exemple 5.2 (Etude d’un couple émetteur-récepteur). Dans la suite de ce cours nous allons
étudier en détail les problemes de transmission de messages émis par une source d’information via
un canal de transmission. Nous allons donc associer a la source, d’alphabet Qx = {z1,...,2,}
une variable aléatoire X dont les valeurs sont les symboles émis, et au récepteur, d’alphabet
Qy = {y1,...,Ym}, une variable aléatoire Y dont les valeurs sont les symboles regus. Alors
la [distribution conjointe] de X et Y décrit le canal de transmission et son entropie est une
caractéristique importante du canal.

Définition 5.2 (Entropie conditionnelle moyenne). Soient X = {x;}i"; et Y = {y;}]1,
deux variables aléatoires discretes définies sur un méme univers.
Soit P(i,j) = P[X = x;et Y = y;] leur [distribution conjointe]
| P(i, j)
Posons P(i|j) = P|X = x;|Y = y,] = =—""—.
‘ 7 PlY =y
Alors 'entropie conditionnelle moyenne de X sachant Y est définie par

H(X|Y) == > P(i,j)logy(P(ilj))- (5.2)

i=1 j=1
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Remarque 5.1. 1l est utile d’expliciter le terme ”entropie conditionnelle moyenne”. Supposons
que Y = y; et considérons la distribution conditionnelle P[X|y;] de X sachant ¥ = y; définie
par

On lui associe l'entropie conditionnelle de X sachant y; comme l'information conditionnelle
moyenne de X sachant y; :

H(Xly5) = = 3 Pl oma(Plasly)) = = 3 T

=1 =1

log, (P(xily;))
Alors I'entropie moyenne de X sachant Y est définie par

H(X|Y) = ) Ply)H(Xly)

= =3P Y T oy (Pl
=1

= =30 Pl ) oms(PAil))

i=1 j=1

On appelle souvent H(X) [’entropie a priori de X et H(X|Y) [’entropie (moyenne) a
posteriori de X.

Proposition 5.1 (Additivité). Llentropie conjointe | de deux variables aléatoires X
et Y est égale a la somme de ’entropie de l'une d’elles et a [’entropie conditionnelle
moyenne de [’autre.

H(X,Y)=H(X)+ H(Y|X)=H(Y)+ H(X|Y)

Corollaire 5.1.

H(X,Y|Z)=H(X|Z)+ HY|X, Z)
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~

/Proposition 5.2 (Regles de chainage). Soient (X;)!_, r variables aléatoires discrétes.
Alors

1. La loi de|probabilités conjointes | de (X;)i_, peut étre développée comme suit :

P(Xy,...,X,) = P(Xy) P(X2]Xy) P(X3|Xe,X1)...P(Xy| Xp1,..., X1)

= ] P(XulXi-1,.... X1) (5.3)
k=1

2. Llentropie conjointe | de (X;)i_, vérifie

H(Xy,...,Xy) = H(X1)+ H(Xo[X1) + ... HX [ X1, X7)

r
= ZH(X]C|X/§—1’ s 7X1)

(5.4)
o _/
: N

Proposition 5.3 (Propriétés).

1.
H(X,Y) >0, H(X|Y)>0

Lentropie conjointe | H(X,Y) est nulle ssi une seule des combinaisons (z;,y;)
est possible. L’entropie conditionnelle moyenne H(X,Y') est nulle ssi X est une
fonction de Y.

H(X,Y) > max(H(X), H(Y))

H(X,Y)<H(X)+H(Y)<2H(X +Y)

N

4 Information mutuelle moyenne

Définition 5.3 (Information mutuelle moyenne). Soient X = {z;}]; et ¥ = {y;}].,
deux variables aléatoires discretes définies sur un méme univers. Soit P(i,j) = P[X =
xiet Y = y;] leur |distribution conjointe L’information mutuelle moyenne de X et Y

est définie par
—~\ P(i, j)
=22 Pl o6 5z 07) >
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Remarque 5.2. A partir des définitions données ci-dessus on déduit facilement ces relations
importantes :

I(X;Y)=HX)-HX|Y)=HY)-HY|X)=H(X)+ H(Y) - HX,Y) (5.6)

Dans le cas ou les variables X et Y représentent respectivement le message émis et le message
recu par le destinataire, cette relation signifie que 'information mutuelle moyenne est égale a :
— l'information émise H(X) , diminuée de l'incertitude sur le symbole x émis quand le
symbole y regu est connu, H(X|Y);
— et de fagon symétrique, 'information recue, diminuée de l'incertitude sur le symbole recu
y quand le symbole émis x est connu, H(Y|X).

5 Description mathématique d’une communication

Un canal de transmission peut étre vu comme un systeme qui recoit en entrée des symboles
émis par une source d’alphabet Qx = {z;}7_; et qui donne en sortie des symboles de ’alphabet
du récepteur Qy = {z;}7, (éventuellement différent de Q2x ). Lors de la transmission des erreurs
peuvent se produire de facon aléatoire. Ainsi, le lien entre un symbole émis et un symbole recu
est incertain. On peut alors parler de canal avec bruit.

Dans ce qui suit, nous ne nous intéressons pas a la nature de ce bruit ni & ses causes possibles.
La théorie de linformation s’intéresse aux conséquences de l'incertitude introduite par ce bruit
sur l'exactitude de linformation recue a la sortie d’un canal de transmission.

|
Source | X Canal de l Récepteur
d’information | | transmission [y
i ]
| P(x,yj) |

FIGURE 5.1 — Canal de transmission

Quelles sont les mesures de quantité d’information qui peuvent étre associées a l’ensemble
”source-canal-récepteur” 7 Commencons par un exemple simple.

Soient une source binaire X d’alphabet 2 = {0, 1} et de distribution de probabilité uniforme :
P(1) = P(0) = 0.5. Soit un récepteur Y de méme alphabet. Imaginons, qu’a chaque symbole

: . - 1 .
émis, le canal de transmission a la probabilité de — de faire une erreur. On peut représenter

alors le fonctionnement de ce canal par le schéma suivant :
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0 3/4 0

FIGURE 5.2 — Canal de transmission

Soient X et Y les variables aléatoires associées respectivement a la source et au récepteur.
La probabilité de ’erreur donnée permet d’établir les probabilités conditionnelles suivantes :

3 1
PY =0lX=0)=5 P =1X=0)=
1 3
PY=0lX =1)=7 PY=1X=1)=]

En connaissant également la distribution de probabilité de la source X on peut en déduire la
[distribution conjointel En effet,

Pxy(0,0) = P(X = 0)P(Y = 0|X0) = % : % = g Pxy(0,1) = P(X =0)P(Y = 1|X =0) =

| W 0| —

.&ﬂL@:P@:DPW:mX:U:é Pxy(1,1)=P(X =1)P(Y = 1|X = 1) =

Enfin, on peut calculer les distributions marginales de X et Y :

Py(0) = Px(1) = 5, Br(0) = Br(1) =

1
2

| W
(o

+

A partir de ces différentes distributions des probabilités, on peut maintenant calculer les
entropies H(X), H(Y), H(X,Y), H(X|Y) et enfin information mutuelle I(X;Y) :

H(X)=H(Y)=1

L’entropie de chacune des variables X et Y décrit la difficulté moyenne de prédire le symbole

émis (ou regu).
1 1 3 3

L’entropie mutuelle décrit I'information moyenne apportée par 'observation d’un couple de
symboles z, le symbole émis et y, le symbole recu.

1 1 3 3
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L’entropie conditionnelle exprime la difficulté moyenne de prévoir le symbole recu lorsqu’on
connait celui qui a été émis.

I(X;Y)=H(X)-H(Y|X)=1-08=0.2

6 Canal discret stationnaire, sans mémoire

Supposons que l'alphabet de la source, en entrée est composé de n symboles Qx =
{z;, i =1,...,n} et que I'alphabet du récepteur, en sortie, est composé de m symboles Qy =
{yj, j=1,...,m}.

Dans la suite de ce cours, nous allons considérer seulement un cas particulier de canaux de
communication, les canaux discrets sans mémoire et stationnaires. Un tel canal est décrit
par la donnée de la matrice de probabilités conditionnelles, appelée matrice de transition

pij = Plyjlz), i=1,...,n, j=1,....m

Cette matrice décrit les propriétés du bruit dans le canal.

— Le terme ”sans mémoire” signifie que la réception a tout instant d’un symbole Y ne
dépend que du symbole émis X. En particulier, chaque symbole recu est indépendant des
symboles recus précédemment.

— Le terme ”stationnaire” signifie que les caractéristiques probabilistes du bruit sont
indépendantes du temps. Ainsi, & tout instant de transmission, cette matrice est la méme.

En pratique, pour décrire les caractéristiques du bruit d’'un canal on dispose souvent de la

matrice de transition Py x : n X m, c’est a dire de la distribution conditionnelle de la sor-
tie sachant I’entrée. Dans ces cas la on connait également la distribution de probabilité de la
source Px = (P(x;))"_,. En connaissant ces deux distributions on peut déduire toutes les autres
distributions associées au couple (X,Y’) de I"émetteur et récepteur :

— Distribution de probabilité conjointe :

V(i,5), Plxi,y;) = Pli) P(y;lei)

— Distribution marginale de Y :

n

Vi, Ply;) =Y P(yle:) Pl:)

=1

— Distribution conditionnelle P[X|Y] :

V(i ), Pxily;) = P(xi, y;)/P(y;)
Lorsque toutes ces distributions sont connues, on peut associer a un systeme de communi-
cation ”source - canal - récepteur” différentes entropies :

H(X). L’entropie de la source Elle représente l'information moyenne par symbole de la
source ou encore la difficulté moyenne de prédire le symbole émis.
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H(Y). L’entropie du récepteur Elle représente 'information moyenne par symbole re¢u ou
encore la difficulté moyenne de prédire le symbole recu.

H(X,Y). L’entropie conjointe ”source-récepteur” Elle représente 'incertitude moyenne
du systeme de communication dans son ensemble ou encore la quantité de 'information
moyenne par paire ”symbole émis - symbole recu”.

H(X|Y). L’entropie conditionnelle de la source, sachant le symbole recu Elle représente
I'incertitude moyenne sur le symbole émis lorsqu’on connait le symbole regu.

H(Y|X). L’entropie conditionnelle du récepteur, sachant le symbole émis Elle représente
Iincertitude moyenne sur le symbole recu lorsqu’on connait le symbole émis.

I(X;Y). L’information mutuelle moyenne Elle représente la quantité moyenne d’informa-
tion par symbole transmise a travers le canal.

6.1 Exemple complet

Soient une source d’un alphabet de 5 symboles Qx = {x1, 22,23, 24,25} et un récepteur
d’alphabet ayant quatre symboles Qy = {y1,y2,y3, y4}. Supposons que la matrice de probabilités
conjointes associée a un canal est connue :

Y1 Y2 Y3 Ya
z1 | 0.25 0 0 0
zo | 0.1 0.3 0 0
T3 0 0.05 0.10 0
T4 0 0 0.05 0.10
T 0 0 0.05 0

Calculons toutes les autres distributions de probabilités associées :

Distribution marginale de la source On utilise la définition

4

Vi=1,...,5, p(x:) = > p(xi,ys)
j=1

Ainsi, en faisant les sommes des éléments de chaque ligne de la matrice P(X,Y") on trouve :

p(z1) =0.25 p(z2) =0.14+0.3=0.4
p(a3) = 0.05 + 0.10 = 0.15  p(x4) = 0.05 + 0.10 = 0.15
p(xs) = 0.05

Distribution marginale du récepteur On utilise la définition

5

Vi=1,....4, py;) = > plxiy;)
=1

Ainsi, en faisant les sommes des éléments de chaque colonne de la matrice P(X,Y) on

trouve :
p(yl) =0.25+0.10=0.35 p(yg) =03+0.05=0.35

p(ys) = 0.10+0.05+0.05 = 0.2 p(ys) = 0.10
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Distribution conditionnelle P(X|Y) On utilise la définition

, . p(xi, y5)
Vi=1,...,5, Vi =1,....4, p(a;ly;) = ——=
! p(y;)
On trouve la matrice
5/7 0 0 0
2/7 6/7 0 O
PxXY)=| 0 1/7 1/2 0
0 0 1/4 1
0 0 1/4 0
Distribution conditionnelle P(Y|X) On utilise la définition
Vi1, 5 =14, plyslws) = DY)
p(xi)
On trouve la matrice
1 0 0 0
1/4 3/4 0 0
PY|IX)=| 0 1/3 2/3 0
0 0 1/3 2/3
0 0 1 0

Calculons maintenant les entropies.

H(X). L’entropie de la source
5
H(X) = =) pilogypi =
i=1
= —0.25logy0.25 — 0.41logy 0.4 — 2 - 0.1510g, 0.15 — 0.051log, 0.05 ~ 2.066

H(Y). L’entropie du récepteur

4

HY) = =) pilogypyi) =
i=1
= —2-0.35log,0.35 —-0.2010g, 0.20
0.10logy 0.10 ~ 1.856 (5.7)

H(X,Y). L’entropie conjointe ”source-récepteur”

5 4
HX,)Y) = =Y plzi,y;)logy p(zi,y;) =
i=1 j=1

= —0.25logy0.25 — 3-0.1logy 0.1
3 -0.051logy 0.05 — 0.31ogy 0.3 ~ 2.665
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H(X]Y). L’entropie conditionnelle de la source, sachant le symbole regu
S p(zi, yj5)
HX|Y) = - ZZP(%’,%) log, pzivj =

i=1 j=1 (v;)

) 2 1
= —-0.25 10g2 ? —0.1 10g2 ? — 0.1 10g2 5

1 1 1 6
0.05 <log2 Z + log, 1 + log, 4) —0.31og, -~ 0.809
(5.8)

H(Y|X). L’entropie conditionnelle du récepteur, sachant le symbole émis

5 4 o
HYIX) = =30 3 plaiy;)logy Pttt =
1=1y=
= —0.1(logy 5 +2logy 2) —2-0.05log, 3 — 0.3logy 3 = 0.6

6.2 Exemples fréquents de canaux
Il existe quelques classes de canaux qu’il est plus facile a analyser. Nous en donnons ici

quelques exemples (tirés de [4] et [2]).

6.2.1 Canal avec entrée et sortie indépendantes

Il s’agit d’'un canal d’alphabets d’entrée et de sortie respectivement Qx = {x;, i =
L,...,n} et Qy ={y;, j =1,...,m} tel que, quel que soit le symbole émis, on peut recevoir
n’importe quel symbole y; avec équiprobabilité :

plyslae) = plu) =

Ainsi ma matrice de transition est de la forme :

I/m 1/m - 1/m
1/m 1/m --- 1/m
Py |
I/m - 1/m 1/m

n
Etant donnée la distribution de probabilité de la source : P(x;) =p;, i =1,...,n Z p; =1 on
i=1

en déduit les probabilités conjointes :

p(xhyj) :p($l>p(y]) = EZ =dqi, 1= 17-"777‘7 J= 17"'7m
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La matrice de probabilités conjointes a alors m colonnes identiques

qaQ q1 - q1
Q2 q2 - G2
PXYl=| . . . .
n 4n *°° Qn

La distribution conditionnelle de la source sachant le récepteur se calcule comme suit :
p(xily;) = p(zi) =m- ¢

Pour les entropies on a

n m n
HX,Y) = => > pxi,yj)logp(zi,y;) = —m Y _ gilogy ¢i
i=1 j=1 i—1

H(X) = =) pilogpi
i=1
H(Y) = logym
HXY) = H(X)=- pilogspi
i=1

HY|X) = H(Y)=logym
I(X,)Y) = HX)-HX|Y)=0

L’interprétation de ces formules est la suivante : un tel canal, ne transporte aucune infor-
mation entre la source et le récepteur (I(X;Y) = 0). Si un canal sans bruit peut étre considéré
comme le cas idéal d’'un canal sans pertes alors un canal a entrée et sortie indépendantes comme
ayant la perte maximale d’informations.

6.2.2 Canal sans pertes

Soit, comme ci-haut, X la variable aléatoire associée a la source et Y la variable aléatoire
associée au message recu. On dit que le canal est sans pertes si H(X|Y) = 0. Autrement dit,
le symbole envoyé est identifié sans aucune ambiguité par le symbole regu. Si 'alphabet de la
source est Qy = {z;, i = 1,...,M} et si celui du récepteur est Qy = {y;, j =1,...,N}
avec N > M alors dans un canal sans pertes il est possible de partitionner ’alphabet 2y en M
sous-ensembles disjoints B;, i =1,..., M tels que

Plx =zlye Bj] =1

Dans ce cas, nous avons

I(X|Y) = H(X) - H(X|Y) = H(X)
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6.2.3 Canal déterministe

On dit que le canal est sans pertes si H(Y|X) = 0. Autrement dit, le symbole regu est
déterminé de fagon unique par le symbole envoyé. Si 'alphabet de la source est Qx = {z;, i =
1,..., M} et sicelui du récepteur est Qy = {y;, j=1,...,N} on a P(y;|x;) est égal & 0 ou 1.
Dans ce cas, nous avons

I(X|Y)=I(Y|X) = H(Y) - HY|X) = H(Y)

6.2.4 Canal sans bruit

L’absence de bruit dans un canal signifie que la transmission est exacte, sans erreurs. un
canal sans bruit est donc un canal sans pertes et déterministe. Le canal peut alors étre vu
comme une mise en correspondance bi-univoque (bijective) des deux alphabets. Cela se traduit
par une matrice de transition identité :

1 0 0
pyix]=1,= | 1
0 - 0 1

La matrice de probabilités conjointes est alors diagonale

p(r1,91) 0 0
PXY]=I,=| 0 Pl
0 o 0 p(l'myn)

Il est facile de vérifier que les entropies sont :

n

HX,)Y)=HX)=H(Y)=— Zp(w‘z‘,yz‘) logy p(i, yi)

i=1

et que
HX|Y)=H({YI|X)=0

Enfin,
I(X;Y)=H(X)-HX|Y)=H(X)

On peut facilement interpréter ces relations. En effet, dans un canal sans bruit a chaque
symbole émis correspond un et une seul symbole recu. Alors lorsque 'on connait le symbole
émis, on connalt sans aucune incertitude le symbole regu et vice versa. Ainsi, les entropies
conditionnelles moyennes sont nulles car elle mesurent précisément 'incertitude moyenne sur le
symbole émis (resp. regu) sachant le symbole recu (resp. émis). C’est aussi pour cette raison
que les incertitudes moyennes par symbole a la source, H(X), et a la réception, H(Y), sont les
meémes.
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6.2.5 Canal inutile

Un canal est inutile si I(X|Y) = 0. Autrement dit, le canal ne transporte aucune information.
Cette condition est équivalente & H(X) = H(X|Y) : la connaissance de symbole re¢u ne modifie
pas (n’apporte aucune information supplémentaire) l'incertitude sur le symbole émis.

6.2.6 Canal symétrique

Un canal symétrique est caractérisé par une propriété particuliere de sa matrice de transition
P(Y|X). Toutes les lignes de cette matrice sont équivalentes entre elles par permutation et toutes
les colonnes également. Cela veut dire que toutes les lignes sont obtenues par permutation d’une
seule d’entre elles, et toutes les colonnes sont obtenues par permutations d’une seule d’entre
elles. Voici un exemple d’une telle matrice

‘ Y1 Y2 Y3
x| 1/2 1/6 1/3
xo | 1/6 1/3 1/2
x3 | 1/3 1/2 1/6

PY|X) =

Proposition 5.4. Dans un canal symétrique l’entropie conditionnelle H(Y |X) ne dépend pas
de la distribution des probabilités de X .

Preuve Proposition

Soit z; € (0x un symbole quelconque de 'alphabet de la source. Calculons

HY|X =) = Zp yjli) - loga (p(y;le:))

Or pour un canal symétrique toutes les lignes de la matrice de transition sont ob-
tenues par permutation a partir d’une seule d’entre elles. Ainsi, toutes les lignes
de la matrices contiennent exactement le méme ensemble de valeurs. Notons les
a1, ...,ap. Nous avons alors pour tout z; € Qx

HY|X =) = Za] logy ()
Ainsi la valeur de H(Y |x;) ne dépend pas de z;. Alors on a

N M
H(Y|X)=> p(z:)H(Y|z;) = Z% logy (e Z mi) = =) a;-logy(a))
j =1 j=1

C.Q.F.D
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Dans cette classe de canaux le plus connu est le canal symétrique binaire. Les deux alphabets,
de source et de récepteur sont identiques et coposés de deux caracteres : Qx = Qy = {0,1}. La
matrice de transition ets alors égale a

P(Y|X):(1;a a >

11—«

ol « € [0, 1] est la probabilité d’erreur de transmission.

7 Capacité d’un canal

Nous avons donné plus haut la définition de I'information mutuelle moyenne I(X;Y’) comme
mesure de 'information transmise en moyenne par symbole a travers le canal. On peut remarquer
que cette quantité dépend du canal mais aussi de la source d’information. On introduit alors
une nouvelle mesure, qui ne décrit que le canal : la capacité de canal.

Définition 5.4 (Capacité d’'un canal). La capacité d’un canal est définie par

Czlrgl&gl(X;Y) zg}%(H(X) — H(X[Y))

Le maximum est pris sur toutes les distributions de probabilité possibles de la source.

Exemple 5.3 (Capacité d'un canal sans bruit). Considérons un canal sans bruit et une source
d’alphabet Q = {x;, i = 1,...,n}. Nous avons déja vu (voir que dans ce cas I(X;Y) =
H(X). Alors
C=max[(X;Y)=max H(X)
P(X)

Or nous avons également vu que I'entropie d’une source est maximale lorsque tous les symboles
de I'alphabet sont équiprobables. Sa valeur maximale est alors égale a logy n. Ainsi on en déduit
que pour un canal sans bruit d’alphabet de n caracteres

C =logyn

7.1 Capacité d’un canal symétrique

Si dans le cas général le calcul de capacité peut s’avérer difficile, il est possible d’obtenir
des expressions explicites dans les cas de quelques canaux particuliers que nous avons étudiés
précédemment. Ici nous allons développer le cas tres utile d’un canal symétrique.
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Proposition 5.5. Soit un couple émetteur-récepteur (X,Y) avec les alphabets Qx = {x;, i =

ont et Qx ={x;, i=1,...,m}. Soit un canal symétrique de matrice de transition donnée
p(yilz1) plyzler) - pYm-1lz1) P(ym|21)
p(y1|x2) DY ... ... p(y ’w2)
prvix) = |7 R . "
pytlen) e e e P(Ymlzn)

Alors la capacité de ce canal est

m
C =logym+ Y ply;|z1)
st

Preuve la Proposition

Nous allons utiliser la proposition [5.4] qui établit une propriété remarquable de ’en-
tropie conditionnelle H(Y|X) dans un canal symétrique : on sait que H(Y|X) ne
dépend pas de la distribution de X.

Alors si I'on cherche & maximiser I'information transmise par le canal
1(Y,X) = H(Y) — H(Y|X)

nous devons trouver la distribution de X qui maximise H(Y") seulement puisque le
deuxieme terme de cette expression de dépend par de la distribution de X.
Nous savons, d’apres les propriétés générales de ’entropie qu’elle atteint sa valeur
maximale quand la variable aléatoire correspondante est distribuée uniformément.
Montrons que si la source, X, est distribuée uniformément, alors la variable du
récepteur, Y est aussi distribuée uniformément et donc H(Y') est maximale.

1
Supposons donc que p(x;) = —, Vz; € Qx. Alors, en utilisant la regle de Bays, on
n

n
) = Zp(xi?yj Zp Jh yj|33z = Zp yj‘xl
i=1

Or, dans la matrice de transition d’un canal symétrique toutes les colonnes sont
obtenues par permutation de I'une d’entre elles. Donc la somme

trouve :

n

> p(yslzi) = Zpyﬂwz

i=1

ne dépend pas de y;. Ainsi on a montré que si la distribution de X est uniforme toutes
les probabilités p(y;) sont égales entre elles. Donc dans ce cas H(Y') est maximale et
égale a logy m.

La formule de la proposition suit alors immédiatement de ce fait et de la proposition
dans laquelle on a établit la formule pour H(Y]X). C.Q.F.D



Chapitre 6

Codage de canal en présence de
bruit. Codes correcteurs d’erreurs.

1 Second théoréme de Shannon

1.1 Codage de canal

Dans cette partie nous allons poser et étudier le probleme de codage dans le contexte de
transmission via un canal avec bruit. La différence par rapport au codage sans bruit est dans le
fait que lors de la transmission des messages des erreurs peuvent se produire de fagon aléatoire.
Ces erreurs sont caractérisées par la donnée de la matrice de transition du canal.

Notre probleme sera alors d’évaluer la probabilité d’erreur de transmission. Nous allons
montrer que cette probabilité dépend non seulement des caractéristiques probabilistes du canal
et de la source mais aussi du choix du codage et de décodage.

Alors le probleme de choix de meilleur code en présence de bruit sera reformulé pour prendre
en compte non seulement la vitesse de transmission moyenne mais aussi la probabilité d’erreur.

1.1.1 Regle de décodage d’un canal avec bruit.

En absence de bruit de transmission la fonction de décodage était naturellement définie
comme la transformation inverse de la fonction de codage. C’était par définition 'unique fagon
de retrouver exactement le message émis.

En présence de bruit il existe une incertitude sur le message émis lorsqu’on observe le message
regu. Autrement dit, un message recu peut correspondre a plusieurs messages en entrée avec une
distribution de probabilité qui peut étre déduite a partir de la matrice de transition. Pour traiter
ce probleme et quantifier la probabilité d’erreur de transmission nous allons introduire la notion
de regle de décodage de canal.

77
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Définition 6.1 (Regle de décodage). Soit un canal avec un alphabet d’entrée Qx =
{z1,...,2z} et un alphabet de sortie Qy = {y1,...,yq}. La régle de décodage de
canal est une fonction déterministe

9: 4y, yp} = {z, . xm}

qui a chaque symbole regu y; associe un symbole de I'alphabet d’entrée x5 = g(y;).

On peut interpréter cela sous forme de regle de décision : si le symbole y; est recu il est
décodé comme z7. Soient les variables aléatoires X, Y et Z = g(Y') représentant respectivement
les symboles émis, regu et décodé. Considérons un exemple. Soit ’alphabet d’entrée de taille 3
et celui de sortie de taille 3. Supposons que 'alphabet d’entrée a la distribution de probabilité
suivante

p(x1) = 1/2, p(x2) = p(x3) = 1/4

Les probabilités de transition et la regle de décodage sont illustrées par le schéma sur la
figure

Canal Régle de
décodage

FIGURE 6.1 — Un exemple de regle de décision
Considérons la regle de décision g définie par

g(y1) = x1, g(y1) = z2, g(ys) = 72

Le seul cas ou une erreur a lieu est I’émission de symbole x5. Ainsi la probabilité d’erreur
est égale a la probabilité d’émission de x2 donc a 1/4.

Dans le cas général soit E I’événement correspondant & un erreur lors de transmission d’un
seul symbole. Comment peut on calculer P[E]? Soient les variables aléatoires X, Y et Z = g(Y)
représentant respectivement les symboles émis, recu et décodé.
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Tout d’abord, on peut décomposer cette probabilité selon la formule de Bays :
n
P(E) = ZP(M)?(EW)
i=1

Sachant que le symbole x; est transmis, 'erreur se produit lorsque la fonction fonction de
décodage renvoie un caractere différent de x;. Ainsi dans ce cas I'événement E équivaut a
g(Y) # x;. On a donc p(E|x;) = P(g(Y) # x;|z;). Cette derniere probabilité se décompose
en somme selon les différentes valeurs de Y :
d
p(Elz;) = P(g(Y) # milz:) = > p(Y = y; et g(y;) # milx:)
j=1

Etant donné que la regle de décodage est déterministe on a

p(Y =y; et g(y;) # wilwi) = { ﬁ(y”xj)’ :i zg% i Z = il =0y, ;)

0 sii=k
Nous obtenons ainsi la probabilité d’erreur conditionnelle pour la transmission d’un seul

Ici 6;, = { Lo siizk est le symbole de Kronecker.

symbole :
d

p(Blwi) =D p(ysle;) (1= 8g(y, ) o).

Jj=1

1.1.2 Notion de code de canal.

On peut généraliser les raisonnements de la section précédente au cas ou il s’agit de trans-
mettre des messages par blocks de longueur donné [.

Dans la suite un canal est modélisé par le triplet X, Y, P(Y|X) ou X est la variable aléatoire
correspondante a ’émission d’un symbole de l'alphabet d’entrée Qx = {z1,...,2,} et ¥ est
la variable correspondante & ’observation d’un symbole re¢u dans ’alphabet de sortie Qy =
{y1,...,ya}. P(Y]X) est la matrice de transition du canal.

On peut associer & La transmission d’un mot de longueur [ une variable aléatoire X
a valeurs dans QZX Cette variable peut étre interprétée comme observation simultanée de [
variables aléatoires indépendantes et toutes distribuées comme X :

X0 = (X1,..., X))

De méme, on peut associer & la réception d'un mot de [ caractéres la variable aléatoire Y(¥)
a valeurs dans ng Cette variable peut étre interprétée comme observation simultanée de [
variables aléatoires indépendantes et toutes distribuées comme Y :

vy® = (v1,...,1)

On peut considérer alors la transmission d’un message de longueur [ comme un nouveau
canal XU Y P(X®|XD), appelé leme extension de canal initial. la matrice de transition
de ce nouveau canal peut étre déduite de

l

P((y1,- w1, @) = [ plyelzr)

k=1
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Définition 6.2 (Code de canal). Soit un canal X,Y, P(Y|X). Un code (n,l) pour ce
canal est un couple (W, g) ou

1. W = {wi,...,w,} est un ensemble de mots de longueur | dans I’alphabet d’entrée
Qx, appelés mots du code.

2. g est une regle de décodage
g: () =W

qui associe a toute séquence recue de longueur ! dans ’alphabet de sortie 2y un
des mots du code.

Définition 6.3 (Probabilité d’erreur conditionnelle). Soient un canal X,Y, P(Y|X) et
un code (n, ) pour ce canal (W, g). Pour chaque mot du code w; on définit la probabilité
d’erreur conditionnelle

o _ 1 — N1 —
)\i —P[E‘wz]— Z P((ylavyl”wl)(l 5g(y1,...,yl),wz').
(Y1, 9) €y )}

Définition 6.4 (Probabilité d’erreur moyenne). Soient un canal X,Y, P(Y|X) et un
code (n, 1) pour ce canal (W, g). On définit la probabilité d’erreur moyenne (algébrique)

du code par :
n

1 !
A0 = =330,
n (2

=1

Définition 6.5 (Probabilité d’erreur maximale). Soient un canal X,Y, P(Y|X) et un
code (n,l) pour ce canal (W, g). On définit la probabilité d’erreur maximale du code
par :

AD = max A0,

)
i=1,...,n

Définition 6.6 (Débit de communication d’un code). Soient un canal X,Y, P(Y|X)
et un code (n,l) pour ce canal (W, g). On définit le débit de communication du code
par :
log(n)

T
P'unité de mesure est Shannon par symbole transmis.

R:
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1.2 Second théoréme de Shannon

Nous avons maintenant pourvoir poser le probleme de codage en présence de bruit :

Etant donné un canal X ,Y,P(Y|X) de capacité C est il possible de
transmettre des messages avec un débit aussi proche que possible de C
et avec une probabilité d’erreur aussi petite que possible ?

La réponse a ce probleme est donnée par le théoréeme suivant :

Théoréme 6.1 (Second théoreme de Shannon). Soit un canal X,Y, P(Y|X) de capa-
cité C' > 0. Pour tout R < C' il est possible de trouver un code de canal avec un débit
R et une probabilité d’erreur aussi petite que possible. Plus précisément, il existe une

suite de codes (M(1),1) tels que M (1) = 27 telle que

lim A\(D =0

l—o00

2 Codes correcteurs d’erreurs

Le second théoreme de Shannon établit I'exitance de codes de canal permettant de trans-
mettre a un débit aussi proche qu’on souhaite de la capacité du canal et une probabilité d’erreur
arbitrairement petite. mais, comme dans le cas de codage de source, le théoréme ne donne au-
cune indication sur la fagon de construire de tels codes. En pratique, il existe de nombreuses
familles de codes permettant d’approcher au mieux les performances optimales, sans pour autant
alourdir les temps de codage et décodage.

Dans cette section nous allons présenter une classe particuliere de codes de canal qui permet
de détecter et corriger assez bien des erreurs de transmission. Il s’agit de codes binaires linéaires.
Nous introduirons d’abord le groupe G} formé de k-uplets de bits. Ensuite, on introduira la
distance de Hamming qui permet d’évaluer efficacement les erreurs de transmission. Enfin, apres
quelques définitions générales liées a la détection et correction d’erreurs nous allons introduire
les codes linéaires et leurs propriétés.

2.1 Généralités

Dans la suite de la section nous allons étudier les codes par blocks binaires. On suppose
qu’on dispose d’un message a transmettre sous forme d’une suite binaire de longueur M. Pour le
codage le message sera découpé en blocks de k bits. On suppose dans la suite que tous les blocks
de k bits possibles sont équiprobables. Le codage consiste a remplacer chaque block de k bits par
un mot binaire de longueur n > k. Ainsi on définira plus tard un code comme une application
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qui associe a chaque block de longueur k£ un mot binaire de longueur n. On 'appellera table de
code.

Apres une transmission & travers un canal bruité le mot recu peut étre erroné et ne corres-
pondre a aucun des mots de la table de code. Nous allons donc décrire ci-dessous une regle de
décodage au sens Cette regle utilise la notion de distance de Hamming que nous allons d’abord
expliciter.

L’objectif principal de conception des codes se pose alors en termes de capacité de détection
et de correction des erreurs de transmission. Nous allons insister sur le fait que cette capacité est
une propriété intrinseque d’un code et non le fait d’un choix particulier de regle de décodage.

2.2 Un premier exemple illustratif

Nous allons étudier ici une procédure tres simple de codage et décodage permettant de
détecter et méme corriger des erreurs de transmission : le code & répétition.

Codage. Le principe est tres simple : chaque bit du message a transmettre sera répété n
fois. Ainsi, les blocks ici sont de taille £ = 1 et les mots de code seront de taille n. Prenons
I’exemple de n = 3. La table de code est alors :

Canal de transmission. Supposons que nous utilisons pour la transmission un canal binaire
symétrique dont la probabilité d’erreur est 0 < a < 0.5. La matrice de transmission est alors

P(Y|X):(l—a o >

« l—«

Chaque bit transmis a la probabilité a d’étre recu comme son contraire.

Regle de décodage. A la réception, le message sera analysé par blocks de 3 bits. Remar-
quons ici que dans notre code il n’y a que deux mots : 000 et 111. Cependant, compte tenu des
erreurs de transmission ’ensemble de mots possibles a la réception contient tous les 8 mots de 3
bits. Si on recoit I'un des mots du code le décodeur le remplacera pas le symbole correspondant.
Mais que doit on faire si on recoit 010 7 Il est évident dans ce cas que des erreurs de transmission
se sont produites. La reégle de décodage doit donc permettre de décider a quel mot de code
( & quel symbole) correspond cette séquence. Une regle simple a mettre en oeuvre dans cette
situation est la regle du vote majoritaire :

— Si la majorité des 3 bits recus sont 0 on considere qu’il s’agit du mot de code 000 et on

décode donc par 0.
— Si la majorité des bits sont 1 on considere que le mots de code transmis est 111 est on
remplace par 1.
Le nombre de bits étant impaire, cette regle est non ambigué. Voici une exemple d’application
de ce schéma sur un message de 5 bits.


file:def3.1#d\unhbox \voidb@x \bgroup \let \unhbox \voidb@x \setbox \@tempboxa \hbox {e\global \mathchardef \accent@spacefactor \spacefactor }\accent 19 e\egroup \spacefactor \accent@spacefactor fini dans la section pr\unhbox \voidb@x \bgroup \let \unhbox \voidb@x \setbox \@tempboxa \hbox {e\global \mathchardef \accent@spacefactor \spacefactor }\accent 19 e\egroup \spacefactor \accent@spacefactor c\unhbox \voidb@x \bgroup \let \unhbox \voidb@x \setbox \@tempboxa \hbox {e\global \mathchardef \accent@spacefactor \spacefactor }\accent 19 e\egroup \spacefactor \accent@spacefactor dente..

2. CODES CORRECTEURS D’ERREURS 83

Message original | 1 0 1 0 1
Message codé 111 | 000 | 111 | 00O | 111
Message recu 101 | 101 | 110 | 00O | 011

Message décodé 1 1 1 0 1

Cet exemple montre qu’il est possible de détecter et corriger les erreurs de transmission
presque toujours. En effet, si un mot subit deux erreurs de transmission ou plus le décodage sera
inexact.

Revenons a la signification de la regle du vote majoritaire. Dans notre code il n’y a que deux
mots 000 et 111. Pour un mot regu de trois bits, le vote majoritaire correspond a lui associer
celui des deux mots de code qui a le plus de bits en commun avec ce mot. Cette regle peut donc
étre étendue & d’autres types de codes, en prenant en compte les ressemblances, bit par bit entre
deux mots. Ce sera fait plus loin a ’aide de la notion de distance de Hamming.

Donnons maintenant une interprétation probabiliste de la regle du vote majoritaire. Considérons
un mot regu t = t1tat3 de trois bits. Evaluons les probabilités conditionnelles P(t|s = 0) et
P(t|s = 1) pour essayer de savoir laquelle des deux est plus importante.

P(t == t1t3t3|8 == 0) == P(t == t1t2t3|w == 000) == P(t1|0)P(7f2‘O)P(t3|0)

car nous supposons que les symboles sont transmis de facon indépendante les uns des autres.
D’apres la matrice de transmission de notre canal

1—a, sit; =0 transmission correcte
o, sit; =1 transmission erronée

P(t;|0) = { . i=1,2,3

Soit [ le nombre de 0 dans t. Alors il y a [ bits correctes et 3 — [ bits & 1 donc transmis avec
erreur. Alors
P(t == t1t3t3|8 == 0) == (1 - a)la3_l

Pour la méme séquence t = t1tst3 on a alors
P(t = titsts]s = 1) = (a)!(1 — a)*™!

car si c’est 1 qui est transmis alors chaque 0 dans ¢ correspond & une erreur, donc a la probabilité
a. Pour comparer les deux probabilités, considérons leur rapport

P(t =titstz|s =0) (1—« oa S_Z_ 1—a\?™?
P(t = titats|s =1) @ 11—« N @

Comme o < 0.5 la quantité

- , . . .
> 1 est supérieure a 1. Nous remarquons alors que si les 0

sont majoritaires dans ¢, c’est g dire si 2l > 3, la probabilité de réaliser une telle séquence t,
sachant que le mot envoyé est 000 est plus importante que la probabilité de réaliser la méme
séquence en envoyant le mot 111. D’apres la regle de vote majoritaire dans ce cas on choisit
justement le mot 000. Si ce sont les 1 qui sont majoritaires alors 2] — 3 < 0 et on choisit encore
des deux hypotheses celle qui rend la séquence de bits recue la plus probable. C’est ce qu’on
appelle regle de maximum de vraisemblance.
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2.3 Groupe Gy.

Considérons I’ensemble de séquences binaires de taille k. On le note G = {0,1}*. On a
Card(Gy) = 2*. On pourra appeler les éléments de cet ensemble mots ou vecteurs. Sur cet
ensemble nous définissons 'opération d’addition modulo 2, notée @, entre les éléments. Cela
correspond a effectuer un XOR, (un ou exclusif) bit par bit, sachant que

by | by | b1 D b2
111 0
110 1
0|1 1
0|0 0
Muni de cette loi additive, G est un groupe abélien d’élément neutre (0,...,0). Si on le

munit également de loi externe multiplicative selon la table de ET logique :

by | b2 | b1 ® b2
1 1 1
110 0
011 0
0] 0 0

G, est un espace vectoriel.

2.4 Distance de Hamming et décodage du maximum de vraisemblance

2.4.1 Distance de Hamming

On définit sur G, une distance de fagon suivante.

Définition 6.7 (Distance de Hamming). Soient v = (vy,...,v), w = (wi,...,wi) € Gy deux
vecteurs de G. On appelle distance de Hamming le nombre de bits différents entre v et w

dp(v,w) =Card{i € [1,...,n] | v; # w;}

Il est assez facile de vérifier que la distance de Hamming est une distance, c’est a dire qu’elle

vérifie les trois axiomes :
1. Vw,v € Gg,d(v,w) >0et dlw,v) =0 & w=v
2. d(v,w) = d(w,v), Yo,we€ Gy
3. d(w,v) <d(w,z) +d(z,v), Yw,v,z € Gy
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A ce titre, la distance de Hamming induit une certaine topologie sur l’ensemble Gj. En
particulier, on peut définir la notion de boule ouverte de rayon r centrée en w € Gy de fagon
suivante :

Bp(w,r) ={v € Gg, dp(w,v)<r} (6.1)
et de boule fermée :

Bp(w,r) ={v € G, dp(w,v) <r} (6.2)

Une boule ouverte Bp,(w,r) définit ’ensemble de mots binaires v € G}, qui different de w en
moins de r bits. Par exemple, si k =4 et w = 1010 alors

B (w,2) = {1010,0010, 1110, 1000, 1010}

C’est ’ensemble de mots que 'on peut obtenir a partir de w en changeant 0 ou 1 bits a la fois.

Définition 6.8 (Poids d'un vecteur). Soit v = (v1,...,v;) € Gg. On appelle poids de v le
nombre de bits différents de 0 dans v :

w)=Card{ie€[l,...,n] | v, =1}

On peut montrer facilement que

Proposition 6.1. Soient v,w € Gy. Alors

dp(v,w) = w(v @ w)

Exemple 6.1. Soit k = 5. G5 contient 2¥ mots binaires de longueur 5. Soient
v = 00110, w = 10101

On a alors
dp(w,v) =3, wdv=10011, w(wdv)=3

Puisque la distance de Hamming comptabilise les différences entre deux mots binaires, il est
naturel de I'utiliser comme critere de décodage apres une transmission erronée.

Définition 6.9 (Décodage selon le minimum de distance de Hamming). Soit une suite de mots
C = {ws,...,wy} C Gy, de longueur n qui forment n code. Soit z € G,, un mot de longueur
n regu apres transmission a travers d’'un canal bruité d’un des mots du code C. la regle de
décodage selon le minimum de distance de Hamming associe a z le mot du code w le plus proche
de z selon dy, :

g(z) =wq € C t.q. dh(z,wo) = meigdh(z,w)
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2.4.2 Décodage au sens de maximum de vraisemblance

Définition 6.10. Soit une suite de mots C' = {wy,...,wy} C G, de longueur n qui forment
n code. Soit z € G, un mot de longueur n regu apres transmission a travers d’un canal bruité
d’un des mots du code C. On appelle décodage au sens de maximum de vraisemblance la regle
de décodage qui associe a z le mot w € C' qui maximise la probabilité de réalisation de z sachant
w :
g(z) =wo € C t.q. Plz|wg] = max P[z|w]
wel
Nous allons montrer maintenant une proposition importante qui établit le lien entre le
décodage de maximum de vraisemblance et la distance de Hamming.

Proposition 6.2. Si le canal de transmission est binaire et symétrique alors le décodage de
mazimum de vraisemblance est équivalent au décodage au sens de minimum de distance de
Hamming.

Preuve la Proposition [6.2

Supposons que nous utilisons un canal binaire symétrique de probabilité d’erreur
a < 0.5. Soit z = z122 ... 2, le mots binaire requ. Rappelons que la transmission de
chaque symbole est indépendante des autres. Soit un mot de code w € C. Admettons
I’hypothése que on a regu z en ayant envoyé w. Alors chaque bit différent entre z
et w représente une erreur de transmission, de probabilité a < 0.5. Tous les autres
bits sont des transmissions corrects de probabilité 1 — «. Le nombre de bits différents
entre z et w correspond & la distance de Hamming entre les deux mots : dp(z,w).
Alors on a

P[Z|U)] — Oédh(z’w)(l - a)nfdh(z,w)

Soient deux mots de code wq et wy. Notons di = dp(z,w1), do = dp(z, w2). Compa-
rons les vraisemblances associées aux deux mots :

P[z|ws] adl(l — oz)”_d1 B <1 — a>d2d1
Q

Plzlws]  ad2(1 —a)n—d2

Comme o < 0.5 on a > 1. Alors d’apres la derniere relation

P[z|w1] < P[Z‘wg] & dl > d2

Ainsi, la vraisemblance P[z|w] est maximale quand la distance de Hamming dp, (z, w)
est minimale. C.Q.F.D

Dans la suite nous allons travailler avec la régle de décodage du minimum de distance de
Hamming.
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2.5 Codes correcteurs

Définition 6.11 (Code (k,n)). — On appelle code de parametres (k, n) toute application
injective ¢ : G — Gj,.
— Le parametre k s’appelle dimension du code. Le parameétre n s’appelle longueur du
code.
— L’ensemble image de ¢,

C ={¢(m), me Gy}

s’appelle image de code. Ses éléments s’appellent mots de code. Les éléments de Gy,
s’appellent mots de source.

Un code est une association entre les blocks de longueur k et des mots binaires de longueur
n. On demande que ’application qui le représente soit injective pour garantir que deux blocks
différents soient codés par deux mots différents.

Exemple 6.2. Le code de répétition pure vu ci-dessus est un code de parametres (1,3). Les
mots de source sont {m; = 0, mg = 1}. L’image de ce code est

C = {000,111}

Définition 6.12 (Distance minimale d’un code). Soit un code de parametres (k,n) dont I'image
est ’ensemble de mots C'. On appelle distance minimale d’un code la valeur

d = miny yecdn(w, v)
c’est la plus petite distance de Hamming entre deux mots du code.

Ce parametre joue un role tres important dans la définition des capacités d’un code de
détecter et corriger les erreurs de transmission.

2.5.1 Détection et correction d’erreurs

On suppose que la regle de décodage utilisée est celle de minimum de distance de Hamming.
Soit un code (k,n) d’image C. Supposons qu’un mot du code w € C' est transmis. On regoit le
mot z € G,. Si z coincide avec un des mots de code, v € C, il sera décodé comme v. Méme si ce
n’est pas le mot du code qui a été transmis. Cela peut se produire si les erreurs se produisent
exactement sur les bits qui sont différents entre le mot transmis, w et le mot du code recu, v.
Donc s’il y a dp,(w, v) erreurs et si elles se produisent ”aux bons endroits”, elles sont indétectables.
On détecte les erreurs si le mot regu, z ne correspond a aucun des mots de code.

Ainsi nous pouvons dire que le nombre maximal d’erreurs qu’il est possible de détecter quels
que soient les bits ou elles se produisent est égal a d — 1, ou d est la distance minimale du code.
En effet, pour obtenir & partir d’un mot du code w € C un autre mot du code, v € C il faut
changer au moins d bits. Donc si on change moins de d bits on obtient forcément un mot qui
n’est pas dans le code. Donc on détecte la présence des erreurs a la réception. Nous venons de
justifier la définition suivante :
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Définition 6.13 (Capacité de détection). On appelle capacité de détection d’erreurs d’'un code
le nombre maximal e; d’erreurs qu’il est toujours possible de détecter. On a

eq=d—1

ou d est la distance minimale du code.

Lorsque les erreurs sont détectées on ne sait pas quels sont les bits erronés et combien sont
ils. On sait juste que le mot requ n’est égal a aucun des mots du code. La regle de décodage que
I’'on a choisi va alors remplacer le mot recu par celui des mots du code qui est le plus proche
selon la distance de Hamming. Si cette action conduit au mot qui a réellement été transmis,
elle équivaut a la correction des erreurs. Nous allons donc définir un autre parametre important
pour juger de la qualité d’un code :

Définition 6.14 (Capacité de correction). On appelle capacité de correction d’erreurs d’un
code le nombre maximal e, d’erreurs qu’il est toujours possible de corriger. On a

d—1
c=E|——
ey

ou d est la distance minimale du code, E[] est la partie entiere d’un réel.

Preuve La formule donnée dans la définition de la capacité de correction nécessite une
justification. Remarquons que si C' = {wq,...,wp} est 'image d’un code (k,n) de distance

d—1 —
minimale d alors toutes les boules fermées de rayon r = F [2] (voir |D ) Br(wj,r) sont

deux a deux disjointes. Soit w € C' le mot de code transmis. tant que le mot recu reste dans la
boule By (w,r) il sera décodé comme w et donc les erreurs seront corrigées. Ainsi le plus grand

—1
nombre d’erreurs corrigibles et F [2]
2.6 Codes linéaires correcteurs d’erreurs

Nous allons enfin nous intéresser ici d’une famille particuliere de codes (n,k), les codes
linéaires. Leur principal intérét dans la facilité de mise en oeuvre et la rapidité des algorithmes
de décodage.

Définition 6.15 (Code correcteur linéaire (n, k)). Un code linéaire (n, k) est un code de classe
(n, k) tel que application ¢ : G — G, qui le géneére est une application linéaire, ¢’est-a-dire,
tel qu'il existe une matrice G € M™*(0, 1) telle que

o(m) =Gm, Ym =

On appelle G la matrice génératrice du code.
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Remarque 6.1. Ici les coefficients de la matrice G prennent les valeurs dans {0,1}. La multi-
plication matricielle se fait selon les opérations @, ® sur {0,1}, c’est a dire dans 'arithmétique
modulo 2. Par exemple,

11\ [, 1el)e(1e1) 0
0 1 (1>: Oe)elel)]| =1
10 1el)o(0ol) 1

Remarque 6.2. Si le code est linéaire alors son image, C', ’ensemble de tous les mots de code,
est un sous-espace vectoriel de Gy,. Il contient donc obligatoirement le mot nul 000 . .. 000.

Définition 6.16. On dit qu'un code linéaire (k,n) est systématique ssi sa matrice génératrice
G est de la forme (en blocks)
Iy,
i~ (e)

ou Iy est la matrice identité de dimension k et G’ est une matrice de n — k lignes et k colonnes.

Proposition 6.3. Les codes systématiques ont la propriété intéressante : pour tout mot de
source m € Gy, le mot de code correspondant w = Gm a m comme préfize. Cest a dire

w:mw'

Exemple 6.3. Un code de parité simple consiste a ajouter a chaque mot de source un bit qui
représente la parité du nombre de 1 dans le block. Si le nombre de 1 est pair on ajoute 0 sinon,
on ajoute 1. Par exemple, pour les blocks de 3 bits le code de parité est défini par le tableau
suivant :

m 000 | 100 | 010 | 0O1 | 110 | O11 | 101 | 111
¢(m) | 0000 | 0001 | 0101 | 0011 | 1100 | 0110 | 1010 | 1111

C’est un code de parametres (3,4). Chaque mot de source m est le préfixe du mot de code
correspondant. C’est un code systématique. Il est linéaire car on peut remarquer que le bit de
parité est toujours égal a la somme (modulo 2!) des bits du mot m. Alors la matrice génératrice
de ce code est tres simple :

= O O =
= o = O
—= =0 O

Définition 6.17. Deux codes sont dits équivalents s’ils ont la méme image.

Pour déterminer si un code linéaire de matrice génératrice donnée possede un équivalent
systématique il suffit d’effectuer une opération d’échelonnage de la matrice en faisant des opérations
élémentaires sur les colonnes.
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Exemple 6.4. Soit le code de matrice

D

Il
_ O = O =
—_ = O
= = O = O

Notons les colonnes C7,Co, C3. Les premieres opérations visent a annuler les éléments G171 et
G13. Le pivot est G11. On pose Cy «+ Cp, Cy «— C1 + Cy, C3 «— (4.

1 00 1 00 1 00
01 1 Ch«—C4 010 Cy— C1+C4 010
G=|11 0], Cy — Oy = G=111 1],|Co—Cy+C3] = G=1]0 0 1
01 1 C3«— C3+Cy 010 C3 — Cy 010
1 0 1 1 0 1 01 1

On obtient ainsi un équivalent systématique de notre code car les trois premiere lignes de la
matrice G forment maintenant une matrice identité.

La proposition suivante donne ne méthode tres simple pour évaluer la distance minimale (et
donc les capacités de détection et de correction d’erreurs!) d’un code linéaire.

Proposition 6.4 (Distance minimale d’un code linéaire). La distance minimale d’un code
linéaire est égale au plus petit poids non nul des mots de code.

Preuve la Proposition 6.4

Rappelons que la distance minimale d’un code est

d = min d
nin_ dp(w,v)

remarquons également que
dp(w,v) = w(w G v)

Or, si le code est linéaire, son image C' est un sous-espace vectoriel. Donc pour tout
w,weConaw—+wveC.SiwF#wvalors wa v F#0. Donc

d= i d = i
w,venfljl,nw;év h(w7 U) zercr'l,lg;éo W(Z)

C.Q.F.D

Proposition 6.5 (Borne de Singleton). La distance minimale d’un code linéaire de dimension
k et de longueur n vérifie

d<n—+1-k
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2.6.1 Matrice de controdle et décodage d’un code linéaire

Définition 6.18 (Matrice de controle d’un code linéaire). Soit un code linéaire (k,n) de matrice
génératrice G et d'image C'. On appelle matrice de controle d ce code toute matrice H € M,,_,,
wi

telle que pour tout mot de code w = : on ait

Hw=20

Autrement dit, H est une matrice dont le noyau coincide avec I’ensemble de mots de code C.

Généralement il n’est pas facile de trouver la matrice de contréle pour un code donné. Du
point de vue algébrique, cela revient a trouver la base du sous-espace vectoriel orthogonal a C'.
Mais dans le cas particulier de codes systématiques la proposition suivante permet de construire
facilement la matrice de controle :

Proposition 6.6 (Matrice de controle d'un code systématique). Soit un code linéaire (k,n)

I,
G/

H=(G'T_)

systématique de matrice génératrice G = < ) Alors sa matrice de controle est

Définition 6.19 (Syndrome et erreur). Soit un code linéaire (k,n) de matrice génératrice G
et de matrice de controle H. Soit Y € C un mot de code et Z € {0,1}" un mot regu apres la
transmission de Y par un canal bruité.

On appelle mot erreur le mot E € {0, 1}" tel que

Z=Y+FE
On appelle le mot syndrome de Z
S=HZ

Chaque bit de mot erreur E est nul si les bits correspondants de Z et Y coincident, et est

égal a 1 s’ils sont différents. Ainsi
w(E) = du(Y, Z)

Si on a trouvé le mot erreur E on peut retrouver Y en posant :
Y=Z+F

Donc, pour corriger les erreurs de transmission, il suffit de trouver le vecteur E.

Si le syndrome de Z S = HZ est nul c’est que Z est un mot de code (par définition de
la matrice de controéle). Il sera alors décodé par le block correspondant dans la table du code.
Ainsi, le syndrome nul correspond a I’absence ou a la non détection des erreurs de
transmission.

Le syndrome non nul équivaut la détection d’erreurs, car cela signifie que le mot regu Z n’est
pas un mot de code.
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Proposition 6.7. Dans les hypothéses de la définition [6.19, soient Y le mot transmis et Z le
mot recu. Soient E = Z +Y le mot erreur et S = HZ le syndrome de Z. Alors le mot erreur a
le méme syndrome que Z : HE = HZ

Preuve la Proposition [6.7

Par définition de la matrice de controle on a
HY =0
car Y est un mot de code. Alors
HE=H(Y+Z)=HZ=S5

C.Q.F.D

Définition 6.20 (Classe latérale). Soit un code linéaire (k,n) de matrice de controle H. Soit Z
un mot de {0,1}". On appelle classe latérale de Z ’ensemble de mots ayant le méme syndrome
que 7 :

L(Z)={W €{0,1}", HW =WZ =S}

Ainsi nous savons ou chercher le vecteur erreur E pour la correction du mot recu, Z. Il
se trouve dans la classe latérale de Z. Il reste a savoir comment le choisir. Rappelons que le
décodage se fera selon le principe de minimum de distance de hamming. Le mot recu Z sera
remplacé par le mot de code W le plus proche. Nous avons déja mentionné que le poids du
vecteur erreur £ = Z + W entre le mot recu Z et un mot de code W est égal a la distance de
Hamming entre Z et W. Or, d’apres la proposition [6.7, on a

YW €O, Ew=2+W € L(Z)

Et réciproquement,

VEcL(Z), W=Z+EcC

Donc trouver le mot de code le plus proche du mot regu Z équivaut a trouver I’élément E € L(Z)
de plus petit poids.

Proposition 6.8. Soit un code linéaire de matrice de contréle H. Le décodage au sens de
minimum de distance de hamming d’un mot Z revient a trouver dans la classe latérale de Z le
mot de plus petit poids, Eqg et a remplacer Z par le mot de code W = Z + E € C.

En pratique, on explore L(Z) dans 'ordre croissant des poids de mots. Pour faciliter les
explications nous allons introduire une famille de mots particuliers :

E; = (00...010...00)
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ou pour chaque mot E;, ¢ = 1,...,n il n’y a qu’un seul bit égal a 1, & la i-eme position.
Remarquons un mot E de poids p est égale a la somme de p mots parmi les F;, i =1,...,n

p
W(E):p = Hil,.‘.,ip, t.q. E:ZE”
j=1

Alors le résultat de multiplication H E est une combinaison linéaire des colonnes de la matrice

I’I7 Cly--~7Cn :
P
HE =Y C
j=1

car les autres bits de E sont nuls.

Revenons maintenant au probleme de recherche de 'erreur de poids minimum dans la classe
latérale d’un mot regu Z. Soit S = HZ le syndrome de Z. Soit 0 < p < e.. (e, est la capacité
de correction du code). Dire qu’il existe dans L(Z) un mot E de poids p équivaut a

P P
Jir, ... ip, t.g. E=Y B et HE=)» C;j =S
j=1 =1

Autrement dit, il existe un choix de p colonnes de la matrice de controle H dont la somme est
égale a S. Alors on commence teste les poids p allant de 0 a e, jusqu’a ce qu’on trouve une
somme de p colonnes de H égale a S. Le vecteur erreur est alors égal a la somme correspondante
de Eij~

Par exemple, pour p = 0. Si on trouve que HZ = 0 alors Z est un mot de code. Sinon, on
passe & p = 1. Pour p = 1 si on trouve une colonne C; de H telle que C; = S alors le mot de
code corrigé sera W = Z + E;. Sinon on passe a p = 1. S’il existe deux colonnes parmi n de la
matrice H telles que C; + C; = S alors le mot corrigé sera W = Z + F; + E;. Sinon, on continue
avec p = 3 et ainsi de suite. On a donc ’algorithme suivant :

Algorithme 6.1 (Décodage d’'un code linéaire).

Etape 1. p=0. On vérifie si S = HZ = 0. Si oui, Z est un mot de code. Sinon, on pose p =1
et on passe a l’étape 2.

Etape 2 Tant que p < e, faire
tester toutes les sommes de p colonnes de H jusqu’a ce que

d Cy=S
j=1

Si trouvé, renvoyer W = Z + Z?:l E;,. Sinon, poser p=p+1.
Fin de tantque.

Etape 3 Sip =-e.+ 1 et aucun solution n’est trouvée, renvoyer ”erreur de décodage”.
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