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Rappels

Modéle de communication

Perturbations
Source Emettenr Canal de Récepteur Destinataire
d’information (codeur) fransmission (décodeur)
Figure: Paradigme de Shannon
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Représentation mathématique d'un canal de transmission

Un canal

@ Selon le modéle de communication de Shannon, le message émis par la
source est soumis a I'entrée d'un canal de transmission ;
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Représentation mathématique d'un canal de transmission

Un canal

@ Selon le modéle de communication de Shannon, le message émis par la
source est soumis a I'entrée d'un canal de transmission ;

@ Les perturbations présentes dans le canal modifient le signal initial ;
o Ces perturbations ne sont pas connues a |'avance par le destinataire;

@ Ainsi la transmission d’'un message a également un caractére aléatoire.
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Représentation mathématique d'un canal de transmission Modéle probabiliste
Modéle probabiliste

@ On associe une variable aléatoire X a la source d’information. Elle
représente I'observation de symboles émis par la source.
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Modéle probabiliste

@ On associe une variable aléatoire X a la source d’information. Elle
représente I'observation de symboles émis par la source.

@ On associe une autre variable aléatoire Y au destinataire. Elle
représente |'observation de symboles recus.

Le couple (X, Y) représente le processus de communication.

Au couple de variables aléatoires (X, Y) on associe différents types de
distributions de probabilité.
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Représentation mathématique d'un canal de transmission Distribution conjointe

Modéle probabiliste. Distribution conjointe.

Soit un couple de variables aléatoires discrétes X a valeurs dans {x;}/_; et
Y m
Y a valeurs dans {y;}i7;.

On définit la distribution conjointe de probabilités de maniére suivante

Pxy - {(xi,y;), (i,7) € |[L, nll < |[1, m]|} — [0, 1]

(xi,yj) = p(xi,y;) = P[X = xj et Y = yj]

On a les propriétés suivantes :

V(i,j), 0 < p(xi,y) <1

> el y) =1

i=1 j=1
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Représentation mathématique d'un canal de transmission Distribution conjointe

Modéle probabiliste. Distribution conjointe. Exemple

Soit une source binaire X d’alphabet {0,1}.
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Modéle probabiliste. Distribution conjointe. Exemple

Soit une source binaire X d’alphabet {0,1}.

Supposons que a la sortie du canal on peut obtenir I'un des trois symboles :
{0,1,—1}. Notons Y la variable aléatoire associée.
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Modéle probabiliste. Distribution conjointe. Exemple

Soit une source binaire X d’alphabet {0,1}.

Supposons que a la sortie du canal on peut obtenir I'un des trois symboles :
{0,1,—1}. Notons Y la variable aléatoire associée.

Le symbole —1 signifie que le systéme n'a pas su déterminer le symbole a
la réception.
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Modéle probabiliste. Distribution conjointe. Exemple

Soit une source binaire X d’alphabet {0,1}.

Supposons que a la sortie du canal on peut obtenir I'un des trois symboles :
{0,1,—1}. Notons Y la variable aléatoire associée.

Le symbole —1 signifie que le systéme n'a pas su déterminer le symbole a
la réception.

La la distribution conjointe de probabilités peut s'écrire de maniére
suivante

0o 1 a1
P(X,Y)= 0 [03 015 0.15
101 02 01
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Représentation mathématique d'un canal de transmission Distribution conjointe

Modéle probabiliste. Distribution conjointe. Exemple

Soit une source binaire X d’alphabet {0,1}.

Supposons que a la sortie du canal on peut obtenir I'un des trois symboles :
{0,1,—1}. Notons Y la variable aléatoire associée.

Le symbole —1 signifie que le systéme n'a pas su déterminer le symbole a
la réception.

La la distribution conjointe de probabilités peut s'écrire de maniére
suivante

| 0 1 -1
P(X,Y)= 0 |03 0.15P(X=0etY =1) 0.15
1|01 0.2 0.1
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Représentation mathématique d'un canal de transmission Distributions marginales

Distributions marginales

Etant donnée la distribution conjointe d'un couple de variables aléatoires

(X,Y), p(xi,yj), on définit les distributions marginales de X et de Y
respectivement par les relations :
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Distributions marginales

Etant donnée la distribution conjointe d'un couple de variables aléatoires

(X,Y), p(xi,yj), on définit les distributions marginales de X et de Y
respectivement par les relations :

¢

Px : {xi}foy = [0,1], xi = px(x) =) p(xi, )
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Représentation mathématique d'un canal de transmission Distributions marginales

Distributions marginales

Etant donnée la distribution conjointe d'un couple de variables aléatoires

(X,Y), p(xi,yj), on définit les distributions marginales de X et de Y
respectivement par les relations :

¢

PX : {Xi}?:l - [Ovl]a Xj — PX(Xi) = ZP(Xiayj)
j=1
n

Py : {}my = [0,1], yi = py(y) = p(xi,y))
i=1
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Représentation mathématique d'un canal de transmission Distributions marginales

Distributions marginales. Exemple

Pour calculer par exemple P[X = x;] on effectue la somme de la premiére
ligne de la matrice de distribution conjointe :

0 1 -1
0.3 015 0.15
1101 02 01
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Distributions marginales. Exemple
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Représentation mathématique d'un canal de transmission Distributions marginales

Distributions marginales. Exemple

Pour calculer par exemple P[X = x;] on effectue la somme de la premiére
ligne de la matrice de distribution conjointe :

P[X = 0] = p(x1, 1)

0 1 -1 Px
0.3 0.15 0.15
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Représentation mathématique d'un canal de transmission Distributions marginales

Distributions marginales. Exemple

Pour calculer par exemple P[X = x;] on effectue la somme de la premiére
ligne de la matrice de distribution conjointe :

P[X = 0] = p(x1,y1)+p(x1, y2)
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0.3 0.15 0.15
1101 02 01
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Représentation mathématique d'un canal de transmission Distributions marginales

Distributions marginales. Exemple

Pour calculer par exemple P[X = x;] on effectue la somme de la premiére
ligne de la matrice de distribution conjointe :

P[X = 0] = p(x1, 1) + p(x1, y2)+p(x1, y3)
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Représentation mathématique d'un canal de transmission Distributions marginales

Distributions marginales. Exemple

Pour calculer par exemple P[X = x;] on effectue la somme de la premiére

ligne de la matrice de distribution conjointe :

PIX = 0] = p(x1,y1) + p(x1, y2) + p(x1, y3) = 0.6

0 1 -1 Px
0.3 0.15 0.15| 0.6
1701 02 01
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Représentation mathématique d'un canal de transmission Distributions marginales

Distributions marginales. Exemple

Pour calculer par exemple P[X = x;] on effectue la somme de la premiére
ligne de la matrice de distribution conjointe :

PIX = 0] = p(x1,y1) + p(x1, y2) + p(x1, y3) = 0.6

0 1 -1 Px

0.3 0.15 0.15| 0.6
1 0.1 0.2 0.1 0.4
Py

Pour calculer la distribution marginale de Y on effectue les sommes des
éléements de colonnes de la matrice de distribution conjointe
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Distributions marginales. Exemple

Pour calculer par exemple P[X = x;] on effectue la somme de la premiére
ligne de la matrice de distribution conjointe :

P[X =0] = p(x1,y1) + p(x1,y2) + p(x1,y3) = 0.6

0 1 1] Py
0 [03 015 0.15]| 06
1 /01 02 01 |04
Py | 0.4
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Représentation mathématique d'un canal de transmission Distributions marginales

Distributions marginales. Exemple

Pour calculer par exemple P[X = x;] on effectue la somme de la premiére
ligne de la matrice de distribution conjointe :

P[X =0] = p(x1,y1) + p(x1,y2) + p(x1,y3) = 0.6

0 1 1] Py
0 [03 015 0.15]| 06
1 /01 02 01 |04
Py | 0.4 035

Pour calculer la distribution marginale de Y on effectue les sommes des
éléments de colonnes de la matrice de distribution conjointe

PIY = —1] = p(x1,y1) + p(x2, y1) = 0.4
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Représentation mathématique d'un canal de transmission Distributions marginales

Distributions marginales. Exemple

Pour calculer par exemple P[X = x;] on effectue la somme de la premiére
ligne de la matrice de distribution conjointe :

P[X =0] = p(x1,y1) + p(x1,y2) + p(x1,y3) = 0.6

0 1 1| Py
03 0.5 015 | 06
1 (01 02 01 |04
Py | 04 035 0.5

Pour calculer la distribution marginale de Y on effectue les sommes des
éléments de colonnes de la matrice de distribution conjointe

PIY = —1] = p(x1,y1) + p(x2, y1) = 0.4
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Représentation mathématique d'un canal de transmission Distributions conditionnelles

Distributions conditionnelles

On associe a I'événement Y = y; une distribution conditionnelle P[X|y;] de
X sachant y; définie par

P\Xi, Yj
P:x,-r—>p(x,-|yj):P[X:x,-|Y:yj]:7( )

py(¥;)
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Représentation mathématique d'un canal de transmission Distributions conditionnelles

Distributions conditionnelles

On associe a I'événement Y = y; une distribution conditionnelle P[X|y;] de
X sachant y; définie par

p(xi, y;)
P :xi— p(xily;) = PIX =x|Y =y/] = ———

De facon analogue on définit la distribution conditionnelle P[Y|x = x;| de
Y sachant x; définie par

p\Xi, Yj
Py = plyjlxi) = PIY = yjIX = xi] = P 1)

px(xi)
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Distributions conditionnelles. Exemple

Pour calculer P[X = 0]Y = 0] on divise :

PIX =0]Y =0] =
0 1 -1 Px |0 1 -1
03 015 0.5
1 0.1 02 0.1
Py 04 035 025
PIX = 0]Y]
PIX =1]Y]
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Distributions conditionnelles. Exemple

Pour calculer P[X = 0|Y = 0] on divise :

PIX=0Y =0] =

P[X =0et Y =0

PlY = 0]
0 1 -1 Px |0 1 -1

0.3 0.15 0.15

1 0.1 0.2 0.1

Py 0.4 0.35 0.25
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PIX = 1]Y]

Cours 5. Introduction au codage de canal 21 avril 2010

12 / 45



Représentation mathématique d'un canal de transmission Distributions conditionnelles

Distributions conditionnelles. Exemple

Pour calculer P[X = 0|Y = 0] on divise :

PIX=0Y =0] =

PIX=0etY =0 03

PIY = 0] T 04
0 1 1 | Px|o 1 -1
03 0.5 0.15
1 0.1 0.2 0.1
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Distributions conditionnelles. Exemple

Pour calculer P[X = 0|Y = 0] on divise :

PIX=0Y =0] =

PIX=0etY=0 03 3

PIY = 0] T 04 4
0 1 1 | Pxlo 1 -1
03 015 0.15
1 01 02 0.1
Py 04 035 025
PIX =0]Y] | 3/4
P[X =1]Y]
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Distributions conditionnelles. Exemple

Pour calculer P[X = 0|Y = 0] on divise :
P[X=0etY =0 03 3

PIX=0Y =0] =

PIY = 0] T 04 4
0 1 1 [ Px |0 1 -1
03 015 0.5
1 0.1 0.2 0.1
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Distributions conditionnelles. Exemple

Pour calculer P[X = 0|Y = 0] on divise :

PIX=0Y =0] =

PIX=0etY=0 03 3

PIY = 0] T 04 4
0 1 -1 Px |0 1 -1
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Représentation mathématique d'un canal de transmission Distributions conditionnelles

Distributions conditionnelles. Exemple

Pour calculer P[X = 0|Y = 0] on divise :
P[X=0etY =0 03 3

PX=0Y =0=""v =g 04 1
0 1 1 | Px]0 1 -1
03 015 0.5
1 0.1 0.2 0.1
Py 04 035 025
PIX=0[Y]| 3/4 3/1  3/5
PIX=1|Y]| 1/4
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Représentation mathématique d'un canal de transmission Distributions conditionnelles

Distributions conditionnelles. Exemple

Pour calculer P[X = 0|Y = 0] on divise :
P[X=0etY =0 03 3

PX=0Y =0=""v =g 04 1
0 1 1 | Px|0 1 1
03 015 0.5
1 01 02 0.1
Py 04 035 025
PIX=0[Y]| 3/4 3/T  3/5
PIX=1|Y]| 1/4 47
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Représentation mathématique d'un canal de transmission Distributions conditionnelles

Distributions conditionnelles. Exemple

Pour calculer P[X = 0|Y = 0] on divise :

P[X =0|Y =0] =

PIX=0etY=0] 03

P[Y = 0]

3

4

Pour calculer P[Y = y;i|X = 0] on divise toute la premiere ligne de la
matrice de probabilités conjointes par P[X = 0] :

P[Y =y et X = 0]

P[X = 0]
0 1 -1 Px 1 -1
0.3 0.3 0.15 0.6
1 0.1 0.2 0.1
Py 0.4 0.35 0.25
PIX =0[Y] | 3/4  3/7 3/5
PIX=1]Y] | 1/4 47 2/5
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Distributions conditionnelles. Exemple

Pour calculer P[X = 0|Y = 0] on divise :

P[X =0|Y =0] =

PIX=0etY=0 03 3
P[Y = 0]

04 4

Pour calculer P[Y = y;i|X = 0] on divise toute la premiere ligne de la
matrice de probabilités conjointes par P[X = 0] :

P[Y = y; et X = 0]

P[X = 0]
0 1 1 | Px| 0 1 -
03 015 015 |06 |1/2 1/4 1/4
1 0.1 0.2 01 |04
Py 04 035 025
PIX=0[Y] | 3/4 3/7 3/5
PIX =1|Y] | 1/4  4/7 2/5

A. Désilles () Cours 5. Introduction au codage de canal
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Distributions conditionnelles. Exemple

Pour calculer P[X = 0|Y = 0] on divise :

P[X =0|Y =0] =

PIX=0etY=0 03 3
P[Y = 0]

04 4

Pour calculer P[Y = y;i|X = 0] on divise toute la premiere ligne de la
matrice de probabilités conjointes par P[X = 0] :

P[Y = y; et X = 0]

P[X = 0]
0 1 1 | Px|] 0 1 a1
03 015 015 |06 |1/2 1/4 1/4
1 0.1 0.2 01 |04 [1/4 1/2 1/4
Py 04 035 025
PIX=0[Y] | 3/4 3/7 3/5
PIX=1|Y]| 1/4  4/7 2/5

A. Désilles () Cours 5. Introduction au codage de canal

21 avril 2010
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Entropies associées a un couple émetteur-récepteur Entropie conjointe

Entropie conjointe

Définition

HX,Y) ==Y P(i,j)log(P(i,))).

i=1 j=1
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Entropies associées a un couple émetteur-récepteur Entropie conjointe

Entropie conjointe

Définition

HX,Y) ==Y P(i,j)log(P(i,))).

i=1 j=1

Cette quantité représente |'information apportée en moyenne par
I'observation d’un couple (x;, y;).
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Entropies associées a un couple émetteur-récepteur Entropie conjointe

Entropie conjointe : exemple

0o 1 -1
P(X,Y)= 003 015 0.15
1{01 02 0.1

H(X,Y) =
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Entropie conjointe : exemple

0 1 -1
P(X,Y)= 0|03 015 0.5
1701 02 0.1
H(X,Y) = —0.3logy(0.3)
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Entropies associées a un couple émetteur-récepteur Entropie conjointe

Entropie conjointe : exemple

[0 1 a1
03 0.5 0.15
01 02 01

P(X,Y)= 0
1

H(X,Y) = —0.3logy(0.3) — 2 0.15logy(0.15)
—2x%0.1log,(0.1)
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Entropies associées a un couple émetteur-récepteur Entropie conjointe

Entropie conjointe : exemple

[0 1 a1
03 0.5 0.15
01 02 01

P(X,Y)= 0
1

H(X,Y) = —0.3log,(0.3)—2x0.15log,(0.15)

—2%0.1log,(0.1) — 0.2 % log,(0.2)
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Entropies associées a un couple émetteur-récepteur Entropie conjointe

Entropie conjointe : exemple

[0 1 a1
P(X,Y)= 0[03 015 0.5
1/01 02 0.1
H(X,Y) — 0.3logy(0.3) — 2 x0.15 log,(0.15)
= —2x0.1logy(0.1) — 0.2 x logy(0.2).2.47

A. Désilles () Cours 5. Introduction au codage de canal 21 avril 2010 14 / 45



Entropies associées a un couple émetteur-récepteur Entropie conditionnelle moyenne

Entropie conditionnelle moyenne

Définition
Alors I’entropie conditionnelle moyenne de X sachant Y est définie par

H(X]Y) = ZZPulog P(il))).

i=1 j=1
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Entropies associées a un couple émetteur-récepteur Entropie conditionnelle moyenne

Entropie conditionnelle moyenne : exemple

0 1 -1
0 0.3 0.15 0.15
1 0.1 0.2 0.1

P[X=0[Y] [3/4 3/7 3/5
P[X =1|Y] | 3/4 3/7 3/5

H(X|Y) =
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Entropies associées a un couple émetteur-récepteur Entropie conditionnelle moyenne

Entropie conditionnelle moyenne : exemple

0 1 -1
0 0.3 0.15 0.15
1 0.1 0.2 0.1

PX =0[Y] | 3/4 3/7 3/5
P[X =1|Y] | 3/4 3/1 3/5

HXIY) = =) > P(i.J)

i=1 j=1
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Entropies associées a un couple émetteur-récepteur Entropie conditionnelle moyenne

Entropie conditionnelle moyenne : exemple

0 1 -1
0 0.3 0.15 0.15
1 0.1 0.2 0.1

PX=0|Y] | 3/4 3/7 3/5
PIX =1|Y] | 1/4 4/1 2/5

HX|Y) = —ZZPulog (ili))-

i=1 j=1
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Entropies associées a un couple émetteur-récepteur Entropie conditionnelle moyenne

Entropie conditionnelle moyenne : exemple

0 1 -1
0.3 0.15 0.15
1 0.1 0.2 0.1

P[X =0[Y] | 3/4 3/7 3/5
P[X =1|Y] | 3/4 3/7 3/5

HIXIY) = =% P(i,j)log(P(ilj)).

i=1 j=1
= —03logy(3/4)
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Entropies associées a un couple émetteur-récepteur Entropie conditionnelle moyenne

Entropie conditionnelle moyenne : exemple

0 1 -1
0.3 0.3 0.15
1 0.1 0.2 0.1

PX =0[Y] | 3/4 3/7 3/5
P[X =1|Y] | 3/4 3/7 3/5

HIXIY) = =% P(i,j)log(P(ilj)).

i=1 j=1
=~ 0.3log,(3/4) — 0.15log,(3/7)
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Entropie conditionnelle moyenne : exemple

0 1 -1
0.3 015 0.15
1 0.1 0.2 0.1

P[X =0[Y] | 3/4 3/7 3/5
P[X =1|Y] | 3/4 3/7 3/5

HX|Y) = —ZZP i,J)log(P(il)))-

i=1 j=1
= —0.3logy(3/4) — 0.15log,(3/7) — 0.15log,(3/5)
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Entropies associées a un couple émetteur-récepteur Entropie conditionnelle moyenne

Entropie conditionnelle moyenne : exemple

0 1 -1
0.3 015 0.15
1 0.1 0.2 0.1

P[X=0[Y] |3/4 3/7 3/5
P[X =1|Y] |1/4 3/7 3/5

HXY) = —ZZP i) log(P(il}))-
i=1 1
- —O.3|i)g2(3 4) — 0.15l0g,(3/7) — 0.15log,(3/5)

/
= —0.1logy(1/4)
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Entropies associées a un couple émetteur-récepteur Entropie conditionnelle moyenne

Entropie conditionnelle moyenne : exemple

0 1 -1
0.3 015 0.15
1 0.1 0.2 0.1

P[X =0[Y] | 3/4 3/7 3/5
P[X =1|Y] | 3/4 4/1 3/5

HX|Y) = —ZZP i) log(P(il})).
i=1 j=1
= —0.3log,(3/4) —0.15log,(3/7) — 0.15log,(3/5)
= —0.1logy(1/4) —0.2log,(4/7)
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Entropies associées a un couple émetteur-récepteur Entropie conditionnelle moyenne

Entropie conditionnelle moyenne : exemple

0 1 -1
0.3 015 0.15
1 0.1 0.2 0.1

P[X =0[Y] | 3/4 3/7 3/5
PIX =1|Y] | 3/4 3/1 2/5

HX|Y) = —ZZP i,J)log(P(il)))-

i=1 j=1
= —0.3log,(3/4) —0.15log,(3/7) — 0.15log,(3/5)
= —0.1logy(1/4) —0.2log,(4/7) — 0.1log,(2/5)
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Entropies associées a un couple émetteur-récepteur Entropie conditionnelle moyenne

Entropie conditionnelle moyenne : exemple

0 1 -1
0 0.3 015 0.15
1 0.1 0.2 0.1
PIX=0[Y] | 3/4 3/7 3/5
P[X =1|Y] | 3/4 3/71 3/5
HX|Y) = —ZZP i.j)log(P(il})).
i=1 j=1
= —0.3logy(3/4) — 0.15log,(3/7) — 0.15log,(3/5)
= —0.1logy(1/4) —0.2log,(4/7) — 0.1log,(2/5)
= 091
Cours 5. Introduction au codage de canal
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Entropies associées a un couple émetteur-récepteur Information mutuelle moyenne

Information mutuelle moyenne

Définition
L’information mutuelle moyenne de X et Y est définie par

I(X;Y)=H(X) - H(X]Y) = ZZP,J |og< P(x, ()P()YJ)>

i=1 j=1

A. Désilles () Cours 5. Introduction au codage de canal 21 avril 2010 17 / 45



Entropies associées a un couple émetteur-récepteur Information mutuelle moyenne

Interprétation

I(X; Y) représente la diminution de I'incertitude et
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Entropies associées a un couple émetteur-récepteur Information mutuelle moyenne

Interprétation

I(X; Y) représente la diminution de I'incertitude et donc le gain de
I'information sur X

A. Désilles () Cours 5. Introduction au codage de canal 21 avril 2010 18 / 45



Entropies associées a un couple émetteur-récepteur Information mutuelle moyenne

Interprétation

I(X; Y) représente la diminution de I'incertitude et donc le gain de
I'information sur X apporté par I'observation de Y.

A. Désilles () Cours 5. Introduction au codage de canal 21 avril 2010 18 / 45



Entropies associées a un couple émetteur-récepteur Information mutuelle moyenne

On peut associer a un systéme de communication "source - canal -
récepteur" différentes entropies :

e H(X). L'entropie de la source
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Entropies associées a un couple émetteur-récepteur Information mutuelle moyenne

On peut associer a un systéme de communication "source - canal -
récepteur" différentes entropies :

e H(X). L'entropie de la source
e H(Y). L’entropie du récepteur

e H(X,Y). L'entropie conjointe "source-récepteur"
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Entropies associées a un couple émetteur-récepteur Information mutuelle moyenne

On peut associer a un systéme de communication "source - canal -
récepteur" différentes entropies :

H(X). L’entropie de la source
H(Y). L’entropie du récepteur

H(X,Y). L’entropie conjointe "source-récepteur"

H(X|Y). L’entropie conditionnelle de la source, sachant le
symbole recu Elle représente I'incertitude moyenne sur le symbole
émis lorsqu’on connait le symbole recu.
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Entropies associées a un couple émetteur-récepteur Information mutuelle moyenne

On peut associer a un systéme de communication "source - canal -
récepteur" différentes entropies :

e H(X). L'entropie de la source
e H(Y). L’entropie du récepteur
e H(X,Y). L'entropie conjointe "source-récepteur"

e H(X|Y). L’entropie conditionnelle de la source, sachant le
symbole recu Elle représente I'incertitude moyenne sur le symbole
émis lorsqu’on connait le symbole recu.

e H(Y|X). L’entropie conditionnelle du récepteur, sachant le
symbole émis Elle représente I'incertitude moyenne sur le symbole
recu lorsqu’on connait le symbole émis.
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Entropies associées a un couple émetteur-récepteur Information mutuelle moyenne

On peut associer a un systéme de communication "source - canal -
récepteur" différentes entropies :

H(X). L’entropie de la source

H(Y). L’entropie du récepteur

H(X,Y). L’entropie conjointe "source-récepteur"

H(X|Y). L’entropie conditionnelle de la source, sachant le
symbole recu Elle représente I'incertitude moyenne sur le symbole
émis lorsqu’on connait le symbole recu.

H(Y|X). L’entropie conditionnelle du récepteur, sachant le
symbole émis Elle représente I'incertitude moyenne sur le symbole
recu lorsqu’on connait le symbole émis.

I(X;Y). L'information mutuelle moyenne Elle représente la
quantité moyenne d’information par symbole transmise 3 travers le
canal.

A. Désilles () Cours 5. Introduction au codage de canal 21 avril 2010
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Entropies associées a un couple émetteur-récepteur [OETETSILN M WELE]|

Capacité de canal

C= Irpn&xl(X Y)= m&);(H(X) — H(X|Y))

Le maximum est pris sur toutes les distributions de probabilité possibles de
la source.

A. Désilles () Cours 5. Introduction au codage de canal 21 avril 2010 20 / 45



Entropies associées a un couple émetteur-récepteur [NOEVEIRSTIEIITIT

Canal symétrique : définition

@ Un canal symétrique est caractérisé par une propriété particuliére de sa
matrice de transition P(Y|X).

A. Désilles () Cours 5. Introduction au codage de canal 21 avril 2010 21 /45



Entropies associées a un couple émetteur-récepteur [NOEVEIRSTIEIITIT

Canal symétrique : définition

@ Un canal symétrique est caractérisé par une propriété particuliére de sa
matrice de transition P(Y|X).

@ Toutes les lignes de cette matrice sont équivalentes entre elles par
permutation et toutes les colonnes également.
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Entropies associées a un couple émetteur-récepteur [NOEVEIRSTIEIITIT

Canal symétrique : définition

@ Un canal symétrique est caractérisé par une propriété particuliére de sa
matrice de transition P(Y|X).

@ Toutes les lignes de cette matrice sont équivalentes entre elles par
permutation et toutes les colonnes également.

@ Voici un exemple d’'une telle matrice

i v o
x | 1/2 1/6 1/3
x| 1/6 1/3 1/2
x3 | 1/3 1/2 1/6

P(Y|X) =
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Entropies associées a un couple émetteur-récepteur [NOEVEIRSTIEIITIT

Canal symétrique : propriété importante

Proposition

Dans un canal symétrique I'entropie conditionnelle H(Y|X) ne dépend pas
de la distribution des probabilités de X. Elle est égale a

H(Y|X) = ZP yjlx1) - loga(p(yjlx1))

A. Désilles () Cours 5. Introduction au codage de canal 21 avril 2010 22 /45
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Canal symétrique : propriété importante

Proposition

Dans un canal symétrique I'entropie conditionnelle H(Y|X) ne dépend pas
de la distribution des probabilités de X. Elle est égale a

H(Y|X) = ZP yjlx1) - loga(p(yjlx1))

Cette proposition est démontrée dans le polycopié
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Entropies associées a un couple émetteur-récepteur [NOEVEIRSTIEIITIT

Canal symétrique : propriété importante

Proposition

Dans un canal symétrique I'entropie conditionnelle H(Y|X) ne dépend pas
de la distribution des probabilités de X. Elle est égale a

H(Y|X) = ZP yjlx1) - loga(p(yjlx1))

Cette proposition est démontrée dans le polycopié

Comme toutes les lignes de la matrice de transition sont équivalentes par
permutations, la somme ci-dessus peut se faire le long de n’importe quelle
ligne.

A. Désilles () Cours 5. Introduction au codage de canal 21 avril 2010 22 /45



Entropies associées a un couple émetteur-récepteur [NOEVEIRSTIEIITIT

canal symétrique binaire

@ Les deux alphabets, de source et de récepteur sont identiques et
composés de deux caractéres : Qx = Qy = {0,1}.
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Entropies associées a un couple émetteur-récepteur [NOEVEIRSTIEIITIT

canal symétrique binaire

@ Les deux alphabets, de source et de récepteur sont identiques et
composés de deux caractéres : Qx = Qy = {0,1}.

@ La matrice de transition etc alors égale a

P(YIX) = (1;(1 ! >

11—«

ol « € [0, 1] est la probabilité d’erreur de transmission.
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Entropies associées a un couple émetteur-récepteur [NOEVEIRSTIEIITIT

Capacité d'une canal symétrique

Proposition

Soit un couple émetteur-récepteur (X, Y') avec les alphabets
Qx ={xi, i=1,...,n} et Qx = {x;, i =1,..., m}. Soit un canal
symétrique de matrice de transition donnée

pyilxi) p(yalxt) -+ plym-1lx1) p(ymlx1)
PYIX) = P()/1.|X2) p(y,,:qny)
p()’l‘xn) p(}/m‘xn)

Alors la capacité de ce canal est

m
C =logy, m+ Zp(yj|x1)
j=1

A. Désilles () Cours 5. Introduction au codage de canal 21 avril 2010 24 / 45




Entropies associées a un couple émetteur-récepteur [NOEVEIRSTIEIITIT

Preuve

@ On sait que H(Y|X) ne dépend pas de la distribution de X pour un
canal symétrique.
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Preuve

@ On sait que H(Y|X) ne dépend pas de la distribution de X pour un
canal symétrique.

@ Alors si I'on cherche 3 maximiser I'information transmise par le canal

I(Y,X) = H(Y) = H(Y|X)
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Entropies associées a un couple émetteur-récepteur [NOEVEIRSTIEIITIT

Preuve

@ On sait que H(Y|X) ne dépend pas de la distribution de X pour un
canal symétrique.

@ Alors si I'on cherche 3 maximiser I'information transmise par le canal
I(Y,X) = H(Y) = H(Y|X)

@ nous devons trouver la distribution de X qui maximise H(Y)
seulement puisque le deuxiéme terme de cette expression de dépend
par de la distribution de X.

A. Désilles () Cours 5. Introduction au codage de canal 21 avril 2010 25 /45



Entropies associées a un couple émetteur-récepteur [NOEVEIRSTIEIITIT

Preuve

@ L’entropie atteint sa valeur maximale quand la variable aléatoire
correspondante est distribuée uniformément.
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Entropies associées a un couple émetteur-récepteur [NOEVEIRSTIEIITIT

Preuve

@ L’entropie atteint sa valeur maximale quand la variable aléatoire
correspondante est distribuée uniformément.

@ Montrons que si la source, X, est distribuée uniformément, alors la
variable du récepteur, Y est aussi distribuée uniformément et donc
H(Y) est maximale.

A. Désilles () Cours 5. Introduction au codage de canal 21 avril 2010 26 / 45



Entropies associées a un couple émetteur-récepteur [NOEVEIRSTIEIITIT

Preuve

1 .
@ Supposons donc que p(x;) = —, Vx; € Qx. Alors, en utilisant la régle
n

de Bays, on trouve :

n
p(y) = p(xi, ) Zp xi)p(yj|xi) = Zp yjlxi)
i=1
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Entropies associées a un couple émetteur-récepteur [NOEVEIRSTIEIITIT

Preuve

1 .
@ Supposons donc que p(x;) = —, Vx; € Qx. Alors, en utilisant la régle
n

de Bays, on trouve :

n
p(y) = p(xi, ) Zp xi)p(yj|xi) = Zp yjlxi)
i=1

@ Or, dans la matrice de transition d un canal symétrique toutes les
colonnes sont obtenues par permutation de I'une d’entre elles. Donc la

Z p(yjlxi) = Z p(yilx;)

somme

ne dépend pas de y;.
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Entropies associées a un couple émetteur-récepteur [NOEVEIRSTIEIITIT

Preuve

1 .
@ Supposons donc que p(x;) = —, Vx; € Qx. Alors, en utilisant la régle
n
de Bays, on trouve :

n
p(y) = p(xi, ) Zp xi)p(yj|xi) = Zp yjlxi)
i=1

@ Or, dans la matrice de transition d un canal symétrique toutes les
colonnes sont obtenues par permutation de I'une d’entre elles. Donc la

somme n n
> plyila) = pylxi)
i=1 i=1

ne dépend pas de y;.

@ Ainsi on a montré que si la distribution de X est uniforme toutes les
probabilités p(y;) sont égales entre elles. Donc dans ce cas H(Y') est
maximale et égale a log, m.
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Entropies associées a un couple émetteur-récepteur [NOEVEIRSTIEIITIT

Preuve

1 .
@ Supposons donc que p(x;) = —, Vx; € Qx. Alors, en utilisant la régle
n
de Bays, on trouve :

n
p(y) = p(xi, ) Zp xi)p(yj|xi) = Zp yjlxi)
i=1

@ Or, dans la matrice de transition d un canal symétrique toutes les
colonnes sont obtenues par permutation de I'une d’entre elles. Donc la

somme n n
> plyila) = pylxi)
i=1 i=1

ne dépend pas de y;.

@ Ainsi on a montré que si la distribution de X est uniforme toutes les
probabilités p(y;) sont égales entre elles. Donc dans ce cas H(Y') est
maximale et égale a log, m.

@ La formule de la prop05|t|on suit alors |mmed|atement de ce falt et de

A. Désilles () Cours 58 Introductlon au codage de canal 21 avrll 2010 27 / 45



Entropies associées a un couple émetteur-récepteur [NOEVEIRSTIEIITIT

Exemple : capacité d'un canal sans bruit

Soit un canal sans bruit et une source d'alphabet Q = {x;, i =1,...,n}.
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Exemple : capacité d'un canal sans bruit

Soit un canal sans bruit et une source d'alphabet Q = {x;, i =1,...,n}.
Dans ce cas /(X; Y) = H(X) — H(X|Y) = H(X).
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Entropies associées a un couple émetteur-récepteur [NOEVEIRSTIEIITIT

Exemple : capacité d'un canal sans bruit

Soit un canal sans bruit et une source d'alphabet Q = {x;, i =1,...,n}.
Dans ce cas /(X; Y) = H(X) — H(X|Y) = H(X).

Alors
C = max /(X;Y) = max H(X)
P(X) P(X)
Cours 5. Introduction au codage de canal
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Entropies associées a un couple émetteur-récepteur [NOEVEIRSTIEIITIT

Exemple : capacité d'un canal sans bruit

Soit un canal sans bruit et une source d'alphabet Q = {x;, i =1,...,n}.
Dans ce cas /(X; Y) = H(X) — H(X|Y) = H(X).

Alors
C = max /(X;Y) = max H(X) = log n.
P(X) P(X)
Cours 5. Introduction au codage de canal

21 awril 2010 28 / 45



Codage de canal : codage avec bruit

Probléme de codage avec bruit

Etant donné un canal X, Y, P(Y|X) de capacité C est il possible de
transmettre des messages avec un débit aussi proche que possible de C et
avec une probabilité d’erreur aussi petite que possible ?
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Codage de canal : codage avec bruit Régle de décodage d'un canal avec bruit.

Codage avec bruit : analyse du probléme

e Codage sans bruit : la fonction de décodage est la transformation
inverse de la fonction de codage;
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Codage de canal : codage avec bruit Régle de décodage d'un canal avec bruit.

Codage avec bruit : analyse du probléme

e Codage sans bruit : la fonction de décodage est la transformation
inverse de la fonction de codage;

@ En présence de bruit un message recu peut correspondre a plusieurs
messages en entrée

@ La matrice de transition définit la loi de probabilité

@ Il est donc nécessaire de définir une régle de décision permettant de
décoder le message recu
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Codage de canal : codage avec bruit Régle de décodage d'un canal avec bruit.

Régle de décodage de canal

Définition

Soit un canal avec un alphabet d'entrée Qx = {x1,...,x,} et un alphabet
de sortie Qy = {y1,...,yq}. La régle de décodage de canal est une
fonction déterministe

g: - ypt = {xa, . xmd

qui a chaque symbole recu y; associe un symbole de I'alphabet d’entrée
xk = g(yj)-
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Codage de canal : codage avec bruit Régle de décodage d'un canal avec bruit.

Exemple arbitraire

Soient X, Y et Z = g(Y) respectivement les symboles émis, recu et
décodé.

X Y Z
| .
X1 hn X]
1
X2 Y2 X2
1/
X3 12 ¥ X3
Canal Régle de
décodage
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Codage de canal : codage avec bruit Régle de décodage d'un canal avec bruit.
Régle de décodage

gy) =x1, gn1) =x2, g(y3) =x
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Codage de canal : codage avec bruit Régle de décodage d'un canal avec bruit.
Régle de décodage

gy) =x1, gn1) =x2, g(y3) =x

Le seul cas ol une erreur a lieu est I'émission de symbole x».
Ainsi la probabilité d’erreur est égale a la probabilité d'émission de x> donc
a1/a.

A. Désilles () Cours 5. Introduction au codage de canal 21 avril 2010 33 /45



(ST EF-CNG T E TG L ETCIENET TG Analyse de I'erreur de transmission

Erreur de transmission

Dans le cas général soit E I'événement correspondant a une erreur lors de
transmission d’un seul symbole.
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Erreur de transmission

Dans le cas général soit E I'événement correspondant a une erreur lors de
transmission d’un seul symbole.

Soient les variables aléatoires X, Y et Z = g(Y') représentant
respectivement les symboles émis, recu et décodé.

Comment peut on calculer P[E]?

Formule de Bays :

d
P(E)=>_ p(y))p(Ely))
j=1
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Erreur de transmission

@ Supposons qu’on recoit y;. La régle de décodage va lui associer le

caractére x = g(y;j). L'erreur de transmission est alors équivalente a
I'événement

X # g(yj)

"le caractére émis, X, coincide avec le caractére décodé, g(yj)"
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(ST EF-CNG T E TG L ETCIENET TG Analyse de I'erreur de transmission

Erreur de transmission

o L’'événement contraire, X = g(y;), correspond a la transmission
correcte. Notons TC |'événement de transmission correcte. Alors on a

d
P(E) = 1-P(TC)=1-> p(y)(p(TCly;) (5.1)
=1
) J
= I—Zp y)P(X = g()ly) (5.2)
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Erreur de transmission

o L’'événement contraire, X = g(y;), correspond a la transmission
correcte. Notons TC |'événement de transmission correcte. Alors on a

P(E)

d
= 1-P(TC)=1-> p(y)(p(TCly)) (5.1)
j=1
d
= 1= p(y)p(X =gWy))ly) (5.2)
j=1

o La probabilité d’erreur dépend ainsi non seulement des
propriétés de la source et du canal mais aussi de la fonction de

décodage!
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Observateur idéal

Définition
On appelle "Observateur idéal" la régle de décodage qui minimise la
probabilité d'erreur.
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Observateur idéal

@ Ainsi la probabilité d’erreur de transmission se décompose de facon
suivante

d
P(E)=1=> p(y)p(X = g(x)ly)
j=1
Dans cette somme les probabilités p(y;) ne dépendent pas du choix de

la fonction g. Elles sont définies uniquement par la distribution de la
source, X, et la matrice de transition du canal.
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Observateur idéal

@ Ainsi la probabilité d’erreur de transmission se décompose de facon
suivante

d
P(E)=1- ZP(YJ)P(X = 8()ly;)

Dans cette somme les probabilités p(y;) ne dépendent pas du choix de
la fonction g. Elles sont définies uniquement par la distribution de la
source, X, et la matrice de transition du canal.

@ Minimiser la probabilité d'erreur équivaut maximiser la probabilité de
transmission correcte.
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Observateur idéal

@ Ainsi la probabilité d’erreur de transmission se décompose de facon
suivante

d
P(E)=1- ZP(YJ)P(X = 8()ly;)

Dans cette somme les probabilités p(y;) ne dépendent pas du choix de
la fonction g. Elles sont définies uniquement par la distribution de la
source, X, et la matrice de transition du canal.

@ Minimiser la probabilité d'erreur équivaut maximiser la probabilité de
transmission correcte.

@ On peut donc définir la régle de décodage de facon suivante : on
associe a chaque y; la valeur x;* qui maximise p(X = xilyj). On pose
donc

8(yj) = xjx = arg_ max _p(xi|y;)

Ce choix rend maximal chaque terme de la somme et donc rend

minimale 1a probabilité d’erreur.
A. Désilles ()
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Observateur idéal

Proposition

La régle de décodage de I'observateur idéal est la fonction g, qui & tout
¥j, J=1,...,d associe le symbole X" qui maximise la probabilité

P(X:X,'|yj), i:]-?"'an
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Décodage de maximum de vraisemblance

Définition

La régle de décodage de maximum de vraisemblance est la fonction g, qui

atouty;, j=1,...,d associe le symbole X} qui maximise la probabilité
p(yil X =x;), i=1,..

.on
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Décodage de maximum de vraisemblance

Définition
La régle de décodage de maximum de vraisemblance est la fonction g, qui
atouty;, j=1,...,d associe le symbole X} qui maximise la probabilité
p(yilX =x;), i=1,...,n
Proposition
Si la distribution de la source est uniforme (Vi=1,...,n, p(x;) = —)
n
alors les régles de |'observateur idéal et de maximum de vraisemblance sont
équivalentes :
8oi(¥j) = gmv(yj)
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Notion de code de canal

Définition

Soit un canal X, Y, P(Y|X). Un code (n,/) pour ce canal est un couple
(W, g) ou

Q@ W ={wi,...,w,} est un ensemble de mots de longueur / dans
I'alphabet d’'entrée du canal Qx, appelés mots du code.
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(ST EE-LNG T ET RO L ETCIEVET T Notion de code de canal.

Notion de code de canal

Définition
Soit un canal X, Y, P(Y|X). Un code (n,/) pour ce canal est un couple
(W, g) ou

Q@ W ={wi,...,w,} est un ensemble de mots de longueur / dans
I'alphabet d’'entrée du canal Qx, appelés mots du code.

@ g est une régle de décodage
g: () - w

qui associe a toute séquence recue de longueur / dans I'alphabet de
sortie 2y un des mots du code.

v

Les mots du code w; peuvent &tre associés aux symboles de la source, x; ou
aux blocks de symboles de la source de longueur k (autrement dit aux
symbole d'une extension de la source X).
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(ST EE-LNG T ET RO L ETCIEVET T Notion de code de canal.

Probabilité d'erreur conditionnelle

Définition
Soient un canal X, Y, P(Y|X) et un code (n,/) pour ce canal (W, g). Pour
chaque mot du code w; on définit la probabilité d’erreur conditionnelle

A = PlE|wi]
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Probabilité d’erreur moyenne

Soient un canal X, Y, P(Y|X) et un code (n,/) pour ce canal (W,g). On
définit la probabilité d'erreur moyenne (algébrique) du code par :

_ 1 <
(I)Z*E: (1)
A ni:l/\,.
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définit la probabilité d'erreur moyenne (algébrique) du code par :

_ 1 <
(I)Z*E: (1)
A ni:l/\,.

Cette moyenne est définie en supposant que le choix d'un mot de code &

transmettre est fait selon une distribution uniforme (tous les mots du code
sont équiprobables)
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Probabilité d’erreur moyenne et maximale

Probabilité d’erreur moyenne

Soient un canal X, Y, P(Y|X) et un code (n,/) pour ce canal (W,g). On
définit la probabilité d'erreur moyenne (algébrique) du code par :

_ 1 <
(I)Z*E: (1)
A ni:l/\,.

Cette moyenne est définie en supposant que le choix d'un mot de code &
transmettre est fait selon une distribution uniforme (tous les mots du code
sont équiprobables)

Probabilité d’erreur maximale

2D = max )\(-l).
a @ 1

i=1,...,
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Débit de communication d'un code

Définition
Soient un canal X, Y, P(Y|X) et un code (n, /) pour ce canal (W, g). On
définit le débit de communication du code par :

- /ng;(”)'

I'unité de mesure est Shannon par symbole transmis.
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(ST EE-LNG T ET RO L ETCIEVET T Notion de code de canal.

Débit de communication d'un code

Définition
Soient un canal X, Y, P(Y|X) et un code (n, /) pour ce canal (W, g). On
définit le débit de communication du code par :

- /ng;(”).

I'unité de mesure est Shannon par symbole transmis.

Dans I'hypothése d’équiprobabilité des mots de code log,(n) représente
I"entropie associée au choix d’'un mot du code a transmettre.
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Second théoréme de Shannon

Théoréme

Soit un canal X, Y, P(Y|X) de capacité C > 0. Pour tout R < C il est
possible de trouver un code de canal avec un débit R et une probabilité

d’erreur aussi petite que possible. Plus précisément, il existe une suite de
codes (M(1),1) tels que M(/) = 2'F telle que

lim A =0

|—o0
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