Exercice 1. Entropie de la somme de 2 Variables Aléatoires.

cercice 1. Entropie de Ja somme de 2 Variables Aléatoires, (2 points) .

Tent Tes Variables Al¢atoires indépendantes X, et X, quisuivent une fof de Bernoullliavee valeurs Xe{o e
P(X = 1) =P

i=1-2,
P(X1=0)=1“P

probabililés {

0 awe pY=0)=pX, =0er X, =0)= p(X, =0). p{; =0)=(1— pJf

=11 avee p(Y=1)= p(X, =0et Xy =1)+ p(X; =1 ot Xy =0)= p(X, =0)- p(X, =l)+p(t\',‘=l)-p(/\’= =0)=2p(1- p)

2 s pY=2)= p(X, =let X, =1)= p(X, =1)- o, =1) = p*

~ H(¥)=—(1— p'log,(1~ o' ~2 p(1 - p)log,[2 p(l - p)]— pRlog, 7*

-+ [H()=—2p{l— p)-2plog, p~2(— p)log,(i= 7)] eav log, (2)=1

2.' H (Y) =1 .Sbils/symbolgl

Caleuler, en fonetion de. p, I'entropie H(Y) de I Variable Aléatoire ¥'= X, X 1
Dans le cas particulier p=0,5, donnerJa valeur numérique de 1'entropie H| ( ¥ ) .0

‘ercice 2, Codage optimal de Huffman. (5 points)

e université doit communiquer par voie télématique une liste de résulats (noles A, B, C, D ou I d'une matitre) concernant

Exercice 2. Codage optimal de Huffman.
Table des fréguences des notes ;

Note A £
Nombre d'étudiants 100 50 500 200 50
Fréquence i 0.1 .15 | 0.5 0.2 0.05

] C D

1. Entropie :

)0 étudianfs, Ces résultals sont les suivants ;

_ [7=—0.110g,(0.1)=0.1510g,(0.15)~ 0.510g,(0.5)—0.210g, (0.2)~ 0.05Iog, (0.05) = 1.92 bits/symbole|
Note _ [A B Jc _[p [E__] 2. Arbre de Hulfinan : s
Nombre d'éludiants | 100|150 | 500|200 J50 ]
] s | € D B A E ]
7alculer I'entropie de Ia source d'information conslifuée par les résultats, ] p, |05 0.2 0.15 0.1 0.05 |
‘onslruire un arbre de Huffman en vue de la compression sans pertes des données. [ o > 5 N .
n déduire un code de Huffinan associé & chaque note, [] il —
Yonner la Jongueur moyenne du code de Huffinan construit. [0} AR 0.2 0.15 0-15
* adiquer (eh %) o raux de compression tréalisé pat rapport & une fransmission classique (codage ASCII fixe 8 bits s [ C BAL D
caractére A, B, C, D ou E) 0 p;| 05 0.3 0.2
’ s |C BALD
welee 3. Canal de transmission asymétrique bruité. (4 points) 2595 0.5 ;
Convention arbliralre : 1 3= symboles les plug 0 boles les molng
source d'information binaire émet les symboles 0 et I avec les probabilités P(O) =p=0.1 et c
) =g=1-p=0.9, Ces bits sont transmis 4 un récepleur  travers un canal bruité illustré ci-dessous, avec les e
abilités d'erreurs de_transmission £,=0.1 pour un bit 0, et q,=0.6 pour un bit 1. En notant X et ¥ les | = %\FB 1o A
soles respectivement émis et regus, calculer les caractéristiques suivantes, en valeurs numériques : LN BAE 05w < P
. BAED oo B
o D
s entropies H(X) et H(Y). 0] =
H(X Y) H( X) 3. Code de Huffman associé :
s entropies 5Y), Y, .0 . STA B . D 5
information mutuelle nioyenne I (X 44 ) el la probabilité, nolée B, Lerreur de transmission d'un. symbole. [i] 2| 01 0.15 0.5 0.2 0.05 Y
capacité C du canal en absence de bruit, 0] i m,| 0101] o011 1 00 0100
7 4 3 T 2 3 "
0 0 4. Longueur moyenne du code de Hulfman ¢ .
= s
L=3 pl=4:0.143-0.15+1-0.5+2-02+4-0.05 = l.95bi|slsymbol='
=
5.[e=82195 2560
8 Ak
1 — 1

1-4

cice 4. Code cyclique. (5 points)
: 0)

Yt et

isidére un code en bloc linéaire, de paramétres (n,k) = (8,2), de matrice génératrice: G =

1
0
1
0
1

1
1
1
1
1
1

!

~
e la mnatrice génératrice sous forme systématique G permettant d’obtenir la forme systématique du code,

ter la table de code obtenue par construction systématique du code,

“duire Ia distance minimale d de ce code,

bien d’erreurs peut-il towjours detecter? Combien d’erreurs peut-il toujours corriger? [i
‘miner la matrice de contréle H du code.

emessageregu ' = (]
i?

sorrection est possible, donner le mot-source jssu du décodage de . [

de construit est un code dit eyclique, car lorsqu’on décale un mot-code d’1 bit vers la droite circulairement, on E'
in mot appartenant au code. Un code cyclique s’obtient 4 partir d’un mot du code particuljer dit mot généralpss

itué de ;2bits g =1h,_ b, _, -+ Bby tel que tous les mots du code sont multiplesde g . On associe
ment au niot générateur, un polynsme g(x) = b +B, X P et Bx+ by dit polynome
wurdu code et tel que les polyndmes associés aux mots du code sont multiplesde  g(x).

le polynome générateur du code. B

ce 5. Code systématique, (4 points)

»de linéaire C”‘ + = C; 4 qui au vecteur d'inforimation (bits 1 4 4;) iT= (1, Lo 1’4) associe le mo{ﬁg’XF";IZ;P("’I'}'/)logz[ﬂ(}ﬂl%)]=’g{jf’{)f{f¥z(‘"P/)‘&Iilog;(lbl“%(]‘P)Ioé'z(q/)'(I“QIXI‘F)"’.Ez(I“If):0'92“7“/5)'""”*

G=4+4+]
faheagacye’=(i 4 4 i o ¢ c¢)ave G=4+h+i .
' G =h+h+]

2

\
v la matrice génératrice de ce code. [
v1a matrice de contréle H'de ce code, []

) =(l 01 0),quel est le mot de code associs ? * [
message m” = (] 11100 1).Est-ce unmot ducode? [i

4

010110 0) entaché de 2 erreurs. La correction.de ce mot est—e]lE(X’ Y ) i

Exercice 3, Canal de transmission asymétrique bruité, 2 .
L'énoncé définit les matrices de distributions de probabilités conditiongelle P(Y,X ) et marginale Py = P(X) ;"

X\Y[o 1 P,
Hix)= [0 [1-p=09 geRd  po
! g,=0.6 1-g=04 [g=1-p=09

Le calcul de H| (X g ) requiert la détermination préalable de la distribution conjointe P(X 84 ) -

o 7,)=£ly, | 5)olx)
P(X Y ) Permet aussi le caleul de Ia distribution marginale F, = P(Y ):

P(}'J)= f p(x], y}) impliquée dans e caleul de FI(T).
i=l

i=le,n=2 j=l,..,m=2.

X\Y|o 1 : B,

g (1-p)p=0.09 pp=001 p=01

V[ gl-p)=054 (-g)i-p)=036) [q=1-p=09

(1~M)p+%(!~g)=0-63 pp+(i-g)i-p)=037

(&) ==Y, plx)log[plx)] =?plogz(p%(1~p)logz(1'-p)= 0.469bitkymbole

i=]
H(Y)=~§:P(yj)losz[li(n)]=—[(1-n)p+m({:£)]!°gz[(l\— ij ?,g-_@]—[np+(l—II,Xl—p)llogzlﬂlﬁ(l—q,)(l'—p)]=0.951bivs>'mbole“-
2

-

I

H(X,Y)=—ggl’(ﬁ,J',)'vgJP(A;eh)]=4{:£,llﬂg&l(tﬂ)=1’]-glgogz(£)~Msj!w( o)< 1o ple i

) [@Y}: 1%X)= H(X)-H()(]Y);H(%i- H{Yx)= 0.d3l;iVsymbob , :

- probabilité p, & erreur de transnission d'un symbole

la probabilité & erreur de transmission d'un symboles'obtient & partir de la matrice de probabilités conjointe P(x,Y)
qui met enjeu la fois la matrice de fransition P(}1 X) etla distribution marginale P, :

IEP(X=OetY=I)+P(X=1ctY=O)= AX)=01)k A1) =(0]= pp+ - p)=053]
4. Pourun canal sans bruft: Hxr)<0-|C= mex 1(x; Y)=‘I7151i"i,)(ul(x; Y)= :le)ﬁx'JH(XFH(X]

et = bitsymbol ¢

—— e —— —_———




Exercice 4. Code cycligue. i 7. Mot-source 1ssu du décodage de ( par décodage au sens de minimum de distance de Hamming :
a g : d,y(@,00000000)=4
10 : -
dy(0,01010100)=6 —» mot-code corrigé : 0)'=(1 010101 ‘O)T — mot-source : (1 O)T.
- dy(©10101010)=2
10 i 2
11 di(@l1111111)=4 \
G=
10 8,
11 W @ =00000000:  polynéme correspondant: 3 (x)=0 .
1o 01 10 © @,=01010101:  polyndme correspondant: @, (x)= x° + x* + x* +1
x 10 01 @, =10101010:  polyndme correspondant : a)s(x)= X +xX+xX+x
1. Echelonnage de G {Z:ifc" G= (1) ; —(%) ‘avec G'= (1) (]) o, =11111111: polyndme correspondant : w4(x)=-x7 +8 48+ O+ xt]
01| 1o ‘ 0,(x)=0-5()
10 01 . a,\x)=1- g(x)
— polyndme générateur : lg(X)= @, (X)= L+xt +l| 2( ) 800
2. Iinage du code — 23 (X)= X g(X)
#| motsource | mot-code dlsta)(me, p;ldsw( ) 21 (X)=(X + 1) g(X)
m; . ~ I " ¥ i dy@,,0)= wa, FE rlttey S ;
1 @) = (Gm I)T = (Gm 1)1- =|I-é‘—[)m 1} =(——G'ZI“ J = [m;rl(G 'm l)T] (=m‘mm‘kwm ey (le polyndme générateur est de degré n-:!() 'm b g
] 00 0 000000 : 0 - : '
Zl ol "l ot otoiot : 4 . o o, =1-g
10 - | 10101010 4 —mot générateur: =
LA BT FERERESI] 8 A c ' @ =10-g )
S d=4
m, =11-
3.[d=4] (%4 g
4. Capacité de détection d‘e;-rcurs: Capacité de correction d’erreurs : |6, = i;—l .=1 wa a,
- = 1,0/1,0(1]0/1:0)110/1/0]1]0}1]
Lo e tlof1lof1fol1i 170
01010000 olololo 0.0
s H=(G],,)olg |1 0001000
(1"‘)}101000-100 o, o,
10000010 1j1jrjj1jaf1jrjajofafof1joii1
01000001 110(1j0f{1{0]1 1j1
6.Lacorrcctionde @=(1 0 1 0 1 1 0 0) entaché de 2 erreurs n’est pas garantie car la capacité de ’ ) 0oj1jof1jo0j1{0ir
correctionestd’] erreur, mais elle est possible par décodage au sens de minimum de distance de Hamming, ¥ 110(1]0]1]041)
. g - Lol Joflojolofo]ojo
& " p “ i Eakeple: H(¥): - b (pt) | Tmeeptite de tomjl Meode do Hoaome
Exercice 5, Code systématique, ; _ j:*“;au-g,{jj & halr) finnn m&ﬁ;&ﬁig\e\ i La“m%-_.‘\_ g:“"éée= -~
1. L code est donné sous forme systématique car les mofs-codes ont les mots-sources pour, o o (Oho e e %}aw\i w2 ahy 4”-' ) el fx) a8 e
préfixes. La matrice générafrice apparait dong directement sous forme systématique ; D M.ty 4 53 o:‘ L;Egﬁ de Mgt A(T caned, (&J el s 3 ARIEiMbe G\:-‘i.‘
X G e SR b Laille - n deladena{d:2 pue fmewt) @ negpespe fes 2 emaa )
1000 . v Thindee, Bavie Tnf o M (8, @un (olib)
1011 S5k s e SR B e, bl . e b do pubbiBten  Jo ke LT
0100 ’ [ [ Fs«.s;m.-.gw]. Saal wn canol c\’nﬂﬁ\k\- ks!;\&coe; QL&FQ,'I],A&LAL baille A, 2, vera budk, shakiennsid :: o Ls .'.’n =;] 3[ L }:‘%
0010 avecG=[1 110 o v mimete s Saik v code. NP Jimamn] & Gugpess b ml (8 B] - e e alalslolels
G=(0 0 0 1l= .!L ‘ Abs b ﬂo&ﬁwy. Ieytne. do mals & oo u&u&\-_: ‘-Z::gt;& ) H () . J“:if:{_' s oieie hd
i \& 0111 el ot porss oo, 5 Voot o o d B8 T T R AR b
1011 it il ZhTy ie S0 . On on Mk oo qut ot
. - Tt ppuonion(oa)1 BC=€ T £ T & e (e nelfoLy e code cpfimel 1m0 faifuca.
P11o s -y s PR )
0111 G badle. b Loindi comppaner Enngley XN . > Alobeb 0 fr )
Aedeliakion md\ﬁérmkv‘)mz Fi:ulcomnjl\ e w:" ::S 2_ aP:_; ,LL‘zﬁa n=3r '
2-H=(G’II )__) 1011100 « Dtkibuhion nm%-fngﬂu . i - ‘ - ;} v 24§19}
AR =1 11000100 . F}k » P0G, Lo w5 pbd) « Z placing) iie| Sl et
: . - || an | oe2s] ens
RETU.L 6 COMH T ) 2 ) o I
-Dbbdlio condtbonndle O(xty) ek RLYIX) R s oS
. . ) o (""-l: ') & TN : 3 . (a1l Ian
=1 0 1 0)-[F=FJe)-0 01000 1. e it R v
1 ] ) Tz, —ym Yr ey ) ’ . .E‘[gic_i_ : ;.QbEmuué_ﬂmz-\-rC E?LST? b
1 0 1 1 0 ’ ¥ Mn\ :tm’\d\\k ek ¥ PR ‘{) de conelRs, do 0‘5 u':‘::‘i\z A a&‘c ':i @.Cm.(:tr_ = e
0 . ,) (3_\1")9(_) . 4" . Exy Nn‘;:gsma — (38,00
e Gi=|1 11 0| |0 plgade pRPIEIOE) T O the a Dl den Bequnncin d gty Minsn .
al e . ¢ lqdlr-‘\& o el ot
o111 1 Exkgee. gz 2 2 elng) by iG] i\:& e P ;,,J«Zﬁ“d‘%
0 1 Bl edlenndle W(x) - - 2 %“ Gyl Cp Gl AT 1”‘0‘“ -
: =3 | Qi Cecenqle g -domsens
) 1011100\t (1 © Tnadon adolle . T(y) LTrx) - HE)- A9 - RO)-HCx1Y) . fiean
4. m méthode du syndrome : a Todog 1o Gl I (o8 2144
S=Hm=[1 11001 0ff1{=]1[#0 Disbona, mentmolk &:n“cc‘!‘_:k_'&”‘_&mahxi(%;«gf@m‘)ﬂd&hd'&nsml:[ - " \Q 440
lo11100 1ol lo & Vel (Lasky sewaleoment. Ex t 54000, s 441, | o (T dm wola- coder
Diskomer minimele de 3 can ;’f;; 3 dgmta | b v | mobacecdos el 1GAY &,,ﬁhL"f‘“’aa .
0 Cupeaile de deledhon o). 4.1 1252 I — ' Jadehic
- 1 (.‘a‘\ud\{ de conecien e._=E[LL:_T;( r“d-'ak: || ocoo ooc?O,.gé:,:-_n. ()
Ceda a:m,’ok;fu:: @'\; ] Ei‘z:fza “ j2] 4000 4 o6s 4o 4
Ik douge, L
? 1011 ! n (o Fudon S SE il 5o tec |otooem 4
soteaieee: =G} 1 L Rone wptinalipee e o ¥ -
wméthode directe : M ={i ((G'1) J; l=(1 11 1)_‘)G'i=1 1 1ol 1=ltlzlo] T &‘5’ 1o ) ez do nosg R N s . a
o1 1)L (6) B dlsial ot Gon | Bl intmalle decee| 4
- 1 o_&r%owm\f{ askont & 3@-.) | : e Fa\;'r Pc‘_du\c”b&/
non mot - code A ke Toda Mechon - Al
-] v | Gzl tebo . 4ol




