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Théorie de l’information. Examen 2011-2012. 
Tous documents et calculatrice autorisés sauf ordinateur. Durée : 2h00. 

 
Exercice 1. Entropie de la somme de 2 Variables Aléatoires.   (2 points) 
 

Soient les Variables Aléatoires indépendantes 1X  et 2X  qui suivent une loi de Bernouilli avec valeurs { }1,0∈iX  et 

de probabilités 
( )
( )




−==
==

pXp

pXp

i

i

10

1
     21L=i . 

 

1. Calculer, en fonction de p , l’entropie ( )YH  de la Variable Aléatoire 21 XXY += .   1 

2. Dans le cas particulier 5.0=p , donner la valeur numérique de l’entropie ( )YH .   1 

 
 
Exercice 2. Codage optimal de Huffman.   (5 points) 
 
Une université doit communiquer par voie télématique une liste de résulats (notes A, B, C, D ou E d’une matière) concernant 
1000 étudiants. Ces résultats sont les suivants :  
 

Note A B C D E 
Nombre d’étudiants 100 150 500 200 50 

 
1. Calculer l’entropie de la source d’information constituée par les résultats.   1 
2. Construire un arbre de Huffman en vue de la compression sans pertes des données.   1 
3. En déduire un code de Huffman associé à chaque note.   1 
4. Donner la longueur moyenne du code de Huffman construit.   1 
5. Indiquer (en %) le taux de compression t réalisé par rapport à une transmission classique (codage ASCII fixe 8 bits 
par caractère A, B, C, D ou E).   1 
 
 
Exercice 3. Canal de transmission asymétrique bruité.   (4 points)  
 

Une source d’information binaire émet les symboles 0 et 1 avec les probabilités ( ) 1.00 == pP  et 

( ) 9.011 =−== pqP . Ces bits sont transmis à un récepteur à travers un canal bruité illustré ci-dessous, avec les 

probabilités d’erreurs de transmission 1.0=ip  pour un bit 0, et 6.0=iq  pour un bit 1. En notant X  et Y  les 

symboles respectivement émis et reçus, calculer les caractéristiques suivantes, en valeurs numériques : 
 

1. Les entropies ( )XH  et ( )YH .   1 

2. Les entropies ( )YXH , , ( )XYH .   1 

3. L’ information mutuelle moyenne ( )YXI ;  et la probabilité, notée ep , d’erreur de transmission d’un symbole.   1 

4. La capacité C  du canal en absence de bruit.   1 
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Exercice 4. Code cyclique.   (5 points) 

On considère un code en bloc linéaire, de paramètres ( ) ( )2,8, =kn , de matrice génératrice : 
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1. Ecrire la matrice génératrice sous forme systématique G
~

 permettant d’obtenir la forme systématique du code.   5.0  
2. Donner la table de code obtenue par construction systématique du code.   5.0  

3. En déduire la distance minimale d  de ce code.   5.0  
4. Combien d’erreurs peut-il toujours détecter ? Combien d’erreurs peut-il toujours corriger ?   1 
5. Déterminer la matrice de contrôle H  du code.   5.0  

6. Soit le message reçu ( )00110101=Τ
ω  entaché de 2 erreurs. La correction de ce mot est-elle 

garantie ?   5.0  

7. Si la correction est possible, donner le mot-source issu du décodage de ω .   1 
8. Le code construit est un code dit cyclique, car lorsqu’on décale un mot-code d’1 bit vers la droite circulairement, on 
obtient un mot appartenant au code. Un code cyclique s’obtient à partir d’un mot du code particulier dit mot générateur 

g  constitué de n bits 0121 bbbb nn L−−=g  tel que tous les mots du code sont multiples de g . On associe 

généralement au mot générateur, un polynôme 01
2

2
1

1)( bxbxbxbxg n
n

n
n ++++= −

−
−

− L  dit polynôme 

générateur du code et tel que les polynômes associés aux mots du code sont multiples de  )(xg . 
Donner le polynôme générateur du code.   5.0  
 
 
Exercice 5. Code systématique.   (4 points) 
 

Soit le code linéaire 4,7, CC kn =  qui au vecteur d'information (bits 41  à ii ) ( )4321 iiii=Τi  associe le mot de 

code (bits 41  à ii  et 75  à cc ) ( )7654321 ccciiii=Τc  avec 
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1. Donner la matrice génératrice de ce code.   1 
2. Donner la matrice de contrôle H  de ce code.   1 

3. Soit ( )0101=Τi , quel est le mot de code associé ?   1 

4. Soit le message ( )1001111=Τm . Est-ce un mot du code ?   1 
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Théorie de l’information. Examen 2011-2012 Corrigé. 
 
Exercice 1. Entropie de la somme de 2 Variables Aléatoires. 

1. 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
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→→→→  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] 2
2

2
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2
2

2 log12log121log1 ppppppppYH −−−−−−−=  

→→→→  ( ) ( ) ( ) ( )ppppppYH −−−−−−= 1log12log212 22      car ( ) 12log2 =  
 

2. ( ) lebits/symbo5.1=YH  

 
 
Exercice 2. Codage optimal de Huffman. 
Table des fréquences des notes : 
 

Note A B C D E 
Nombre d’étudiants 100 150 500 200 50 
Fréquence 0.1 0.15 0.5 0.2 0.05 

 
1. Entropie : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) lebits/symbo92.105.0log05.02.0log2.05.0log5.015.0log15.01.0log1.0 22222 ≈−−−−−=H   

2. Arbre de Huffman : 
 

is  C D B A E 

ip  0.5 0.2 0.15 0.1 0.05 
 

is  C D B AE 

ip  0.5 0.2 0.15 0.15 
 

is  C BAE D 

ip  0.5 0.3 0.2 
 

is  C BAED 

ip  0.5 0.5 
Convention arbitraire : 1 ≡ symboles les plus probables, 0 ≡ symboles les moins probables 
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3. Code de Huffman associé : 
 

is  A B C D E 

ip  0.1 0.15 0.5 0.2 0.05 

im  0101 011 1 00 0100 

il  4 3 1 2 4 

4. Longueur moyenne du code de Huffman : 

lebits/symbo95.105.042.025.0115.031.04
5

1

=⋅+⋅+⋅+⋅+⋅==∑
=i

ii lpL  

5. %6.75
8

95.18 =−=t  
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Exercice 3. Canal de transmission asymétrique bruité. 
L’énoncé définit les matrices de distributions de probabilités conditionnelle ( )XYP  et marginale ( )XPPX =  : 
 

 X  \ Y  0 1 
XP  

( ) =XYP  0 9.01 =− ip  1.0=ip  1.0=p  

 1 6.0=iq  4.01 =− iq  9.01 =−= pq  
 

Le calcul de ( )YXH ,  requiert la détermination préalable de la distribution conjointe ( )YXP ,  : 

( ) ( ) ( ) 2,,12,,1, ===== mjnixpypyxp iijji x KK . 

( )YXP ,  permet aussi le calcul de la distribution marginale ( )YPPY =  :  

( ) ( )∑
=

=

=
2

1

,
n

i
jij yxpyp   impliquée dans le calcul de ( )YH . 

 X  \ Y  0 1 
XP  

( ) =YXP ,  0 ( ) 09.01 =− ppi  01.0=ppi  1.0=p  

 1 ( ) 54.01 =− pqi  ( )( ) 36.011 =−− pqi  9.01 =−= pq  

 
YP  ( ) ( ) 63.011 =−+− pqpp ii  ( )( ) 37.011 =−−+ pqpp ii   

 

1. ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ebit/symbol469.01log1loglog 22

2

1
2 ≈−−−−=−= ∑

=

=

ppppxpxpXH
n

i
ii . 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( )( )[ ] ( )( )[ ] ebit/symbol951.011log1111log11log 22

2

1
2 ≈−−+−−+−−+−−+−−=−= ∑

=

=

pqpppqpppqpppqppypypYH iiiiiiii

m

j
jj

2.

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ] ( )( ) ( )( )[ ] lebits/symbo39.111log111log1log1log1,log,, 22222
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( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ebit/symbol921.01log11log1log1log1log, 22222
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3. ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ebit/symbol03.0;; =−=−== XYHYHYXHXHXYIYXI . 

- probabilité ep  d’erreur de transmission d’un symbole :  

la probabilité d’erreur de transmission d’un symbole s’obtient à partir de la matrice de probabilités conjointe ( )YXP ,  

qui met en jeu à la fois la matrice de transition ( )XYP  et la distribution marginale 
XP  : 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( ) 55.010,1,1,0,0110 etet =−+==+====+=== pqppYXpYXpYXPYXPp iie

4. Pour un canal sans bruit: ( ) 0=YXH  →→→→ ( )
[ ]

( )
[ ]

( ) ( ) ebit/symbol1max;max;max
5.01,01,0

=====
=∈∈ pppP

XHXHYXIYXIC
X
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Exercice 4. Code cyclique. 
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1. Echelonnage de G : 
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2. Image du code  
# mot source 

Tm i  

mot-code  

( ) ( ) ( )[ ]TT
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distance, poids 

( ) ( )iih wd ω0ω =,  

(= nombre de bits 1 de iω ) 

1 00 00 000000 0 
2 01 01 010101 4 
3 10 10 101010 4 
4 11 11 111111 8 
   4=→ d  

3. 4=d  

4. Capacité de détection d’erreurs : 31=−= ded  Capacité de correction d’erreurs : 1
2

1 =




 −= d
Eec  

5. ( )kn−′= IGH  → 



























=

10000010

01000001

00100010

00010001

00001010

00000101

H  

6. La correction de ( )Τ= 00110101ω entaché de 2 erreurs n’est pas garantie car la capacité de 

correction est d’1 erreur, mais elle est possible par décodage au sens de minimum de distance de Hamming. 



Théorie de l’information      Examen 2011-2012 
 

EISTI.  7 

7. Mot-source issu du décodage de ω  par décodage au sens de minimum de distance de Hamming :  

( )
( )
( )
( )












=
=
=
=

411111111,

210101010,

601010101,

400000000,

ω

ω

ω

ω

H

H

H

H

d

d

d

d

 → mot-code corrigé : ( )Τ=′ 01010101ω  → mot-source : ( )Τ01 . 

8.  
000000001 =ω :  polynôme correspondant : ( ) 01 =xω  

010101012 =ω :  polynôme correspondant : ( ) 1246
2 +++= xxxxω  

101010103 =ω :  polynôme correspondant : ( ) xxxxx +++= 357
3ω  

111111114 =ω :  polynôme correspondant : ( ) 1234567
4 +++++++= xxxxxxxxω  

→ polynôme générateur :  ( ) ( ) 1246
2 +++== xxxxxg ω    
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(le polynôme générateur est de degré kn − ) 

→ mot générateur :  01010101=g       
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3ω                 
2ω  

 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1  
 1 0 1 0 1 0 1  1 0       
 0 0 0 0 0 0 0 0         

 

4ω                 
2ω  

 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 0 1 0 1  
 1 0 1 0 1 0 1  1 1       
 0 1 0 1 0 1 0 1         
  1 0 1 0 1 0 1         
  0 0 0 0 0 0 0         
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Exercice 5. Code systématique. 
1. Le code est donné sous forme systématique car les mots-codes ont les mots-sources pour préfixes. La matrice 
génératrice apparaît donc directement sous forme systématique : 
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2. ( )kn−′= IGH  → 
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3. ( )0101=Τi  → ( )( ) ( )1000101=′= ΤΤΤ iGic    car  
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4. ■ méthode du syndrome : 
0mHS ≠
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 → code-motnon m  

■ méthode directe : ( )( )ΤΤΤ ′= iGim
?

;   ( )1111=Τi  → 
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iG  → code-motnon m  

__________ 


