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Cartouche du document

Année: ING 1
Matiére : Algorithmique |
Activité: Travail dirigé

Objectifs

L'objectif de cette série d'exercice est
- * deffectuer des rappels sur la syntaxe que nous allons utiliser tout au long du semestre en
algorithmique
- * de présenter lesinvariants de boucle (vérification formelle)
- * d'introduire la notion de colt d'un algorithme (complexité)

Sommaire des exercices

1 - Calcul du pgcd de deux entiers

Corps des exercices

1 - Calcul du pgcd de deux entiers

Question 1)
Enoncé de la question

Ecrire une fonction qui calcule le pged de deux entiers passés en parametres.

Solution de la question

fonction pgcd(a : Entier, b : Entier) : Entier
vari abl es
al, bl : Entier

Début
r <-- anod b
al <-- a
bl <-- b
Tantque r > 0 Faire
al <-- bl
bl <--r
r <-- al nod bl
Fi n Tant que
retourner bl
Fin
Question 2)
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Enoncé de laquestion
Trouver un invariant de boucle pour votre fonction pgcd et démontrer la validité du résultat.

Solution de la question
Tout d'abord démontrons le résultat suivant :

a=b*q+r e r >0 ==> pgcd(a,b) = pgcd(b,r)

preuve :
g un diviseur de a et b ==>a =k1 * q et b =k2 * q
r=a-b*qgq=>r =q * (k1 - k2 qg) et (k1 - k2q) #0

r=q * (k1 - k2 q) et (k1 - k2 q) #0 ==>q' est un diviseur de r
Conclusion : r O et g wun diviseur de a et b ==> ' est un

di vi seur de r

soit g un diviseur de b et r alorsr =kl * q" et b =k2 * q
a=b*qg+r =>a=q * (k2* g+ k1) et (k2 * g+ k1) 20
a=9q * (k2 * g+ k1) et (k2 * q+ k1) # 0 ==> q' est un diviseur
de a

Conclusion : r >0 et q un diviseur de a et r ==> q' est un
di vi seur de a

On en déduit {d ON/ a=qg1*det b=qg2*d} ={dON/ b=
g2 * detr =93 * d}

donc a=b * gq+r et r >0 <==> pgcd(a,b) = pgcd(b,r)

Fin de | a preuvez

On note p le pged de a et b et on définit I'invariant de boucle suivant :
{ p=pgcd(al,bl) etr =almod bl}
Insérons I'invariant de boucle dans I'algorithme.

fonction pgcd(a : Entier, b : Entier) : Entier
vari abl es
al, bl : Entier

Début

r <-- anod>b
al <-- a

bl <-- b

/1l Dans la premeéere instruction, on a affecté ar
/1l la valeur al nod bl

/1l al vaut a et bl vaut b ==> p = pgcd(al, bl)

/1 On en déduit |'invariant

{ p = pgcd(al,bl) et r = al nod bl }

Tantque r > 0 Faire

/] Par construction de |'invariant de boucl e,
/1 1"invariant est vrai en début d'itération
{ p = pgcd(al,bl) et r = al nod bl }

al <-- bl
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bl <-- r

r <-- al nod bl

// On note al' |'ancienne valeur de al, bl' |'anci enne val eur de
bl

// de méne on note r' |'ancienne valeur de r

/1l D aprés le théoréne dénontré ci-dessus, on a p =
pgcd(al', bl') = pgcd(al, bl)
/1l de plus la derniére instruction donne r = al nod bl
/1 On en déduit |"invariant
{ p = pgcd(al,bl) et r = al nod bl }
Fi n Tant que
{ p = pgcd(al, bl) et r
/1l On en déduit bl =p
retourner bl
Fin

al nod bl } et r =0
pgcd(a, b)
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