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Chapitre 1

SIMPLEXE:
La méthode des tableaux
- Méthode Géometrique

Probléeme (P.O) (Probléme initial d’optimisation)

Minimiser (ou maximiser) f(x) sous les contraintes:

gilr) = 0 iel® CN
gilzx) < 0 jelI- CN
g(x) > 0 keIt CN,z=(x1, - ,2,)7 € R"avecx; >0

et, o f, gyeerour-ur+) sont des fonctions linéaires des “variables” x1,z2," - -z, OU

des[formes linéaires|définies sur 1’espace vectoriel R™

1 Forme standard

Probleme (P.1)

n
Minimiser | z =c-x = E CjT;
j=1
avec:
Ar=b; z= Ter® z; eR*
T =03 .77—(331,"',.7}”) € T €

ol

n = nombre de variables indépendantes

m = nombre de contraintes.

matrice des coefficients des contraintes;

c=(e1,¢2 ..., ¢,) vecteur ligne (€ R™) des cofits.

b= (b, ,by,)T € R™ vecteur colonne des 2** membres.

n

z =Y c¢jz; < fonction 2 minimiser ou “fonction objectif”.

j=1

Proposition 1.1. Forme standard
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Un probleme (P.0) peut toujours se mettre sous forme standard (P.1) par I’outil
des “variables d’écart” (variables supplémentaires).
(attention aux signes !!)

Exemple 1.1.
(P.O) Forme standard| (P.1)
max(f = —b5x1 + 3z2) min(z = bx; — 322)

Tl — Ty —x3 =2
— >
Ty — T3 22 201 +3x2 + x4 =4
2x1 4+ 322 < 4
avec & avec —x1 + 6z9 = 10
—x1 + 629 =10 .
>0 20> 0 1 >0, Vi=1,2,3,4
L= = avec: (x3,x4) variables d’écart

Remarque 1.1.

On suppose par la suite que

2 Base réalisable -Base optimale

Définition 1.1.
Polytope convexe: X = {x|Ax =b, z > 0}
& Simplexe
Polytope borné <> Polyédre convexe

Définition 1.2.
x Point extréme de X
=
T ne peut pas étre exprimé comme combinaison linéaire d’autres points de X.

Définition 1.3.

Base : toute sous matrice de A qui a le méme que la matrice
A:

rgA=rgB=m

donc :
A=[B,N] et BXp+NXy =)

oit Xp < l’ensemble des ““variables (vecteurs) de base” et
Xy < DUensemble des variables (vecteurs)“hors base”

Définition 1.4.
Solution de base : Elle est obtenue en posant Xy = 0
= BXp=b= Xp=B""

Définition 1.5.
Soit B, base de (P.1)
Base réalisable : si X5 > 0ousi B~'b>0

Théoreme 1.1.

(i) L’ensemble des|points extrémes|d’un|polytope convexe| X

=

L’ensemble delsolutions de bases réalisablesl
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(ii) L’optimum de = est atteint en au moins 1 point extréme de X.

Théoréme 1.2.

(i) Une de (P.1) est une base réalisable optimale

Cy=Cy—-CgB1>0

(Cn = vecteur ligne des coiits réduits des variables hors base).

(ii) Si B est une|base réalisable|quelconque, soit x la solution correspondante.

Sidzy, € Xy t.q. ¢n < 0 alors ou bien optimum = —oo ou bien on

met en évidence une autre base B ( changement de base (v. aussi Th.correspondant
cours 1"¢ année Algébre Ch.1 ) réalisable ayant comme solution correspondante
Ttq

z2(2) < z(zo)

Remarque 1.2. Voir plus loin fig. [I.]]la représentation sous forme de “tableau” de
tous ces vecteurs et matrices du simplexe.

3 Le tableau du simplexe

La méthode des tableaux du simplexe permet d’appliquer toutes les étapes de 1’algorithme
du simplexe sous forme d’une sequence de tableaux représentés par la figure[T.T]

Cette sequence converge vers la solution optimale lue sur le dernier tableau
d’apres le critere (i) du Théoreme @

yar_de base yar_hors base
\__\/_///
e sec.
L1, 2 .. Tn T4l oo Tp—1 Ty Z membres
0 0.0 : _N—CN—WN : -1 —ZB
1 } -0
1 0 [ [
N | | 0
\\\ | N=B1.N | b=B"1.p
0o 1
1 0

FIG. 1.1: Schéma d’un tableau du simplexe a une étape k de 1’algorithme
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4 L’algorithme du simplexe <> la sequence des tableaux

On présente I’algorithme du simplexe (tel qu’on le retrouve dans toutes les références
récentes (v. listes des références de la section |3| )). Nous mettons parallelement en
évidence (entre parenthese) son application directe sur la construction des tableaux
successifs, du type de la figure[T.1]

Avant d’ appliquer I’algorithme on doit mettre le probleme d’optimisation sous
avec tous les seconds membres b, > 0 V i = 1,2...,m et paral-
lelement avoir établi le premier tableau du simplexe sous la forme décrite par la figure
précédente (v. fig. [L.I)).

Soit By une base réalisable|de départ.

D’apres cette hypothese le tableau ci-dessus donne au départ N = N, etb = b.

Etapes de I algorithme “primal” du simplexe

(a) Bg base réalisable de départ. Itération k = 0.

(< 1°7 tableau du simplexe et lecture de|la solution de base réalisable By

(b) k—k+1

(& Nouveau tableau apres [changement de base))

(c) al'itération k soit B la base et x = [x g, xN||la solution correspondante.|

Calculer: (v. fig. [I1))

b = B
T = 03371
CN = CN—ﬂ'N

(< Lecture sur le nouveau tableau |de la solution de base| et du [vecteur de|

Cv)
(d (1) SiCn > 0,STOP :[optimunest atteint.
(< Application du critere (i) Th[1.2]du[vec. de cotts réduits| Cy)
2) Sidx. € Xy tq.Ce < 0alors
(< Application du critere (ii) Th[T.2))

(e) Soit A, la colonne |e| de A. Calculer A, = B™'A,;
siae<0Vi=1,---,m STOP: optimum non borné (—oo)
sinon calculer : 9 = b /ase = _mi>110 {l_)i/c_t,-e}

-

[Changement de base| (sous-étape A) :

Variable entrante z. t.q. ¢ <¢; Vj=1,2...,n
Variable sortante:

-Sur la colonne de z. écrire le systeme d’équations de toutes les (contraintes)-
lignes du tableau t.q. a;e > 0

ATTENTION!!!  seulement les doivent contribuer a ce

systeme d’équations.

-Evaluer le minimum des rapports des seconds membres avec les coefficients
correspondants:
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s b [ b
9 =" = min { —
Age Gie>0 | Qe

S

sera la|variable sortante.

La variable de base qui correspond a ce minimum

ase

-Si ce minimum n’existe pas (car a;e < 0Vi = 1,2...,m alors le tableau sera
le dernier et la solution n’existe pas (minimum —o0).)

(f) Soit x4 lajvariable de base|correspondant a la sieme ligne de la base (et quia
fournit le 9 de 1’étape précédente), alors :

0
€
=
Te

[EE

B7'A, =é, = s"°M€ ligne —

o O

avec: x |[variable sortante de la base]

et: x.|variable entrante dans la base|

Calcul de I’'inverse de la nouvelle base et retour en (b).

([Changement de base|sous étape B):

-On détermine le pivot pour le changement de base:

C’est I’élément du tableau qui correspond a la colonne de la variable entrante et
la ligne de la variable sortante: a.

- On applique I’ (V. cours Ch.1 Algebre) sur les lignes du dernier
tableau,

L
aSG
et
Vi=1,2...m+1 avecm#s
L, = —a; L, + L;
et on obtient le nouveau tableau qui correspond a la nouvelle base,
et qui est le retour a I’étape [b)] de 1’ algorithme. )

L, =

5 Intérét des “tableaux du simplexe”

I’algorithme devient plus commode avec I’'usage des
“Tableaux du simplexe’El car:

(1) La solution de base s’obtient par lecture directe : sur chaque ligne ¢ du tableau

(correspondant a la|variable de base|x7) on lit 22 = b;
(vfig[TT).

(2) La valeur zp de la fonction objectif]est contenue dans la case en haut et a droite
du tableau (avec le signe -) (v.fig. [L.T)
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(3) Les composantes du vecteur | des coiits réduits des variables hors-base] C'y sont
obtenues par lecture directe de la premiere ligne du tableau de simplexe. Elles
permettent en particulier de voir immédiatement si la solution de base courante
est optimale. (rappel: il faut C_'j > 0 Vz; hors base d’apres le théoréme
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1 Exemple d’application de la méthode de Dantzig par
les tableaux successifs du simplexe
Soit le probleme d’optimisation

max(z = 8x1 + 5x2)

3r1+6x2 < 30
. 31‘1 + Zo S 15
AVECI o Gry < 42 (P.0)
120 ; 2220
Etape ((O)) :| Forme standard|
min(w = —z = —8x1 — 5x)
3x1+6x2+23 = 30
. 31‘1 + Zo + x4 = 15
avee: or1 +6x2 +25 = 42 (Pl)
oux; >0; 4 = 1,2,---5

T3, %4, L5 [variables d’écart.l

Etape ((1)) : |1” tableau du snnplexe|
V. hors Base Var. de Base

T i) I3 Ty T5 W Second
Membre
8 1-5]0 0 0 | -1 0 (L1)
3 6 1 0 0 0 30 (L)
3 1 0 1 0 0 15 (Ls)
5 6 0 0 1 0 42 (Ly4)
——————
Base By
[Base mitiale réalisable |
By = {x3;24; 75}
ISolution de Base 5g|
z3 = 30
Ty, = 15
Ts = 42 etw =020
Zy = 0 carlhorsbase]

¥ = 0 carlhors basel

Mais ! cette solution|n’est pas optimale car:|

Cl <0 et CQ <0
1 fou TGS B
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a) variable Ty
b) variable
(trouver quiles contraintes de z;)

[Attention| 25 = 0 toujours car il est‘

3W+6x0+23 = 30 | o § = pin{30;15,42
304+04+z4 = 15 A r>0- 37375
50 4+0+x5 = 42 | = ¥ =5

3xXb+x4=15 < x24=0

= 1, variable Fsortante™|

* Nouvelle base : By = {x1;x3;25}

* Ecrire le tableau du simplexe explicité [par rapport a ?1.
Opérations sur les lignes du 1¢" tableau;

0
0 | qui correspond a Bj)
1

o = O

1
(il faut retrouver la matrice | 0
0

= |Echelonnage!
* : I’élément de [la colonne (1) qui correspond a la ligne (L3) (car x4 sort !)|

donc :
Ly, = L3/3 (pour avoir 1 a (z1))
L} = 8L3/3+4+ Ly (pouravoir0a (1))
Ly, = —ég + Loy (pour avoir 0 a (z1))
L, = —§L3 + L4 (pour avoir 0 a (z1))
2™¢ [tableau du simplexe]
T To T3 | x4 | x5 | w | Second
Membre
O |-73] 0|83 ] 0|-1 40 (L))
0 5 1 -1 0|0 15 (L5)
1 1/3 0 73 1 0|0 5 (L%)
0 | 133] 0 |-53] 1 0 17 (L)
1 = {w3;21; 75}
[Solution de Base 5
T3 = 15
1 = 5
Ts = 17 etw = —40

Zy = 0 carlhors base]
%y = 0 carlhors basel

Mais ! cette solution n’est pas optimale |icar le cout réduit;|

- 7
02:—§<0

1 faut EFamger Ta base ]
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a) variable To
b) variable [Sortante™ 7]
(trouver 9 quiles contraintes de 2)

59+ xz3+0xy = 15

Q?1+19/3+05L'3+0.T4 = 5

0.%‘1—|-13/319+0.’L‘4+.’L‘5 = 17

- 15 17 x 3 15
Y=min{—;5x3;,——}=— =3

GV =min 5 x 8 ) = 5

3Xb5+x3=15 <= 23=0

= 3 variable [Fsortante™ |

 Nowelle basd): By = (w1 22; 5)
* Ecrire le tableau du simplexe explicité [par rapport a By ]
=

* : 1I’élément de [la colonne (5) qui correspond a la ligne (L5) (car x3 sort !)|

donc :
Ly, = L3/5 (pour avoir 1 a (z2))
Ly = T7Ly/15+ Ly (pouravoir 0 a (z2))
Ly = —L3/15+ L3 (pour avoir 0 a (z2))
13
Ly, = —BLg + Ly (pour avoir 0 a (z3))

3eme [tableau du simplexe|

T1 | To T3 T4 x5 | w | Second
Membre

0 0| 7115 | 11/5] 0 | -1 47
0 1 1/5 -1/50 00 3
1 0 | -1/15 | 2/5 0O 4
0 0 | -13/5 | -4/5 1 0 4
;7 = 4
x5 = 3
rs = 4 = —w* =2* =47
s = 0 carlhorsbase
3 = 0 car[horsbase

=

||§)&<ution optimale far : ’ ci>lo vi ‘
e.|

' de "algorithm
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2 Méthode Géometrique-Cas a 2 dimensions.

1 Méthode Graphique

On présente maintenanant la méthode Géométrique (ou Graphique) (a 2 dimensions)
de la [Programmation linéaire| et comparaison avec la méthode algébrique dite des
[tableaux du simplexe|étudiée précédemment.

Probleme (P.O)
max(z = 8z + 5x2)
3I1 + 6582 S 30
avec 3%1 + X2 § 15
’ 5£U1 + 6%2 S 42
120522 > 0

e a) Sur le plan (0z1x2), on trace les droites qui correspondent aux contraintes du

probleéme:
Dy : 3x1 4+ 622 =30 (A1(0;5); B1(10;0))
Dy :3z1+29=15  (A3(0;15); B2(5;0))
Ds3 : bxq + 629 =42 (A3(0;7); B3(6;2))

e b) Larégion de I’ensemble des solutions (S) v.fig. @ est obtenue en vérifiant si
I’origine O = (0, 0) satisfait ou pas, les contraintes du probleme.

CONSEIL: Hachurer les régions interdites!!!!

Pour I’exemple présent le de la solution est défini par les sommets
{0, A, K, By} autrement dit: les [“‘points extrémes | du simplexe qui sont

d’apres le théoréme [I.1]les solutions de [bases réalisables|

e ) Famille des droites paralléles a la fonction objectif :

8r1+5x9 —2=0

On choisit le représentant pour z = 0

0(0;0
8x1 + 59 =0: DO{ C((57_)8) }

La droite D40 || Do passant par K fig.(1.2) (obtenue par translation paral-
lelement en elle méme), maximise la[fonction objectif] z car elle a la plus grande

ordonnée a I’origine parmi les droites paralleles & D et

K =Dy N Dydonc:
K (#1, Z3) solution du systeme :

3x1 + 629 = 30 T1 =4
31 +x9 =15 To =3

= K(4;3) sommet du OA1KBy (vfig. solution des con-

traintes de (P.O).
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2 Conclusions

Q) Zmar =8 X4+5x3=32+15=47
Zmaz = 47 et Doz @ 8T1 + dxo = 47

47
et ordonnée a I’origine de Do @ 79 = 5= 9,4 point D(0;9,4) sur la

figure[T.2]

b) La solution est évidemment la méme obtenue par la méthode des tableaux du
simplexe (v.section [T

¢) Le déplacement de la droite représentative D (parallelement en elle-méme) d’un
sommet du “simplexe” a I’autre représente géométriquement le de
[bases réalisables| par la méthode des tableaux du simplexe (v.section ??. et[T) .
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I B p— 1 —f="
-1 2 3 4B Ns Wll\ﬂp
. ®
- D

|
|
|
|
‘ zmazx
|
|
|
|
|

c

Fi1G. 1.2: La solution géometrique du simplexe
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Chapitre 2

Algorithme du Simplexe-
Techniques avancées et
Applications

A. Pénalités et Variables
Artificielles

1 Méthode des Pénalités et Variables Artificielles

1 Construction d’une Base Réalisable

Exemple 2.1. Le probléme des mines d’or (voir T.P.2) :

On a le probléme (P.1)
T & j.mine A
Yy < j.mine B
min(Z = 200z + 200y) Solution
x4+ 2y > 80 z* =40
(P.1) 3z + 2y > 160 y* =20
5z 4 2y > 200 z* = 12000
x>0, y>0 (voir méthode géometrique)

= Premier tableau

T y T3 | x4 | x5 | £ | sec. m.
200 | 200 | O 0 0 | -1 0
1 -2 1 0 0| 0 -80
3 -2 0 1 0| 0 -160
5 -2 0 0 1 0 -200

Base By(x3, x4, T5) non réalisable

15
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Remarque importante

Le probleme d’une base non réalisable peut se présenter
plus généralement quand certaines contraintes sont des
égalités.

2 Méthode

(i) On utilise de nouvelles variables {x, };cs, appelées : Variables Artificielles.

Pour chaque contrainte ou la solution de base est négative ou la variable de base
n’existe pas.

(ii) On affecte un coefficient M € R (Pénalité) et M >> 1 (trés grand) a chacune
des variables artificielles dans la fonction objectif.

Pour I’exemple des mines d’or, on aura donc le "nouveau probleme" :
min(Zy; = 200z + 200y + M[z§ + 2§ + 23)]

42y —x3+zf =80
3z 4 2y — x4 + x5 = 160

(P.2) avec S5x + 2y — x5 + x§ = 200
x,y,x3, 24,5 > 0, etxd(i=1,2,3>0
M>1

(iii) On remplace ensuite dans la fonction objectif chacune des variables artificielles
par son expression obtenue par la contrainte correspondante, comme fonction
des variables initiales et les variables d’écart.

On résoud ensuite le nouveau probleéme (P.2)" par la méthode habituelle des
tableaux du simplexe.

Et voici par le résultat suivant, la justification de la méthode présentée ci-dessus.

Théoreme 2.1.

Si I’ensemble des solutions (P.1) est non vide alors il existe un nombre réel positif
M > 1 (suffisamment grand) tel que les problemes (P.1) et (P.2) sont équivalents.

2 Exemple-Application

Exemple 2.2.
Résoudre : (P.3)

min(Z = z1 — x2) (1)

avec
=201 +axa+a3=2 (2)
1 —2x9+x4=1 (3)
21’1 +I’2+I4:3 (4)
z; >0 1=1,2,3,4
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Variables artificielles x§, x5 et M >> 1 et construction d’une base réalisable :

P3)y
Soit M > 1
min(Wy = 21 — x9 + M (2 4+ 23))
—2$1+.’E2+.’E3:2
avec 1 — 220+ za+2f =1 {x(f = —I14+2x—24+1
21+ 20+ xa+25=3 r§ = 3—2x1—x2— 14

;>0 Vi=1---4 2$>0; Vj=1,2
=2l +25=-3x;+x2—224+4

et
= Wy = —(3M — D)y + (M — 1)z — 2Mzy + 4M

= (P2)
min(Wyr = —(3M — 1)y + (M — 1)zy — 2Mxy + 4M,)

avec
—2$1+(E2+$3:2
1 — 229+ x4 +2f =1
2z1 + 22+ x4+ 2§ =3

r; >0 Vi=1---4; zi >0 Vi=12 M>1

= 1" tableau du simplexe

1 T9 T3 T4 x{ | x5 | W | s.m.
-BM-1) | M-1| 0 | -2M | O 0 |-1|-4M
-2 1 1 0 0 0 0 2
2 10| 1 [1]0]0] 1
2 1 0 1 0 1 0 3

Base réalisable:
a a
By = (x3, 27, x5)

Mais ! cette solution de la base|n’est pas optimale |lcar Ies cotits réduits:|

él<0; C4<O

1 faut [Ehamger Ta base ]

var. Fentrante™ z; (M > 1)
var. [sortante "] #¢ (min(1;3)) = 1)

26ME tableau du simplexe

T To T3 T4 z{ x5 | W | sm.
0 [SM+1 [ O [ M-I [3M-I| 0 | -1 | -MI
o 3 | 1|2 2 |00 4
1| 2 ol 1 1 (oo 1
0 0l -1 | 2 |1]0] 1
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Nouvelle base:
By = (x1, x3, x5)

Mais encore la solution correspondante n’est pas optimale |[car le cout réduit:|

62 < 0.
N foot e T ]
var. Centrante”™ 2
var[sorfante™  x§
36Me (ableau du simplexe:
x| T2 | T3 T4 x§ x§ W | sm.
0100 |45 MG5) | M(1/5) | -1 | -6/5
0 0 1 715 4/5 3/5 0 | 23/5
1 0 0 | 3/5 1/5 2/5 0 715
0 1 0 | -1/5 -2/5 1/5 0 1/5

Nouvelle base:
Bz = (21, x2, x3)

Mais encore la solution correspondante [n’est pas optimale [car le cotit réduit:|

C4<0.

11 faut|changer la base :
var[enfrante™r,  var. [sorfante "z,

48Me tableau du simplexe

T To | T3 | T4 zf § W | sm.

4/3 0 0 0 | M-(1/3) | M+(1/3) | -1 | 2/3

71131 0 1 0 1/3 -1/3 0 | 4/3

5/3 0 0 1 1/3 2/3 0| 7/3

1/3 1 0 0 1/3 1/3 0| 2/3
=

] =0 z;=2/3 x;=4/3 x;,="7/3

|Solution optimale [ar : ’ C’ 0 Vi ‘
me.|

n de "algorit




Chapitre 3

Algorithme du Simplexe.
Techniques avancées et
Applications

B

La Dualité

1 La Dualité

1 Importance

(a) Point de vue pratique: Souvent le probleéme présenté dans 1’espace dual est
beaucoup plus simple a résoudre, et grice aux deux théoremes ci-dessous on
trouve la solution correspondante du probleme initial.

(b) Etude de sensibilité

2 Dual d’un programme linéaire sous forme standard

Primal
Min(z = ¢ - x)
(P) Az =b (P.1)
x>0
Dual

Max(w = u - b)
(D) avec (u . A)T S CT } (Dl)

* On associe a chaque contrainte (¢ = 1---m) une variable u; > 0 ouu; < 0 ou
(7 § 0
appelée : variable duale

* = (uy, ug, -, Uy)estun vecteur ligne.

19
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* AT est 1a matrice transposée de A (matrice des contraintes du primal).
Remarque 3.1. On remarque que I’application linéaire qui définit le probleme de pro-

grammation linéaire dans I’espace dual est exactement la transposée de I’application
correspondante qui exprime le probleme initial d’optimisation dans I’espace primal.

3 La transposition

Tableau des correspondances

Primal (P) Dual (D)
Fonction Obj. (min) Second membre
Second membre Fonction Obj. (max)

A= matrice des contraintes | AT matrice des contraintes

Contrainte ¢ : < (i:>) | Variable u; <0 (u; : > 0)

Contrainte ¢ : = Variable u; 2 0
Variable z; > 0 Contrainte j : <
Variable z; 2 0 Contrainte j : =

4 Exemple de 'transposition'

Exemple 3.1.
min (2x1 — 3x2)
Tr1 — T2 S 1
201 + 310 > 4 Primal
1+ Ty = 3
T Z 0 To 2 0

max (uy + 4ug + 3ug)
U1+2UQ+U3§2

—u1 + 3us +uz = —3
u <05 u2>20;u320

Dual
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2 Les Théoremes

Théoreme 3.1. DUALITE
Soient : un programme lin. (P) et le programme (D) associé =

(a) Si(P) et (D) ont des solutions, alors 3 une solution optimale pour chacun d’eux

et:
z* =min (P) = max (D) = W*

(b) Sil’'un d’eux a un optimum non borné I’autre n’a pas de solution.

Théoreme 3.2. COMPLEMENTARITE
Deux solutions (x*,u*) du primal et du dual respectivement sont optimales ssi

(u*-A; = Cj)a; =0 Vi=1,---,n

(A; = j¥™€colonne de A) oir ¢ ligne de A™.
* Une autre expression du théoreme 2 =

Théoreme 3.3. (Théoreme de complémentarité ou "Principe d’Exclusion”)
Si un programme linéaire a des contraintes d’inégalités (le (D) ou (P)) alors :

* Une variable duale correspondant a une contrainte non saturée (de (P)) est
nécessairement nulle.

* A une variable duale strictement positive correspond nécessairement une con-
trainte saturée.

* Sur le dernier tableau de (P) les coiits réduits des variables d’écart correspon-
dent aux solutions u; de (D).

3 Utilité de la Dualité- Etude de sensibilité

(u; < colits marginaux)

On considere le probleme du primal (P) comme une famille de problémes paramétrée
par le second membre b.

Min(z = ¢ z)
Az =b (P(b))
x>0

On étudie donc les variations de la valeur optimale z*(b) de P(b) en fonction de b.
Soit B une base optimale pour le primal P(b) (a b fixé) et soit ,

u* =cgB!

le vecteur des variables duales optimales.
Si b’ = b+ Ab (variation des sec. membres du primal), on aura:
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u* qui sera toujours la solution optimale du dual(indépendante de b, et, b’) qui
vérifie:

B~ Y(b+ Ab) >0

et pour ||Ab|| suffisamment petit :

(b + Ab) W€ 4 Ap)

=4 = U;

z
ob;
d’ou:
L’interprétation de la variable duale u; comme:
variation unitaire Ab; = 1 du second membre de la i-&me contrainte.

(cofits marginaux)

4 Solution avec la dualité

Exemple: "LE JARDINIER" Simplexe - Dualité (corrigé)

Le probleme dual s’écrit :
max(F = 10u; + 12us + 12u3)

Suq + 2ug +ug < 3
(P) avec w1 + 2ug + duz < 2
u; >0vVi=1,2,3

Forme standard :
min(W = —10u; — 12uy — 12us3)

Suyp + 2ug +usz +ug =3
(P.1) avec Uy + 2ug + 4us + us = 2
u; >0vVi=1,2,---,5

1¢" Tableau : Base By = {ug4, us}

Uy (%) us Uy us w S.m.
-10 [ -12 | -12 | O 0| -1 0
5 2 1 1 0] O0 3
1 2 4 0 1 0 2

Base non optimale = Changement de Base

Variable entrante uo
Variable sortante us (car : min=2/2)
= 2°M€ Tableau : Base By = {uy, us}

(5] U us Uy us \\% S.m.
-4 0|12 0 6 | -1 12
4 0] -3 1 -1 0 1
172 | 1 2 0 |12] 0 1
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Base non optimale = Changement de Base
Variable entrante u;
Variable\sortante uy4 (car : min=1/4)

= 3°MC Tableau : Base B = {uy,us}

Ul | us U3 Uy us | W | s.am.
0 0 9 1 5 -1 13
1 0| -34 1|14 |-1/4| 0 1/4
0 1 19/8 | -1/8 | 5/8 | 0 | 7/8

Base optimale = Solution de Base

{ul = 1/4; uz =7/8}
et uz = 0,u; = 0 (car var. hors base).
Complément (sur I’exemple)

(a) Trouver le dual du dual (primal)

(b) Par application du principe de complémentarité (direct), trouver la solution de ce
dernier probleme.

Réponse
(a)
min(z = 3z + 2x3)
5x1 +x9 > 10
2.’,E1 + 2932 Z 12
xr1 + 41‘2 Z 12

x1 > 0; 22 >0

(b) Sur le dernier tableau du simplexe, on lit :
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Chapitre 4

Algorithme du Simplexe.
Techniques avancées et
Applications

C

Programmation en nombres
entiers. Méthode des coupes

1 Programmation en nombres entiers
La méthode des coupes

1 Congruences

Exemple 4.1.
min(Z = =10z — 11z,)
10x1 + 1225 < 59
avec { x; > 0 et entiers
Vi=1,2.
Rappel:

Congruences ou classes d’équivalence modulo k (entier positif)
Définition 4.1.

(i) Soitb € Z : On dit que a € N est une classe d’équivalence (congruence) de b
modulo k € N* ssi:

b—a=rk (rez)
< b — a multiple entier de k.
(ii) 3k classes d’équivalence distinctes

Vk :tae{0,1, - k—1}

25
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(iii) Notation :
b= amod [k] & b= alk] & b=a(k)

Exemples
(1 —3 = amod|2]
ilfaut: —3—1=(—1)2 x_2 =—4
k
= a=1
= —3=1[2
(2) 8 = 0 mod|2].

2 Méthode des coupes

1 Nouvelles contraintes -''coupes"

Supposons que la solution du probleme (P) n’est pas entiere. Alors on peut créer de
nouvelles contraintes

Gomory (1958)
Gondrau (1973)

des "coupes" de telle fagcon que la solution optimale du probléme continu ne vérifie pas
ces contraintes-coupes.

Si les coupes sont correctement choisies a chaque étape, le polyédre P (initial) sera
ainsi progressivement réduit jusqu’a coincider avec 1’enveloppe convexe des solutions
entieéres au moins au voisinage de la solution optimale.

La solution continue du probleme augmenté deviendra alors entiere et le probleme
sera résolu.

Choix des coupes ?

2 Méthode des congruences décroissantes

Soit (PQ)
Az
xX

IV IV
o o
—

3 [ entier, o5 entiers t.q.

si x; var. base
et J = {ensemble des indices des variables hors base }

©; = % -3 ngj 4.2.1)
jedJ
zj=0(ed); z :%
el

D = |det. (B)| (B s. matr. de A)

(I = {ens. des ind. des var. de base.})
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On veut : x; entier

& Dx; = ,81 — Zaijxj 4.2.2)
< (Congruences)
& Y oz = B; mod[D] (4.2.3)

Soit |y|p le représentant de y (Classe d’équiv. ou congruence mod. D)

= 4 s>0:
>jes fiwi = fo+sD

ol f; = |ayj|p et fo = |Bilp

= ) fiz; > fo (4.2.4)

JjeJ

Contrainte vérifiée par toute solution entiere de la programmation en nombres en-
tiers.

Remarque 4.1. La contrainte n’est pas vérifiée par la solution de base courante
puisque x; =0 (V j € J).

= [424

est bien une coupe.
Avec I’algorithme primal-dual, on pivote sur un élément f;, /D # 0 (jo € J) (jo

indice de la variable qui rentre dans la base)
= Le nouveau déterminant

D'=Dx f;,/D=fj,<D-1
Si la solution qu’on obtient n’est pas entiere,
=
on impose une nouvelle condition d’intégrité ,

=-on obtient une nouvelle equation de congruence mais dans un groupe : {0, --- , D'—
1} 'ordre D’ < al’ordre D.

Donc nécessairement en un nombre fini d’étapes, on arrive a une
solution entiere duale-primale réalisable.

=

Meéthode des "Congruences décroissantes" (Gonbrau 1973).
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3 Exemple-Application

Supposons que le dernier tableau du simplexe qui fournit la solution optimale du prob-
Iéme (P)-continu est :

1 | 12/10 | 1/10 | O | 59/10

=

Solution non réalisable (car x1n’appartient pas a N)

1 étapel
On veut : x; entier

zy =23 - 125, — 23 entier
1229 + 3 = 59[mod. 10]

229 4+ x3 = 9[mod. 10]

tee

= la meilleure coupe
2x2 + w3 > 9 (4.3.5)

= nouvelle variable d’écart
Ty 200 +x3—24 =9

Algorithme primal-dual

T To T3 Ty | Z s.m.
0 1 1 0 | -1 59
1 12/10 | 1/10 | O | O | 59/10
0 -2 -1 1 0 -9

Base Bj(z1, z4) "Duale réalisable” mais pas "Primale réalisable". C’est la raison pour
laquelle on utilisera I’algorithme Primal-Dual.
= Variable sortante x, et variable entrante :

min _Gl —Cjo, avec [; <0
jeJ gj gj

= mi 1 -1 1
min{ ——; — ¢ =
-27 —1 2

donc on va faire entrer la variable x5
= base : Bo{x1, 22}
= nouveau tableau

T, | To T3 Ty Z | s.m.
0 0 172 172 -1 | 54,5
1 0 | -1/2 | +12/20 | 0 12
0 1 172 -1/2 01| 92
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23 =1/2 z5=9/2

= Solution primale réalisable mais pas entiére = pas optimale
= On applique la méthode des coupes a nouveau etc. . .

2 étape 2

— peme coupe : T3 + x4 > 1.
On obtient le tableau : = (var. d’écart x5)

T, | To T3 Ty T5 | Z | s.m.
0 0 1/2 1/2 0 |-1]545
1 00| -1/2 1220 | 0 | O 172
0 1 172 -1/2 0] 0| 92
0 0 -1 -1 1 0 -1

Base Bs(x1, x2, o5) non réalisable

= variable sortante x5, variable entrante (choix : x3)
changement de base
= nouveau tableau :

Ty To T3 T4 Ts Z S.m.
0101|O 0 172 | -1 | 54
1 0] 0 |11/10]|-172] 0 1
0 110 -1 172 | 0 4
0] 0 1 1 -1 0 1
Remarque
Il est intéressant de porter sur un graphique les contraintes qui correspondent aux
coupes :

jere coupe : 279 + 3 > 9 (C.1)

(En éliminant x5 par
Tr3 = 59 — 10171 — 12I2)
= 710%1 — 101‘2 > —50

& X1+ x2<5H
2°M€ coupe : x5+ x4 > 1

Ty = —94 229 + 23
T3 = 59 — 10I1 — 12.132
= x3+4+ x4 =109 — 2021 — 20z9

& 10x; + 11xs < 54
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Chapitre 5

EXERCICES

1 TD
T.D.1 : PROGRAMMATION LINEAIRE
ALGORITHME DU SIMPLEXE ET APPLICATIONS
A). Variables Artificielles - Méthode des Pénalités
1

Pour les deux problemes suivants, a) Trover la solution par application de la méth-
ode géometrique,

b) Pourquoi on ne peut pas entamer 1’algorithme des tableaux du simplexe?

c) établir le 1°" tableau du simplexe par la méthode des pénalités et continuer pour
résoudre ces probl ‘emes.

i) (PO.1)
min(W = 1 — 2z + 2x3)

T+ To—23=3

avec —x1 + 310 = —4
r1>0 Vi=1,2,3

i) (P0.2)
min(Z = z1 — 2x9)

T+ 22 <3
avec —z1 + 329 < —4
21>0 Vi=12

Une compagnie américaine posséde deux mines d’or, A et B, dont les productions
journalieres sont données par le tableau suivant (unité : 1 tonne).

Qualité | Mine A | Mine B

Haute 1 2
Moyenne 3 2

Basse 5 2

31
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La compagnie a besoin de :
80 tonnes d’or de haute qualité, 160 tonnes d’or de qualité moyenne et 200 tonnes d’or
de basse qualité.

Les entrepreneurs de la compagnie, s’interrogent sur le nombre de jours que cha-
cune des mines doit fonctionner, si le co(it journalier de la production est de 200 dollars
pour la mine A et de 200 dollars pour la mine B.

i) Formaliser mathématiquement ce probleme d’optimisation. Donner la solution
du primal en programmation linéaire par la méthode géométrique. Interpréter
votre résultat. Etablir le premier tableau de la méthode du simplexe, ayant une
base réalisable.

ii) Résoudre le probleme des mines d’or par la méthode des pénalités.
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T.D.2 : PROGRAMMATION LINEAIRE
ALGORITHME DU SIMPLEXE ET APPLICATIONS
B). Dualité - Principe d’exclusion (Complémentarité)

Rappel : tableau des correspondances

Primal (P) Dual (D)
min(Z = cx) max(W = ub)
Az =b >0 (wA)T < T

A= matrice des contraintes | A” (transp. de A) matr. des contr.

Contrainte 7 : > Variable u; > 0
Contrainte ¢: = Variable u; 2 0
Contrainte 7 : < Variable u; <0
Variable z; > 0 Contrainte j : <
Variable z; 2 0 Contrainte j : =

Etablir le dual du probleme d’optimisation suivant :
max(F = 1 + 2x2)

—3z1 + 2x9 < 2
7I1+21‘2§4
1'1+£L'2§5
33‘120, LCQZO

(P) avec

2

Un jardinier Californien a besoin de 10, 12, et 12 unités d’éléments chimiques
A, B, C respectivement pour son jardin. Un produit liquide contient 5, 2, et 1 unités
d’éléments A, B, C respectivement par litre, alors qu’un produit solide contient 1, 2, 4,
unités de A, B, C respectivement par carton.

Si le produit liquide se vend au prix de 3 dollars par litre et le produit solide au
prix de 2 dollars par carton, on étudie quelle serait la meilleure solution pour que le
jardinier minimise son cofit.

i) Formaliser mathématiquement ce probléme d’optimisation. Donner la solution
du primal en programmation linéaire par la méthode géométrique et la méthode
du simplexe. Interpréter votre résultat.

ii) Etablir le probléme dual du i). Résoudre ce nouveau probléme par I’algorithme
du simplexe.
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iii) Comparer la solution du dual obtenue en (ii) avec la solution du primal du (i).
Montrer la cohérence de vos résultats par application du théoreme de dualité et
du principe de complémentarité. Comment pourrait-on obtenir la solution du
primal directement par la procédure détaillée faite dans le dual ? Justifier votre
réponse.

3

On considere le probleme suivant
max(F = Tuy + 12us + 10u3)

’LL1SO
3’&17211,274’&3 S 1
—U1 +4U2+3U3 S -3

’U,QSO

2uy 4+ 8ug <2
U3§O

(D) avec

Il s’agit du dual d’un probléme primal dont la solution est :
min(Z) = —11{0,4,5,0,0,11}

Trouver uq,us,us vérifiant le principe de complémentarité (Principe d’exclusion).
Vérifier le théoreme de Dualité.
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T.D.3: PROGRAMMATION LINEAIRE
ALGORITHME DU SIMPLEXE ET APPLICATIONS
C). Programmation en nombres entiers - Méthodes des coupes
(Méthode des congruences décroissantes)

Soit le probleme d’optimisation
min(Z = =10z — 11z,)

(P) avec { ].OCCl + 12%2 < 59 }

x1 > Oetentiers Vi = 1,2

Le tableau ci-dessous est le dernier tableau du simplexe qui fournit la solution op-
timale du probléme continu.

T1 i) I3 Z S.m
1 1 -1 59
1 | 12/10 | 1/10 | 0 | 59/10

a) Est-ce-que c’est une solution réalisable pour le probleme (P) ?
Donner deux ou trois nouveaux tableaux de simplexe par application de I’algorithme
des coupes qui pourraient vous approcher de la vraie solution. Pourriez-vous en
conclure déja ?

b) Porter sur un graphique les contraintes correspondant aux coupes engendrées
par 1’algorithme, (apres élimination de la variable d’écart) sur le plan (x1, x2), et
trouver le point correspondant a I’optimum entier.

2

Une entreprise de vétements doit maximiser son profit donné par la fonction :

Z(x1,m9) = 1 + 229

ou x1, o représentent les valeurs enticres d’utilité de deux produits différents et
qui doivent satisfaire aux contraintes suivantes :

—3x1 4+ 225 < 2
—$1+2.’L'2§4
3r1 + 229 < 15
r1 €N =12

Par la méthode de programmation linéaire du "simplexe", on obtient comme dernier
tableau qui fournit la solution optimale du probleme continu, le tableau suivant.
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Ty | X9 | T3 | T4 r5 | Z | sm
0 0 0 172 | 1/2 | -1 | 19/2
0 1 0 | 3/8 | 1/8 | 0 | 27/8
1 0 0O |-1/4|1/4 | 0 | 11/4
0 0 1 |32 1/2] 0 |21/6

i) Cette solution serait-elle une solution réalisable pour le probleme actuel ?
Donner deux nouveaux tableaux du simplexe (application de la méthode des
coupes) qui pourraient vous approcher de la vraie solution. Pourriez vous en
conclure déja ?

ii) Porter sur un graphique les contraintes correspondant aux coupes engendrées
par I’algorithme, (apres élimination de la variable d’écart) sur le plan (1, z2), et
trouver le point correspondant a I’optimum entier.

3

On considere un probléme d’optimisation Dual du probleme du jardinier (V.T.D.2)

max(F = 10z 4+ 1225 4 1223)

511 + 222+ 23 < 3
(P) avec Ty + 2x9 + 43 < 2
x1 > Oetentiers Vi = 1,2,3

Le tableau ci-dessous est le dernier tableau du simplexe qui fournit la solution optimale
du probleme continu. Est-ce-que c’est une solution réalisable pour le probleme (P) ?
Donner deux ou trois nouveaux tableaux de simplexe par application de I’algorithme
des coupes qui pourraient vous approcher de la vraie solution. Pourriez vous en con-
clure déja ?

T3 Ty rs | Z | sm

8
o

&
¥

3/4 | 14 | -1/4] 0| 1/4
19/8 | -1/8 | 5/8 | O | 7/8

(=l Ne]
—| |
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T.D.4: PROGRAMMATION LINEAIRE
ALGORITHME DU SIMPLEXE ET APPLICATIONS
REVISIONS

TECHNIQUES SIMPLEXE:
Meth. Pénalités- Dualité- Coupes

Une société d’aéronautique a regu quelques commandes pour construire deux
types d’avions A et B. Comme 1’ entreprise désire maximiser son profit, elle doit dé-
cider quel est le meilleur choix du nombre z; d’avions du type A qu’elle doit construire
et le nombre x5 d’avions du type B tout en respectant les contraintes de temps, de cofit
et certaines conditions du marché international.

La fonction du bénéfice Z et les contraintes correspondantes sont représentées
comme il suit:
Z(Il, Ig) = —3.%1 + Z2

—4z; + 10z < 25

2x1 + 22 <10

sous les contraintes:
2.131 — X9 S 6

r; >0,Vi=1,2
et entiers.

i) Etablir le probleme dual du probleme précédent et écrire le premier tableau du
simplexe qui correspond a une base réalisable de ce probleme dual.

ii) La solution du probléme primal ci-dessus par la méthode géométrique est donné
par le graphe suivant: (v.fig.??)

Z* =25 avec X1 =0; 290 =2.5

En tenant compte de cette solution du primal, résoudre le probleme dual par le
théoreme de “Dualité” et le “Principe de Complémentarité”.

iii) Le tableau ci-dessous est le dernier tableau du simplexe qui fournit la solution
continue du probléme primal.

T To T3 g | x5 | W s.m
26/10 | 0 | 1/10 [0 | 0 [ -1 [25/10
—4/10 | 1 | 1/10 [ 0 | 0 [ 0 [25/10
24/10 [ 0 [ -1/10 [ 1 [ 0 [ 0 [75/10

[ 16/10 [ 0 | 1/10 [ 0 [ 1 [ 0 [85/10 |

Puisqu’on exige que les valeurs de la solution x7, x5 soient entieres est-ce-que
dans ce cas les valeurs de ce tableau fournissent une bonne solution?

Donner deux nouveaux tableaux du simplexe par application de I’algorithme des
coupes qui pourraient vous approcher de la vraie solution. Pourriez vous en
conclure déja ?

iii)Porter sur le graphique initial votre nouvelle coupe. Interpréter votre résultat.
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/

F1G. 5.1: Solution continue du primal
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2 EXERCICES de REVISIONS

Exercices de Révisions

TECHNIQUES SIMPLEXE I
Meth. Pénalités- Dualité- Coupes

Une société d’aéronautique a regu quelques commandes pour construire deux
types d’avions A et B. Comme 1’ entreprise désire maximiser son profit, elle doit dé-
cider quel est le meilleur choix du nombre z; d’avions du type A qu’elle doit construire
et le nombre x» d’avions du type B tout en respectant les contraintes de temps, de coft
et certaines conditions du marché international.

La fonction du bénéfice Z et les contraintes correspondantes sont représentées
comme il suit:

Z(l’l,fEQ) =1 —+ 4£E2
3x1 + 620 < 21

. X1 — T2 S 3
sous les contraintes:

z; >0,Vi=1,2
et entiers.

i) Etablir le probleme dual du probleme précédent et écrire le premier tableau du
simplexe qui correspond a une base réalisable de ce probleme dual.

ii) Le tableau ci-dessous est le dernier tableau du simplexe qui fournit la solution
continue du probleme primal. Donner la solution du dual par application des
théoremes de dualité et de complémentarité.

Ty | X0 | x3 | T4 | W s.m
1 0 [2/3]0|-1 14

3/6 | 1 ]|1/6| 0 0 | 21/6

3/21 0 | 1/6| 1 0 | 13/2

Puisqu’on exige que les valeurs de la solution z7, x5 soient entieres est-ce-que
dans ce cas les valeurs de ce tableau fournissent une bonne solution?

Donner deux nouveaux tableaux du simplexe par application de I’algorithme des
coupes qui pourraient vous approcher de la vraie solution. Pourriez vous en
conclure déja ?

Rappel : tableau des correspondances
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E.L.S.T.I - Département Mathématiques
Primal (P) Dual (D)
min(Z = cx) max(W = ubd)
Az =b >0 (wA)T < T

A= matrice des contraintes
Contrainte 7 : >
Contrainte ¢ : =
Contrainte 7 : <

Variable z; > 0

Variable z; 2 0

AT (transp. de A) matr. des contr.
Variable u; > 0
Variable u; 2 0
Variable u; <0
Contrainte j : <

Contrainte j : =
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II

TECHNIQUES SIMPLEXE:
Meth. Pénalités- Dualité- Coupes

Une société d’aéronautique a recu quelques commandes pour construire deux
types d’avions A et B. Comme 1’ entreprise désire maximiser son profit, elle doit dé-
cider quel est le meilleur choix du nombre z; d’avions du type A qu’elle doit construire
et le nombre x5 d’avions du type B tout en respectant les contraintes de temps, de colit
et certaines conditions du marché international.

La fonction du bénéfice Z et les contraintes correspondantes sont représentées
comme il suit:

Z(x1,m9) = 1 + 329

5£C1 +6$2 S 15

. 2131 — X2 S 3

sous les contraintes:

r;, >0,Vi=1,2
et entiers.

i) Etablir le probleme dual du probleme précédent et écrire le premier tableau du
simplexe qui correspond a une base réalisable de ce probleme dual.

ii) Le tableau ci-dessous est le dernier tableau du simplexe qui fournit la solution
continue du probleme primal. Donner la solution du dual par application des
théoremes de dualité et de complémentarité.

T To | x3 | x84 | W s.m
1/2 0 | 1/2| 0 | -1 15/2
5/6 1 11/6| 0 0 | 15/6
17/6 | 0 | 1/6 | 1 0 | 11/2

Puisqu’on exige que les valeurs de la solution z7, x5 soient entieres est-ce-que
dans ce cas les valeurs de ce tableau fournissent une bonne solution?

Donner deux nouveaux tableaux du simplexe par application de I’algorithme des
coupes qui pourraient vous approcher de la vraie solution. Pourriez vous en
conclure déja ?

Rappel : tableau des correspondances
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E.L.S.T.I - Département Mathématiques
Primal (P) Dual (D)
min(Z = cx) max(W = ubd)
Az =b >0 (wA)T < T

A= matrice des contraintes
Contrainte 7 : >
Contrainte ¢ : =
Contrainte 7 : <

Variable z; > 0

Variable z; 2 0

AT (transp. de A) matr. des contr.
Variable u; > 0
Variable u; 2 0
Variable u; <0
Contrainte j : <

Contrainte j : =
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