Formulaire Analyse

% Transformée de Fourier

» F(a) = fj;of(u)e"i“udu, a € R

= f(x) = i f__(: F(a)e'*da

% Transformée de Laplace

= Lip)= [T f®ePdt, p € C

1 E+ioco

" fx) == L(p)eP*dp

2mi Y&—ioo

% Fonction Analytique

Définition : une fonction est analytique (ou holomorphe)
dans O c C si pour tout z appartenant a O, la dérivée
f’(z) éxiste.

En pratique, on wutilise 1les de conditions de Cauchy-
Riemman : soient u(x,y) et v(x,y) les parties réelles et
imaginaires de f ( f(z) = u(x,y) + iv(x,y) ) qui possedent
des dérivées partielles premieres et continues. Alors f
est analytique ssi :

du(x,y)  0dv(x,y)
ox Oy

du(x,y)  0dv(x,y)
dy dx




% Théoréme de Cauchy

Soit f une fonction holomorphe sur Q et un C un contour
fermé inclu dans Q.

. gﬁc f(z)dz=0

% Intégrale de Cauchy

Soit f une fonction holomorphe sur Q et un C un contour
fermé inclu dans Q. Soit z, un point quelconque intérieur a
C.

. _ 1 f(z)dz
f(ZO) - ¢C z—2,

2mi

. fM(g) =g —LD gy

2mi Y€ (z—zy)M+D’



% Zéro et pole

Soit f wune fonction holomorphe sur Q. On dit que 1la
fonctio analytique f a un zero d’ordre n en z=12, si :

@) =L(z) == () = 0

On appelle singularité d’une fonction f tout point z, tel
que la fonction ne soit pas analytique en z, mais qu’elle
le soit en tout voisinage de z,.

Un pOle de f est une singularité telle qu’il existe n
assez grand pour que (z—2z,)"f(z) soit une fonction
holomorphe.

Si la fonction inverse - a un zéro d’ordre n, alors f a un

| I

p6le d’ordre n. ( si n 1, on parle de pdle simple )

Si f est une fonction analytique dans Q a 1’exception de
singularités isolées, alors on dit que f est une fonction
meromorphe.

s Résidu

Soit f(z) une fonction méromorphe dans le domaine () alors le
résidu de f pour la singularité z, d’ordre n est donné par
la limite suivante :

1 dn—l

" Res(f(z)) = lim,z, = (o [(2 = 20" f (D]}
Dans le cas particulier oun =1 :

= Res ( f(ZO) ) = 1imz—>zo{ [(Z - ZO)f(Z)]}

s Théoréeme des Résidus

Soit f une fonction meromorphe dans le domaine Q ayant les
points z,,z, .. z, comme pdles a 1’intérieur d’une courbe
fermée C. Alors 1’intégrale sur C de f est égale a

= § f(2)dz = 2mi T, Res(f(z)))



% Lemme de Jordan

On cherche a évaluer I,

I, = Tof(x)dx

Conditions sur f :
a. F(z) est analytique a 1’exception de qques pdles au demi-plan
supérieur.
b. F(z) décroit uniformément p.r.a 1’argument z qd |z| - + oo.

Etant données ces conditions, on montre le résultat auxiliaire
suivant afin de pouvoir appliquer par la suite une déformation
appropriée du contour et évaluer 1’intégrale I,.

Lemme de Jordan : Soit IR le demi-cercle du contour Cp c C. Soit f(z)
vérifiant la condition b) ci-dessus, alors si a > @, 1’intégrale

Ip = jeiazf(z)dz

I'r
Vérifie
lim I, = lim ez f(2)dz
R—>+o0 R—>+ f( )
IR
Remarque :

C’est la parité de alpha qui permet de choisir le bon demi-cercle :
Alpha positif => demi-cercle supérieur
Alpha négatif => demi-cercle inférieur
En effet, on doit assurer la convergence(on pose alpha positif :
- |eiaz| — |eiRe(az)eiIm(az)| — e—a.R.sinB — 0 ssising >0

Exemple : f0+°° cos(au). f(w)du = % Re(fjozo ei““f(u)du) avec f est paire.
Voici la marche a suivre :
» Etape 1:0n sépare I'intégrale et choisi le contour appropri é (ci-dessus)

Icps = jgc el f(u)du =f+Rei“”f(u)du+ j el f(u)du

R -R TR
» Etape 2 : Calcul des péles et des résidus qui sont dans le contour

Ieps = jg el f(u)du = 2mi Z Res{e'*?i. f(z;))
Cr
» Etape 3 : On vérifie les conditions du Lemme de Jordan

; iau —
Rl_1>r+r_1m ere fwdu=20

» Etape 4 : On faire tendre R vers l'infini et on conclu



+* Théoréme de Bromwich

Soit L(p) une fonction méromorphe dans C et tq I M >0,k >0tq Vp €
CR ona|L(p)l <;W—k alors la transformée de Laplace inverse f(t) de
L(p) est donnée par :

Ou les pobles p; se trouvent a gauche de la droite {&, —ico; & + ioo}.
Voici la procédure a suivre :

> Etape 1 : définition de I, et du contour de Bromwich

Egtico

Icpp = jge”tL(p)dp= f e’ L(p)dp + fe”tL(p)dp

CrB Eo—io T'r

Remarque : on choisit ¢, de telle sorte que tous les pbles soient a
gauche de la droite {&; —ioco; &, + i}

» Etape 2 : Calcul des pbles et des résidus
jg ePtL(p)dp = 2mi zRes(f(zi))
c

RB

» Etape 3 : Vérification des conditions du théoréeme de Bromwich

. pt —
Jm, [erip =0
Ir

» Etape 4 : On applique alors le théoréme

€0+l00

f ePtL(p)dp = 2mi ZRes(f(zi))
Eo—ioo

F©) = ) Restf(z))



