Transformée de Laplace

LDef : Soit f la fonction de la variable réelle ¢, définie sur R et supposée nulle pour ¢ négatif

On appelle transformée de Laplace d’une fonction f, la fonction F' définie par F(p) = f0+°° e"Pt f(t)dt ou p
est une variable complexe. (f est appelée une fonction causale)

Vocabulaire : F' est 'image de f par la transformée de Laplace.
f est 'image réciproque de F' par la transformée de Laplace, ou l'original de F'.

Notation : F(p)zﬂ[f(t)} et f:ﬁ—l[F(p)]

Remarque :
La transformée de Laplace d’une fonction n’existe que si l'intégrale généralisée la définissant est convergente.
Pour cela on impose sur f 2 conditions :

1. f doit étre continue par morceaux sur tout intervalle fermé [0, ¢(]

2. f doit étre « d’ordre exponentiel a U'infini », c’est a dire 3 M >0et a € R tq }f(t)| < M et pour
tout ¢ >7T ou T est assez grand.

On montre que si les hypothéses précédentes sont vérifiées, la transformée de Laplace est définie si R(p) > «
ce qui implique que le domaine de convergence est le demi-plan complexe R(p) > a.
Par la suite on considére en général que R(p) > 0.

II. Transformée de Laplace de fonctions élémentaires

I1.1. Fonction échelon unité (fonction d’Heaviside)

1sit>0 +oo _ too _
U(t):{Osit<O F(p)= [, " e PU(t)dt= [T e Pfdtz[ =—=|L[U(t)] =

efpt:|+00_ 1
0 p
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I1.2. Fonction impulsion unité (Distribution de Dirac)

1.
Soit 8(t)={ 7 SLOSsIse ety dt= [ e P Ldt=1 [ e’ptdt:%[

e—pt i|8 1— e P¢
. 0
0 sinon
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L[6(t)]=1lim [ e‘ptédtz lim l_pe;pa =1 car quand e — 0, e P*=1—pe+o(e)

e—0 e—0

I1.3. Fonction puissance

Soit la fonction t" U(t). F(p)= 0+°° e Pt dt=1,.
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Or IO:f0+OO e—ptldt:f0+00 e_th(t)dt:% : 11:%% : 12:%% TR In:p:—il

D'ou L[t"U(t)] :p:—il

I1.4. Fonction exponentielle

ft)y=e U(t) F(p)= 0+°° e Plematdt = f0+°° e~ (@)t gt = [ __ei:i::t}zoo:ﬁlp avec R(p) > R(a).

LlemUt)] =—
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III. Propriétés de la transformée de Laplace

IT1.1. Linéarité

Va,B€ConaLlaf+Bg]=aLllf]+BL[g]



Exemple important : Transformée de Laplace de cos(wt) U(t) et sin(wt) U(t)

Lleos(wt) U(H)] = £| “H==U )| =5 (L[ U®)] + L[~ UO)] ) =5 (3777 + 7753
_1 ptivtp—iw __p :>|L[cos(wt)U(t)}: De méme on a|£[Sin(Wt)U(t)]:
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2 (pFiw)(p—iw) P2+ w2 p? 4+ w?
III.2. Régle de similitude (changement d’échelle)
Soit g(t) = f(at) avec a >0 E[g(t)}zﬁ[f(at)] +o° e Pt f(at)dt ; on pose t':at:dt:%dt’
=S Llgt)] =[S e ) L =Ly e emnt pydr =1 (2) ott F(p)=L[f(t)] donc|L[f(at)]=2F(2)]

II1.3. Reégle de translation en p

Soit g(t) =e~* f(t) dou L[g(t)] = [ e Pre v f(t)dt= [ e TP f(t)dt=F(a+p) avec F(p)=L[f(t)]
[Lle ' f®)]=F(p+a)|

IT1.4. Régle de translation en t (théoréme du retard)

Soit g(t) = f(t —to) U(t —to) d'ou L[ g(t)] = f0+°° eTPLf(t—to)U(t)dt= T O =Pt £t —to) dt
_Oavch

= Llg(t)] = [ e PEHO) f()dt = emPo [ T emPt f(¢') =e PO F(p é‘ﬁ (t—to)U(t—to)] =e P F(p) |

Exemple : Soit f(6) = f1(t)+ fo(t) ot fu(t) =U(t) et fo(t) =U(t —to)
LLF0) = £[U(0)] + LU~ t0)] =+

P

II1.5. Transformée d’une fonction périodique

Soit f une fonction périodique de période T', on suppose que f est causale.

ft)ysite[nT,(n+1)T]

On considére la suite de fonctions définie par : f,(¢) :{ Ca

Remarques :

1. SinT<t<(n+1)T alors 0Kt —nT <T = fo(t)= fo(t—nT)

Dow L[f(H)] = L] TI% S| = 5% £F0] = TI% LAt = n )] = X5 e T L[ fo(t)] =
S 2% e T Fy(p) = Fo(p) Sop %% €7 = Fo(p) 1——r Dion| L[ f(t)] =22

IT1.6. Transformée de la dérivée

Théoréme : Si f’ est continue par morceaux sur tout fermé [0, to] et si [:[ f(t)] = F(p) alors E[ f’(tﬂ =pF(p)— f(0+)

Démo : L[ f'(t)] = [ 7= e fl(tydt=[e P f(1)] " +p [ e P f(t)dt=— f(0F) +pF(p)
Théoreme : Généralisation

1. Si f” est continue par morceaux sur tout fermé [0, to], alors L[ f(t)| =p* F(p) —p f(0F) — f/(0T)
2. Si f™ T'est aussi, alors E[f(")(t)} =p"F(p)—p" ' f(OF)=p 2 f/(0F) = = f(n—l)(0+)

Démo: 1. L[f"(t)] :E{(f’(t))/} =pL[f'(t)] - f'(0Y)=p*F(p)—p f(0T)—f'(0T) 2. Par récurrence

II1.7. Transformée de la primitive

Théoreme : Si L[ £()] = F(p) alors £] [, f(z)da| =2

Démo :

Soit fo x)dz=@'(t)=f(t) ; @(0*):0
En apphcant le theoreme de la transformée de la derlvee on obtient :

L' =pLle)] = (0F) & L[ f®)] =pL[ [ F@) dt]=L[ [ f@)dt] =1 L[f(t)] =2



IV. Transformée de Laplace inverse

IV.1. Def: Soit F(p) la transformée de Laplace d’une fonction f(t).
On appelle transformée de Laplace inverse ou original de F'(p) la fonction f(t) et on note f(t)= E’l[F(p)}

IV.2. Propriétés

VA ueC LAF(p)+uG(p)]=AL7[F(p)]+pL ' [G(p)]

IV.3. Exemples

L. On sait que L[tU(1)] == L7 | =tU ()

2. On sait que E[U(t - a)] =

3. L™ [ }—cos(Zt)U(t)

p2+4

IV.4. Original de F(ap) ; a>0

Soit f(t) Doriginal de F(p) c’est a dire f(t) =L F(p)] < F(p)=L[ f(t)].
Or F(ap)= +°o et f ()dtonposet’*atidt’*adt

= Flap) = f+°°e Pt f( )—: [k emrt’ (')dt/:%ﬁ[f(g)}d’ou L= [F(ap)]

IV.5. Original de F(p+ a)

Soit f(t)=L'[F(p)]-
Dot F(a+p)= f+°° e~ (Pta)t £(¢) dt:f0+°° d=Pt(e " f(t))dt=L[e*" f(t) ¢|£ F(a+p)] :e’atf(t)|

IV.6. Original de F’(p)

1. Soit f(t)=L"'[F(p)] & F(p)=L[f(t)]= [, > e " f(t)dt
Or F'(p) = aip(p(p)) - 6_1917 ( 0+c>o e~Pt f(1) dt) = 0+oo a_é;(e*pt F) dt = [F° —tept f(t) dt =
S et (—tf(t)) dt=L] —t f(t)] Dot [ L7[F'(H)]=—t /(1) ]

2. Généralisation : On sait que L™ F'(t)]| =—t f(t)=—t L[ F(p)].
L F0)] = £ (@) | =~ £ [F )] =~ (~ £ £0) = (- D* £(1) = L[ F"(0)] = (~ )12 £(0)
Par récurrence on montre que | £~ [F(”)(p)} =(=1)"t"f(t)

Exemples : Trouver les originaux de a) 1 ; b) 2pa ;o) — _?-p®
SXOmpIes ¢ & G372 0 Ve (2> +a?)?
ére 2 1
a) 1¢¢ méthode : @ +3)2*F(3+p) F(p):?
-1 _ - _ N 1 _ -1 _ 4 ,—3t
Or L7 F(p)] =L 5| =t don £ [(HS)Z}L [F(3+p)] =te
1

rremethode s = ()L £ ] = e () | = (e =ee
b) (p22f;12)2 =—a (ﬁ)/: - (#)/, 5—1[(1)2241_7;12)2} — _‘C_l[(pZia?)/] =—(—tsin(at)) =tsin(at)

) — (:22;522)2 =— (aZipz)l- E*l{ _ (:22;:22)2} ﬁl[(ﬁ)l =— ( 7tcos(at)) =tcos(at)

IV.7. Original de [ ™ F(u) du

S P du =[5 et g ae) = [ (f) -utdu) f at = [ [T pwae =
fi0)

fOJrOO e*“@dt:ﬁ[@] = Lil_ f;oo F(u) du_ = avec F(u)=L[ f(1)]




—at —bt

Exemple : Calculer la transformée de Laplace de la fonction ¢+— <

Posons f(t)=e™ " —e = F(p)=L[f(t)] =L]e™*] — L[e"*] S

pta p+b’
On sait que E‘l[ f;oo F(u) du} f(t)ﬁﬁ[ f(t)} :prroo F(u) du.
y e—at _ g—bt +oo 1 +a +b
Douﬁ[f}:fp (u+a—u+b)du—[ln(u+a)—ln(u+b)} —1n1;+b:1n§+a

IV.8. Original de F(p) X G(p)

IV.8.a. Produit de convolution

Def : étant donné deux fonctions f et g continues sur [0, 4 oo
On appelle produit de convolution de f par g noté fx* g la fonction t— fx* g(t)= fot f(z) gt —x)dx

Propriétés :
1. fxg=gxf
2. (it fa)xg=fi*xg+ faxg
3. Afxg=A(f*g)
Démo
(f*g)() ftf( )g(t—x)dac Onpose u=t—z=du=—dx
7ft flt—u) fo fit—u)y=gx* f(¢)
3. ()\f*g)(t):fg)\f(x)g(t—x)dx:)\fo f(x)glt—x)de=X(fxg(t))

IV.8.b. Original de F(p) X G(p)

On pose F(p)=L[ f(t)] = T emPtf(t) dt. G(p) =L[g(x)] = O+oo e P g(z)dx.

0
Ona F(p) x G(p) = [ e f(t) G(p) dt = [, f(t) (G(p) e P*) dt = [ f(t) L[g(xt) Uz — )] dt =
e f(t)( o e ng(zft)U(:cft)dz)dtf o0 ,pt( o f () gle — 1) Ule — 1) dt ) da.

Comme U(z —t)=0donc z —t<0=2<t = f+°°e pr( [ F@) gt —x)dt)de=L[ [ f(t) glz—t)dt] =
L[fxg(x)] Par conséquent | L[f = g] = F(p) G(p) |

V. Application de la transformée de Laplace

V.1. Méthode

La principale application de la transformée de Laplace consiste a la formation d’une méthode trés pratique pour la
résolution d’équations différentielles (ou intégrales) et de systémes différentiels.

Les étapes de cette méthode sont les suivantes :

1. Application de l'opérateur de Laplace £ aux deux membres de I’équation (ou des équations d’un systéme) en
tenant compte des conditions initiales.

2. Résoudre ’équation ou le systéme algébrique obtenu en 1.

3. Application de la transformée inverse £~ ! et détermination de 'original de 2. ce qui permet d’obtenir la
solution du probléme initial.

V.2. Exemples

1. Trouver la solution de I’équation différentielle (E) y” — 2y’ + y =x e® vérifiant les conditions initiales y(0) =
let y’(0)=0.

a. Lly"] =2 L[y'] + L[y] = L[z €*]. (*) On pose Y (p) = L[y(x)]. Or L[y"(z)] =p* Y (p) — py(0F) —

y'(07)=p*Y(p) —pet L[y'(x)] =pY(p) —Let Llze"]= (pjlf'

b. On reporte dans () : p?Y(p)—p—2pY(p)+2+Y(p)= T )2 d’ou Y(p )(1)272p+l):(p_—1)2

! 1 p—2 \_ 1 1 1
p_Q:Y(p)_ww(<p71>2+p7171)_<p71>4_<p71>2+p71




¢. La solution de (E) est y(z) =LY (p)].
D’ou y(z)zﬁil[ﬁ}7£71|:(p711)2:|+£71|: ! } 63 e’ —ze®+e” dou y(zr) = ez(%d—erl)

p—1

V.2.2. Trouver la solution d’un systéme différentiel

dyq __ —
Soit & résoudre : (5) : 5‘75_4y1+4y2 avec les conditions initiales : y1(0)=0
2 =yi1+4y2 y2(0)=1
On pose Y7 = L[y1] et Yo=L]ys].
. . . N ) L[Zyml}:4ﬁ[y1]+4£[yz] PYi=4Y: +4Ys (p—4)Yi—4Y2=0
Etape 1 : On applique £ au systéme () : { ﬁ[??} =L[y1]+4 L[y - { pYo—1=Y1+4Y> { -Yi+(p—4)Y2=1

4 _ 4 _ p—4 _ p—4
-8p+12  (p—6)(p—2) et 2= a

Etape 2 : La résolution du dernier systéme donne Y; = — PSS Sl P S

Etape 3 : La solution du systéme (S) est obtenue en prenant £~! d’ou :

y1(z) =£_1[m} :L—l{L] _5—1{%2] _ b _ 20

p—6 P

T [ = TS EEV (RIS

p—=6

V.2.3. Equation intégro-différentielle
Résoudre : (1) [ " cos(z—t)y(t)=e* ; a#0 et (2) y(x)+2 [ y'(t)sin(z—t)dt=e"" avec y(0)=1

a) [ cos(x—1t)y(t)=e"=(cos*y) (x) =e™”
On sait que L[ (cos* y)(x)] = L[cosz] x L[y(z)] ; on pose Y(p)=L[y(z)]

Dot (1) = Llcos 2] x LY (2)] = L[] & 22 x YV (p) = = = Y (p) = o =1 - o = 1 -

P p—a p—a p(p—a)
@ _1(1_ 1\ gony(p =111 1)1
p_afg(zfm)dou (p) 1 ap+(a+)

a)p—a’

La solution de (1) est y(x) =L~ [Y(p)] =L 1] - = £+ atr L) -1t (2) = 6(z) - L U ()
(a+%)teamu(x)1 ty [Y(p)] - [p}Jr( +a) [ }:>y N

) @ 4(n) 20 s =~ £[a(a)] 2] rsn)e)] =] £ On pose ¥ () £[y (0]
=T(p)+2(pY(p)—1) g = iliy(p)(puuzp): L +1@Y()(p+1) _ 1 2

p?+1 p+1  p? p?+1  p+1  p2+1
:>Y( ): p2+1 2 p +2p+3 O p +2p+3 __ a + b c C c=9
(p+1)°  (p+1)? (p+1)° (P+1)3 p+l T (p+1)2 T (p+1)?
2
pxEt2pts_ pa pb_ 4 _PC _otonfait p—+oo=>l=a+0+0=a=1.

(p+1)° _p+1 (p+1)%2  (p+1)°

= 3 o pPP+2p+3 _ 1 2
Onposepf()é =a+b+c=b=3—a—c=0. Do I’ —rrl T i

La solution de (2) est y(x) zﬁ_l[p—il} —i—E‘l[ﬁ} =e Tte Ta?

V1. Théoréme de la valeur initiale et de la valeur finale

Soit f une fonction réelle pour € R* et soit F' sa transformée de Laplace.

On sait que : L[ f'(x)] = 0+°° e Pf/(t)dt=pF(p)— f(OF) (*)

VI1.1. Théoréme de la valeur initiale

Si p— +00=e"P!'—0, en admettant que lim f e PfI(t)dt=0
p—+o0
Alors d’aprés (*) ona 0= lim (pF(p) — f(0+)) c’est & dire phff pF(p):f(OJr)
p—+oo —TX

VI1.2. Théoréme de la valeur finale

Si p—0=e"P!'—1, en admettant que lim f0+°° e PLfI(t)dt= f(+ o) — f(O*)
p—0



Alors d’aprés (x) on a : f(400) — f(0) = lim (pF(p) —f(0+)) Cest a dire | im p F'(p) = f(+00)

p—0 p—0

Exemple : Soit g(t) =e* U(t) ; a € C avec R(a) <0 alors G(p) =L[g(t)] = !

p—a

1. Théoréme de la valeur initiale : lim pG(p)= lim p——=1et g(0)=1
p——+o00 p——+occ PTC

Donc on a bien lim pG(p)=g(0")
p—+00

2. Théoréme de la valeur finale : limp G(p) = limp%:O et lim g(t)= lim e*U(t)=0 car R(a) <0
—0 p—0 -a

D t— 400 t— 400
Donc on a bien limpG(p)= lim g(¢)
p—0 t——+o0

f(z) < F(p)
Af+ug AF+pG
f(az) L F(2)
flz—a)U(x—a) | e P F(p)
e f(x) F(p+a)
F(z) pF(p)— f(07)
—x f(x) F'(p)
T I F(t)dt i
@ prroo F(u)du
(f*g)(@) F(p) x G(p)
U(z) o
0 1
o F(Cflill) I'n+1)=n!sineN
N
Ve e
e—az 1
pta
cos(wx) pszz
sin(w ) ﬁ
ch(wz) ﬁ
sh(wx) ﬁ




