Espaces préhibertiens complexes

I. Applications semi-linéaires — formes quadratiques

Def : Soit E un C espace vectoriel. On appelle forme sesquilinéaire sur F x F toute application ¢: E x F— C tq

. , . o p(zt+a',y)=p(r,y)+ e, y)
i Va,z,yeC;VAeC o o(ha,y)=Ne(x,y)

JA - !
i Va,y,y'eCiVAeC o Zg,%@;ﬁxﬁ)+w<x,y>

: ¢ est semi-linéaire par rapport a la 1¢ place

: ¢ est linéaire par rapport a la 2°™¢ place

Def : Une forme sesquilinéaire ¢: E x E — C est dite a symétrie hermitienne ssi Va,y € E  o(z, y) = ¢(y,x). Une
forme sesquilinéaire & symétrie hermitienne est aussi dite forme sesquilinéaire hermitienne

Proposition : Pour quune application ¢: F x E — C soit une forme sesquilinéaire hermitienne il faut et il suffit que :
iLVz,yeE olx,y)=¢(y,x)

ioVayyeE vaer * P@yty)=el@y)+el,y)

. est linéaire par rapport & la 26™e place
o oz y)=rp(z,y) 4 par rapp P

Proposition : Soit ¢ une forme sesquilinéaire sur F x E. Pour tout ay,...,qn ; 01,..., Bn €C €t 1, ..., Tp 5 Y1, .y Yn €
Eona 90(2221 Qk Lk Z?:1 Bjx;) :ZZ:1 Z?:1 % B (Tk, Yj)

Def : Soit ¢ une forme sesquilinéaire hermitienne sur £ x E. On appelle forme quadratique hermitienne associée a
E—C

o D’application q):z|—> O(z) = p(x, z)
C?’xC?—C

E=C?
21, %2), (Y1, Y2) ) — TT Y2+ T2 41 ( )

Exemple : Soit ¢: ( (

 est une forme sesquilinéaire hermitienne et la forme quadratique hermitienne associée est définie par
CcC?—C

(w1, x2) — T X2+ T2 71
Remarques :

1. Soit ®: E — C une application. On dit que ® est une forme quadratique hermitienne ssi il existe une forme
sesquilinéaire hermitienne ¢: E x E — C telle que ® soit la forme quadratique hermitienne associée.

2. La forme quadratique hermitienne est a valeurs dans R, c’est a dire ®: £ — IR.
En effet : la symétrie hermitienne de ¢ donne Ve € B ¢(x,z) = p(z,x) = ¢(z,z) €R.

Def : Soit ¢ une forme sesquilinéaire hermitienne définie sur un C espace vectoriel E.
On appelle noyau de ¢ et on note Kerp={zr€E / YyeE ¢(z,y)=0}=E"L.
Une forme sesquilinéaire hermitienne ¢ est dite non dégéneérée (resp. dégénérée) ssi Ker o ={0} (resp. Ker p£{0})

2 2
Bemple S0 (170 G ) =70 5=
Kero={z€E | VyeFE o¢(z,y)=0}={zxckE / YyecFE T1y=0}=7T1=0=21=0
Donc x = (x1, x2) € Ker ¢ ssi x = (0, 2) =22 (0,1) = Ker ¢ = ((0,1)) qu'on note C(0,1) = ¢ est dégénérée
Def : Soit ® une forme quadratique hermitienne
1. Un vecteur z € F est dit isotrope ssi () =0 ; 'ensemble des vecteurs isotropes est noté C(®) (cone isotrope)
2. ® est dite définiessi Ve € E ®(x)=0=2=0
3. ® est dite positive ssiVa e E  ®(x) >0
Propositions :
1. Si @ est définie alors ¢ est non dégénérée

2. Si { ¢ mon dégénérée g1arg G est définie
® positive

Démo : Kerp={z€FE / VyeE ¢(x,y)=0}
Soit z eKer o= p(z,2) =0 @(z)=0=2€ C(P) = Ker p C C(D)

1. Si ® est définie alors C'(®) ={0}. Comme Ker ¢ C C(®) = Ker ¢ ={0} = ¢ non dégénérée



2. Supposons que @ est non dégénérée et @ est positive

Soit € C(®) alors : Vy e E, VA€ Conal0<P(y+Az)=p(y+rz,y+rz)=0(y,y) + oz, y) + Aoy,
JS) +AA ga(:c, :L') = (IJ(y) + /\_go(y, :L') + )\cp(y, JS) = CID(y) +2 §R(/\ ga(y, :L')) R = partie réelle, I = partie imaginaire

Choisissons A = pp(y,x) avec p € R. On déduit alors Vye E,VueR 0< P(y)+2 %(u oy, z) ¢(y, x)) =

D(y)+2 1 (e(y, z))2 D’ou nécessairement (x, y) =0 pour tout y = x € Ker . Comme ¢ est non dégénérée
par hypothése =z =0 et donc C(®) =0 donc ¥ est définie.

Proposition : Soit ¢ une forme sesquilinéaire hermitienne sur £ et ® la forme quadratique hermitienne associée & ¢ on a
1.Vne N Va, ..,aqp € C; Vi, ..., €F <I>( Zzzl o :ck) = <p( ZZ:1 ak Tk, Z?zl aj :L'j) =
Zk:1 |O‘k|2q>($k) +221<k<j<n 8%(a_kaj @(xkaxj))
2. Va,BeC,Vr,yec E <I>(ozx+ﬂy):|a|2¢(z)+2%(&ﬁgp(z,y)) + |62 ®(y)
3. Vo,yeFE <I>(:c+y):<I>(z)+2§R(g0(z,y))+<I>(y)
4. Vz,yeFE @(z,y):%[@(ery)fiCI)(zwLiy)fCI)(zfy)+i<1>(zfiy)]

5.Vaz,yeE ®x+y)+@(x—y)=2(0(z)+2(y))

Remarque : La formule 4. montre que ® détermine entiérement ¢ (c’est a dire si ® est une form quadratique hermi-
tienne, il existe une form sesquilinéaire hermitienne unique telle que ® soit la forme quadratique hermitienne
associée & ). ¢ est appelée la forme polaire de ®.

II. Produit scalaire hermitien — Norme hermitienne

I1.1. Produit scalaire hermitien

Def : Soit E un C espace vectoriel un produit scalaire hermitien sur E est une application de ' x E dans C tq :
1. ¢ est une forme sesquilinéaire hermitienne

2. Vee E\{0} o¢(z,2)>0

Remarque : 2. peut étre remplacé par : 3. Vaz€FE, p(x,z) >0 ; ¢ est positive
4. Yz eFE, p(x,x)=0=2=0 ; ¢ est dite définie

Régles de calcul : Soit z1,...,2pn €E ; Y1, YUn € E 5 A1, ..., Ay €C 5 pa, ..., fip € C. En tenant compte de la sesquili-
néairité et de la symétrie hermitienne on a :

. <Z?:1 Am/ 25 Njyj>=§:?:1 YNy Nimg (@il ys)
o (S Aw/ S N as) = S AP @/m) + Sicicien [N @ifas) + X N (/0] =
Sy /o) +2R( Dicicjcn NN (i)
Exemples :

ExE—-C . C’est le produit scalaire
no o oux=(T1,...,%pn) €t Y= (Y1,..., Yn)-

1. E=C"; p:
e (z,y)— ¢(x,y)= i1 Tiyi hermitien canonique de C™

ExE—C

2. E=CF 1 ;a,beR;a<bet k>0. o: -
.0 (f.9)—olf.9)=f. Fg

est un produit scalaire hermitien sur FE.

Def : Un espace préhibertien complexe est un C espace vectoriel muni d’un produit scalaire hermitien.

I1.2. Norme hermitienne

Soit E un espace préhibertien complexe, le produit scalaire hermitien de deux vecteurs z et y sera noté (x/y).
Pour tout x € E (z/x) € Ry ; on note ||z||=+/(x/x). De plus :

o VaeB\{0} |lell=y/a/z)>0

o VYVzeE |z|=+{zx/x)>=0
o VzecFE |z||=0=(zx/z)=0=2=0.



Théoréme : Inégalité de Cauchy-Schwarz et de Minkowski
LVaz,yeE |(x/y)| <l |yl (inégalité de Cauchy-Schwarz)
ii. Ve,ye E |lz+y| <|lz]|+ ]yl (inégalité de Minkowski)
Démo : Soit z,y € E
LVAeC [[Az+ylP=Az+y/Az+y)=APz|?+2R(X (@/y)) +[y[*>>0 @)
Posons 7 =|(z/y)| et (x/y) =re'’. On déduit alors de (1) et choisissons A=t e avec t€ R : [|[te'z +y||>=
2 llz|?+2R(t e Cre’) + |lyI> =2 ]|+ 2¢7 + |[y[|* > 0.
Si x# 0 alors t — ||t e x + y”2 est une fonction polynomiale réelle du second degré & valeurs positives, son discrimi-

nant réduit est donc négatif ou nul d’out A’ =72 — ||z ||? [|y[? < 0= r <|[lz|| [|y[| c’est a dire |(z/y)| < ||| [|y]-
Si =0 alors (z/y) =0 et i. est encore vérifiée.

ii. Bn utilisant R((z/y)) < [(z/y)] < [l [yl on a alors [z + y|* = [z]* + 2 R((z/y)) + ly|* < =] +
2|z Iyl + w112 = (el + lyl)* = e+ v < =] + ]l
Théoréme : Cas d’égalité de Cauchy-Schwarz et de Minkowski
i (/) =lzlllly] ssi (z, y) lies.
ii. ||+ vyl =lz| + ||y ssi (x,y) positivement liés.
Démo :

i. Supposons |(z/y)| =[] ||yl
Si|lz||=0=2=0et (x,y) liés.
Sinon alors puisqu’on a }(:c/y>} =|lz| [|ly|| = A’ =0=-il existe t; € R racine double de t?||z||>+2tr + ||y||*=
0 cest a dire [[ty ez 4+ y[|P=0=t1 e x4+ y=0= (z,y) lics.
Réciproquement si (z, y) liés alors on a bien |(x/y)| = [zl |ly|-

E—>R+

: est une norme sur F.
z—/(z/z)

Théoréme : Norme hermitienne L’application || - ||

Démo:VzeE |z||=0=(z/z)=0=2=0

VAEC;VaeE |Azll=v/Da/Aa) = VA (/z) = A /Twfz) = A |z

Vo, yeE  [lz+yll <[]+ llyll

Formulaire Vz,ycE on a:

L lz+yl?=lzl*+2R({z/y)) +ly]?

2. |lz = ylPP=llzl* - 2R((z/y)) + Iyl

3. lletiyl®=lll?+i (z/y) =i (y/x)+ |yl

4 e =iyl =lll* =i (z/y) +i(y/x)+ |yl

5. (@/yy=1[lz+yl>=llz —y|?—ile+iyl?+i|e—iy|?]

Remarque : 5. s’appelle I’identité de polarisation, elle permet de retrouver le produit scalaire hermitien & partir de
la norme.

III. Espaces Hermitiens

Def : On appelle espace hermitien un espace préhibertien complexe de dimension finie, non nulle.

III.1. Matrice d’une forme sesquilinéaire hermitienne dans une base

Soit E un C espace vectoriel de dimension finie n et ¢ une forme sesquilinéaire hermitienne sur £ x F et ¢ la
forme quadratique hermitienne associée a (.

Def : Soit B=(ey,..., e,) une base de E. On appelle matrice de ¢ (ou de ®) dans B la matrice
Map(p)=(p(eiei)), o, icn
Remarque :
o Vie[l,n] aii=®(e;) €ER
e Puisque Vi,j€[l,n] (e, e;)=p(ej, e;)="'A=A. Soit aussi A="'A
e Une matrice A€ M,,(R) tq A="A est dite matrice hermitienne



Propriétés :
1. Soit ' un C espace vectoriel de dimension finie n, ¢ une forme sesquilinéaire hermitienne et ® la forme qua-

dratique hermitienne associée & . Soit A=Mp(p) ot B est une base de E.
Pour tout z,y € E, 2= (21,...,xn) et y= (Y1, yn) => X =" 21 - @ )t Y="(y1 - )

i 90(1" y):Z?:1 Z?:l fiyj@(eiaej):tXAY
i ®(z)=@(z,2)=3"_ |z:*+2 3?( Dicicjcn TiTip(ei, ej)) =XAX

Exemple : Soit ¢ une forme sesquilinéaire hermitienne définie sur C2 x C? dont la matrice est A :< Qii 2__5i >
Donner 'expression de ¢ et celle de ®.

Tag€E-C e XAY- (4 25 (35) = (12235700)

= o(r,y)=4T1y1+ (2—1) Trya+ (2 +1) T2 y1 — 522 Y2
VeekE, <I>(:c):ga(:c,z):4T1x1+(27i)z*112+(2+i)a?2zl75@x2:4|z1|2+2§ﬁ((2+i)f1z2—5|z2|2

2. Si B et B’ sont deux bases de E et P la matrice de passage de B & B’. En posant A = Mp(®P) et A’ =
Mp/(®) on a alors A’='PAP

3. e Deux vecteurs x et y sont dits ¢ orthogonaux lorsque ¢(z,y)=0
e Une base B est dite orthogonale si M p(¢p) est diagonale. Dans une telle base, ®(x) =>"" | a;; |« ]?
C’est a dire que ® est réduite & des carrés.

II1.2. Bases orthogonales

Propositions :
e Pour tout sous espace F' dun espace hermitien F on a: E=F @ F et Fi=F

e Un espace hermitien E admet au moins une base orthonormale.
Toute famille orthonormale peut étre complétée en une base orthonormale.

Soit B = (e1,...,e,) une base de E et notons Gp = ({(e;/e;)) la matrice du produit scalaire dans la base B.

1<i<j<n
Les propriétés suivantes sont équivalentes :
i. B orthonormale
i. Gp=1,
iii. Vo, ye B (z/y)=31_ | Ziyi="XY
iv. [lz)?=300, |l ="X X
Propriété : Si B= (e, ..., €,) est une base orthonormale de E, alors Ve € E z= Z?Zl (e;/zYe; c-a-d x;=(e;j/x).

Théoreme : Orthogonalisation de Schmidt
Soit (u;)1<ign une base d’'un espace hermitien F. Il existe une base (e;)1<i<n orthonormale de E telle que
Vect(eyq, ..., en) = Vect(u1, ..., Un)

v1

llvall

. Pouri>2: vi:uifzz;ll {(u;/vg) vi puis e; =

Démo : v1 =u; puis e; = [loill
k3

IV. Endomorphismes remarquables d’un espace hermitien

Soit E un espace hermitien de dimension n>1 et B =(ey,..., ;) une base orthonormale de F

IV.1. Adjoint d’'un endomorphisme

Def : Soit f € £(E) on dit que f admet un adjoint ssi 3 f*€ L(E) tel que Va,y € B ( f(z)/y)=(z/ f*(y))
Remarque : On a montré que Ve € £ x=3 " | (e;/x)e;.
Comme f*(y) € B alors f*(y) =3, (ei/ f*(y)) es=3"7_, (f(ei) /) e
Propriétés :
L. Va,BeC, ¥V f,gel(B) (af+pBg)=af+0Gg°
2.V fgeL(E) (gof)' =fog'=(f)=fete=e
3.V feLE) (f7)'=(m""



IV.2. Image et noyau

Pour tout feL(E) Ker f*=(Im f) et Im f* = (Ker f)J‘

IV.3. Matrice de ’adjoint dans une base orthonormale

Théoréme : Soit f € L(E), soit B = (e1, ..., e,) une base orthonormale de E alors Mp(f*)="Mp(f)
Démo :

D’aprés la définition de adjoint on a Va,y € B (f(z)/y) = (x/ f*( > =Vi,jel,n] (fle)/e;) =
<ei/f*(ej)>. D’aprés la symétrie hermitienne on a <ei/f*(ej > <eJ/f
(

Or le terme général de Mp(f) et (e;/ f(e;)) et/est celui de Mp(f*)=(e;
Comme on aVi,je[l,n] (e f*(e;))= <ej/f (ei)) alors ./\/lB(f*) ="Msz(f)

Preuve de (%) :

Fr(en). o

fler) -~ flen)
Appelons A = (a;;)1<i j<n=Mp(f) & Mp(f)= (@ = a}”) = fle) =301 aije

Ap1 t Gpn en

= (ei/ f(ej)) = (ei/ o=, aijei) =aij(ei/ei) = aij
Conséquence : Un endomorphisme et son adjoint ont des polyndémes caractéristiques conjuqués.

Si 'un est diagonalisable, 'autre ’est aussi.
Def :

e Un automorphisme f € GL(E) est dit unitaire lorsque f*= f~1 cest adiee Va,ye B (f(x)/y)=(z/ [~ (y))

e Un endomorphisme f € L(FE) est dit hermitien lorsque f*= f, c’est A dire Va,y€F <f(:1c)/y> = <:C/f(y)>

IV.4. Automorphisme unitaire d’un espace hermitien

Théoréme et def :

i. L’ensemble des automorphismes unitaires d’un espace hermitien E est un sous groupe du GL(FE), appelé
groupe unitaire de E et noté U(E).

ii. {feU(E) tq det(f)=1} est un sous groupe de U(E) appelé groupe spécial unitaire noté SU(E)
Remarque : Puisque f* = f~! = det(f*) = det(f) = det(f*) det(f) =1 or Mp(f*) ="Mpg(f) = det f* =

det(Mp(f))=det(f) d’'ou det f det f=1=[[det f]|=1]

IV.4.1. Caractéristique des endomorphismes unitaires

Proposition : Soit f € L(E), les propriétés suivantes sont équivalentes :

i Ve,yeE (f(x)/f(y))=(z/y) f conserve le produit scalaire
. VeeE | f@)] == f conserve la norme
iii. fCU(E)
Démo :

i=1ii) Pendre y=x
W) =i) Vo, yek (F@)/ @) =1 (IF@) + FWIP = 1 f (@) = F@IP = | f(2) +i F@)I? +i | f () -
FI?) =1 (le+yl?—llz -yl —i ||50+Zy||2+Z le —iyll?) = (=/y).
Le reste de la démonstration est analoque a celle vue pour les automorphisme orhtogonaux.
Théoréme :

1. Un endomorphisme f de E est unitaire ssi 'image par f d’une base orthonormale est une base orthonormale

2. Un endomosphisme f de E est unitaire ssi sa matrice M dans une base orthonormale B vérifie ‘M M =1
Démo : f unitaire=- f conserve la norme=Vaz€E | f(z)|=|z||=VzeE (flx)) f(x))y=(z/z)=V X €
My 1(C) MXMX="XX=VXeEM,1(C) X'MMX=XX="MM=1I
IV.4.2. Matrices unitaires

Def: o M e M,(C) est dite unitaire ssi tMM:!@ M-1=\
e Si M est unitaire alors |[det M |=1 car ‘M M =I=-det M det M =1=>|det M |=1



Caracréristiques des matrices unitaires :
1. M € M,(C) est unitaire ssi ‘M M = M'M =1
2. M~1='M

3. Le systéme des vecteurs colonnes (respectivement lignes) de M forme une base orthonormale de C™ muni de
sa structure hermitien canonique.

IV.5. Endomorphismes hermitiens

Un endomorphisme f € L£(E) est dit hermitien ssi f*= f c’est a dire Vz,ye E <f(z)/y> = <z/f(y)>

Caractéristiques matricielles :
L’endomorphisme f est hermitien ssi sa matrice dans une base orthonormale B de F est hermitienne, c’est a dire

Mp(f)=Mp(f).

Proposition : Les valeurs propres d’un endomorphisme hermitien sont toutes réelles.

Démo : Soit A € C une valeur propre de f, alors 32 € E\{0} tq f(z)=M\z.
Légalite ( f(x) /x)=(x/ f(x)) = (Ax/z)=(x/Xz) =X (x/x)=X(x/z) cest adire (A —A)[|z[|*=0=X =X car
2 est un vecteur propre donc z #0 = \ est réel
Conséquence : Le polynéme caractéristique d’un endomorphisme hermitien est a coefficients réels et est scindé dans R[X].
Propositions : Soit f un endomorphisme hermitien de E.
i. L’image et le noyau de f sont supplémentaires orthogonaux.
ii. Les sous espaces propres de f sont en somme directes orthogonales.
iii. Si F est un sous espace stable par f alors F- est stable par f.

Méme démonstration que pour les endomorphisme symétriques d’une espace euclidien.

Théoréme fondamental : Tout endomorphisme hermitien d’un espace hermitien E est diagonalisable, plus précisé-
ment il existe une base orthonormale de E formée des vecteurs propres de f.

Théoréme : Si M est une matrice de M, (C) hermitienne alors
1. Toutes ses valeurs propres sont réelles.

2. 11 existe une matrice unitaire P € M,,(C) telle que P~ M P soit diagonale.

Exercices

Exercice 1. Soit F un espace hermitien et u € L(E).
Montrer que les valeurs propres de u*owu sont dans R.

Démonstration. Considérons I'endomorphisme v = u* o u donc v* = (u* o u)* = u* o u = v = v est un endomor-
phisme hermitien = les valeurs propres de v sont réelles.
Soit A valeur propre de v, A€ R. Donc 3z € E\{0} tq v(z)=Az. (v(z)/z)=(\z/z)= A (z/z) =\ {(x/x) car A€ R.

D’autre part (v(z)/z) = (u*ou(x)/z) = (u*(u(z))/z) = (u(z) /v (z)) = (u(z) [u(z)) = |lu(z)|* dou A ||lz|* =
lu(@)?= Ae R, 0



