Espaces Préhilbertiens réels et Espaces Euclidiens

I. Le pI‘OdUit scalaire Euclidien Euclidien : on travaille dans IR (Hermitien : dans ©)

I.1. Def; : Soit E un R espace vectoriel.

Un produit scalaire euclidien sur E est une application ¢ de £ x E dans R telle que :
1. ¢ est bilinéaire sur E
2. @ est symétrique
3. Ve e E\{0} o(x,z)>0
Remarque :
1. ¢ est une forme bilinéaire symétrique
2. Une conséquence de la bilinéarité de ¢ est que ©(0,0)=0
3. La propriété 3°) de la définition; traduit le fait que la forme quadratique associée a ¢ est définie positive.
Notation : ¢ est souvent notée : p(x,y)= {(x/y) ou (z,y) ouz-y

Defs : Un espace préhilbertien réel est un R espace vectoriel £ muni d’un produit scalaire (.
Un tel espace sera noté (E, ¢) ou E s’il n’y a pas d’ambiguiteé.

1.2. Norme euclidienne

Soit E un espace préhilbertien le produit scalaire de deux vecteurs x et y est noté (z/y).
Pour tout z € E (z/x) est un réel positif. On note ||z||=+/(x/x) etonaVa e E |z|=0=/{z/z)=0= (z/
2)=0= p(z,r)=0=2=0 car ¢ est définie.
Théoréme : Inégalité de Schwarz et Minkowski
L Ve,yeE |{z/y)| <|z| ||yl : inégalité de Schwarz
ii. Vo,ye B |z +y| <|lz| + ]|y : inégalité de Minkowski
Démo :

i. Soit z,ye EonaVteR |to+yl>=*|lz|*>+2t (z/y)+y[*>0
Siz#0 t ||tz + yl|/? est une fonction polynomiale du second degré a valeurs réelles positives. Son discrimi-
nant est donc négatif ou nul= (z/y)° — ||z lylI><0=|(z/y)| <zl Iyl
Si =0 alors (x/y) =0 et donc ¢) est encore vérifié.

. 2

i flz+yl?=l® +2(=/y) + ly P <zl + 20z 1y +1yl12= (=] + 1y 1) =z + gl < =] + [y -
Remarque : Cas d’égalité de Cauchy-Schwarz et Minkowski

L l@/y)l =zl lyll < (z,y) lies.

i. |lz+yll=lz|l+|lyll < (z,y) positivement liés.

Démo :

i. Supposons que [(z/y)| = [lz[| [y ]-
Si|lz||=02=0= (z,y) liés.
Si ||zl # 0 alors 3 ¢; € R racine double pour ¢? ||z||? + 2t (z/y) + ||y||> =0 car cette équation a un discrimi-
nant nul, donc [tz +y|*=0=t,z+y=0= (z,y) liés.
ii. Supposons ||z +yl| = [lz[|+ [y
Siz=0= (z, y) sont positivement liés car x=0-y

Si 240 alors de ||z +y|*= (|lz| + ||y||)2 on obtient (z/y) = ||z ||y|| d’aprés 7) il existe t €R tel que y=tz

Do (z/y) = (z/t x) = t(z/z) =t [z]|* () et ||| Iyl =zl [t yll = o] V{tz/te) = ]l [t] /{x/z) =

[t] |z|| |z|| (**). Comme (¥) = (**) =t =|t|=>t€ Ry, donc (z, y) sont positivement liés.

E—)RJ,_

est une norme sur F.
e |zl =/ (z/z)

Théoréme : L’application || - ||:



Démo :
e |z]|=052=0
o [Azll=vOz/Xx) =N (x/x) =N/ {z/z) = |\ |z]]

o |z+yl<|z|+ ]y (inégalité de Minkowski

Proposition : Pour tout z,y € F

—_

et ylP=llz1?+2/y) +lyl?

N =ylP =l =2 (/y) + ly]?
1

Azfyy =7 (le+yl?=llz—yl?)
1
2

(@/y)=5(lz+yl>=l=l*=lyl?)

[V \V]

-

I.3. Orthogonalité

Soit E un espace préhilbertien muni du produit scalaire (- /-).
Def; :
i. Deux vecteurs z et y de E sont dits orthogonaux ssi (x/y)=0
ii. Deux parties A et B de E sont dits orthogonales ssiVax €A, Vye B (x/y)=0

iii. On appelle orthogonal d’une partie A de E I’ensemble noté A+ = {:L' €E | VyeA (z/y)= 0}
Si A=@,onpose At=E ; Et={0}et {0}*=E.

Defs : Une famille (u;);cr de E est dite :
1. Orthogonale siVi,jel, i#j (ujuj)=0
2. Orthonormale si Vi, jeTl (ui, Uj> =0;; (symbole de Kronecker)

Si (u;)ier est une base de E, on parle de base orthogonale ou orthonormale. orthonormale = orthonormée

Théoréme de Pythagore — Identité du parallélogramme

Théoréme : Soit (uy, ..., up) une famille orthogonale de E on a : || 37, uiHQZ P Nwil?

Si de plus aucun des u; n’est nul, la famille (u, ..., up) est libre

Démo :

IS0y il = (20w /0 gy =S P (wsfug) = 0 (i) = S0 [l

(car famille orthogonale)

?
Soit aq,...,ap€R tq 1ur+--+opup=0=>0a;=--=0a,=0
a1 ug A+ F apup=0= (ui/oq ug + g u 4+ apup) = (ui/0) = a{ui/u) = 0= a; |ui||*=0=a; =0 car
u; # 0= |ju;|| £0. Donc (us,...,up) est libre.

Théoréme, : Deux vecteurs - €t y d’un espace préhilbertien réel sont orthogonaux ssi ils vérifient ||JS + y||2 = ||JS||2 + ||y||2
Démo : On a |lz+y|*=|z|?+ |y |z + |y[|?+ 2 (x/y) =|z||*+ |ly]|* < (z/y) =0< x et y sont orthogonaux.

Remarque : Si z et y sont orthogonaux alors on a :
lz+yl2=lzl>+yl* et o —ylP=llz*+ ly[* dot |z +ylI* + [l — y =2z [*+ 2 Iy
C’est I'identité du parallélogramme.

I.4. Supplémentaire orthogonal

Def : On dit qu’'un sous espace F' de E admet un supplémentaire orthogonal si E=F @ F*.

Il y a deux cas pour lesquels un sous espace F' de E admet un supplémentaire orthogonal.

ler cas : E est de dimension finie
Théoréme : Si I’espace préhilbertien est de dimension finie alors pour tout sous espace F' de F on a :
i. E=FgoFt
ii. dim F+=dimE —dim F
iii. FL- =F



i . . . . . EFE—R

Démo : Si F est de dimension p alors soit (u1, ug, ..., up) une base de F et soit f:x'_> ((ul/:c>, (/) oo <up/z>)
[ est linéaire ; Soit x € Ker f & f(x) =0 ((u1/x), ..., (up/x)) =0&Vie[l,p] (u;,z)=0& e Ft et réci-
proquement si z € F-= 2 € Ker f donc Ker f=F" .
Le théoréme du rang donne dim F+ = dim(Ker f) = dim £ — dim(Im f). Or dim(Im f) < p = dim F* >
dimE — p=dim F*+>dim F —dim F=dim F + dim F* >dim E=dim F +dim F* =dimE=F & F+=E.

2e cas : F est de dimension finie

Théoréme : Soit a € E\{0} alors at = (R a)J‘ est un hyperplan supplémentaire orthogonal & la droite vectorielle R a
etona E=Ra® (Ra)"

Démo :VazeE z=1%% a+(z— <a/w>a). On a ‘% g e Ra et <a/z—Ma>:<a/z>f a/z) (afa)=0

llall? llall llall? llall? llall?
=T — <|TQ/|TZ> a€(Ra)" donc E=Ra® (Ra)"
Remarque : Siz € FNFL alors r=0enefft r€ Fet z € F+ (v/2)=0%||z||?=0& 2 =0 car (-/-) est un
produit scalaire.

Théoréme : Soit F un sous espace de dimension finie de I’espace préhilbertien E alors E=F @ F*.
Démo :

F de dimension finie p alors F admet une base (v1, ..., vp). F' admet une base orthonormale qu’on note

(61, ey ep) (voir orthogonalisation de Schmidt).
Soit x € E. Posons z =z — Y " | Aie; +> 0 i€
Ll =y | | €F |
yeFtssivke[l,p] (ylex) =0 (x -3  Neifer)=0& (x/er) — X0 | Xi {eifer) =0 (x/e) —
A {erfer) = 0donc y < FLtssiVke[l,p] M = (z/ex) doncVa e E z=x-Y" (x/e)e; +
FL
P (x/e;)e;. Ceci montre que E=F @ F*. Loe :
L eF ]

Théoréme de la projection orthogonale sur un sous espace de dimension finie

Def : Soit E un espace préhilbertien et F' et G deux sous espaces de F supplémentaires, c’est & dire E=F & G donc
VeeE 3 (2/,2")eFxG tq x=a'+z".
L’application P: Li:;,E est un endomorphisme de E appelé projecteur sur F' parallélement a G.

Théoréme et définition : Soit £ un préhilbertien et F' un sous espace de E de dimension finie.
Soit (e, ..., ep) une base orthonormale de F'.

On sait alors que £ = F @ F*. Le projecteur sur F/// 4 F+ s’appelle projecteur orthogonal et on le note pr.
E—F

PP g pp(a) =300, (es/a)er

I.5. Orthogonalisation de Schmidt

Théoréme : Pour toute famille libre (ay,...a,) de E, il existe une famille libre orthogonale (by,...,b,) de E tq
Vke[l,n] (bi,...,bx)=(a1,...,ar)

Démo : bl =aq
Détermination de by : Soit z=ag — A1 by. Cherchons A\; tq (z/b1) =0.

<a2 — )\1 bl/b2> =0 <a2/b1> — Al ||b1||2 =0= Al = <(|T2{|l|7;> donc b2 =ag — <(|T2{|T;> b1

Par récurrence : On suppose construit (by, ..., by—1) une famille orthogonale tq (b1, ...,bx_1) = (a1, ..., ax—1).

Soit z=ap — A1 by — A2 by — -+ — Ap—1 bg—1. Cherchons A; pour j€[1,k —1] tq (2/b;) =0. D’ou (2/b;) =0«
ar/b; s ar/bj
{ar —A1b1— Aaba— - — X1 bp—1/bj) =06 (ar/b;) — A\ [[b;[|?=0= ;= <”z;”;> d’on by =ay, — <|‘Z:|‘;> b;.

Exemple : Soit E=Rg[X]. On définit sur Ex E  (P/Q)=P(1) Q(1)+ P(0) Q(0)+ P(—1) Q(—1).
1. Montrer que (- /-) est un produit scalaire sur E x E.

2. Trouver une base orthogonale (P, Pi, P») de E vérifiant deg P; =1.

1. @ (-/-) est une forme bilinéaire symétrique A DEMONTRER.
e VPeE (P/P)=P(1)*+P(0)>+P(-1)2=0
e VPeE (P/P)=0&P(1)?+P(0)?>+P(-1)2=0=P(1)=P(0)=P(—1)=0% P=(0) car P est un poly-
néme non nul de degré <2 a au plus 2 racines.
Conclusion : (- /-) est un produit scalaire sur E x E.



2. On applique le procédé d’orthogonalisation de Schmidt a la base canonique (1,X,X?).  Petit decalage d'incide...

o pxy XY oy (X)) e 1401411 2 (XP/Pa) o (XP/P) o,
Pi=1;P=X -l P=X - S 1= X - =X P= X - S P P =X

% donc (1, X, X?2— %) est une base orthogonale de Ro[X].

I1.6. Projections et symétriques orthogonales

Def : Soit E un espace préhilbertien et F' et G deux sous espaces vectoriels de E supplémentaires dans F.
VeeE 3 (2/,2")eFxG tq x=a'+2z".

e L’appliction p: E:C:;/E est un projecteur sur I’ parallelement a G.

EF—F
x—2P(x) —

e On a S=2p—e avec e 'application identité de F.

e L’application S': . est une symétrie par rapport a F parallelement a G.

Propriétés : Soit p un projecteur sur F' // & G et S une symétrie par rapport & F // a G, alors :
L p*=p (p*=pop)
2. Kerp=Get Imp=F (E:F@G@E:Imp@Kerp)
3.VeeE xz=p(x)+x—p(x)avec p(x)elmp et x — p(x) e Kerp car p(x — p(x)) = p(z) — p(z) =0
4. e — p est un projecteur
5. S=2p—e=S?=cetVaeE z=2z'+2"alors S(z)=S(x'+a2")=2"—z"
Démo :
1. OnaVzeFE xz=z'+z"avecz’'eF et 2" €q.
P(z)=a' orx' e E et a'= é’c;+ 6()Gip(:c') =z’ d’ou p(p(z)) =p(z) = p*=p.

2. ¢ Onap(x)=2'€e F=ImpCF, dautre part Ve € Fonax =z + ()G:>p($):$:$61mp:>FCImp
F
donc Imp=F. © c
e VzeGonax=0 +z =pla)=0=GCKerp. Dautre part Ve € £ z=2" +2" plr)=0c2'=0&
EF  €G EF  €a
z=1x"<x€G donc KerpC G d’otu Kerp=3G.

4. (e—p)?=e+p?’—2p=e+p—2p=ec— p=>e— p est un projecteur

5. S2=02p—e)?=4p’—4pt+e=e. Vz€FE z:z’+:cg S(x'+2")=S)+ S =2p—e)(z)+ 2p—
eEFr €
e)(z")=2p(z') —e(z)+2p(z") —e(z")=22"—2'+0—2" =2’ — 2"
Def : Projecteur orthogonal et symétrie orthogonale

Etant donné un projecteur p de E.
i. Si Im p et Ker p sont orthogonaux (sachant que F =1Im p @ Ker p), alors p s’appelle projecteur orthogonal.

ii. Une symétrie S de FE est dite orthogonale lorsque le projecteur associé p= %(S +e€) est orthogonal.

Conséquence : A une décomposition de E en somme directe orthogonale = F @ F*, on peut associer :
pr : projecteur orthogonal d’image F' et de noyau F*
ppL : projecteur orthogonal d’image F* et de noyau F'
Sr : symétrie orthogonale par rapport & F' : Sp=2pp —e
Sp1 : symétrie orthogonale par rapport & F-: Spi=2ppL —e
Propriétés : Soit p un projecteur orthogonal. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

i. p est un projecteur orthogonal

ii. Ve,ye E (p(x)/y)={(x/p(y))
i. Vee B |[p(a)| < |lz|
Démo :
i i=>%u
On suppose que p est un projecteur orthogonal de £ = E =Im p @ Ker p et (Ker p
Ker p.

(x/p(y)) = (z — p(z) + p(z)/p(y)) = (x — p(x)/p(y)) + (p(x)/p(y)) = (p(x)/p(y)) car (p(z — p(x)) = p(z) —

cKerp €lmp

p() = p(z) = plx) = 0). De meme (p(x)/y) = (p(x)/y ~ p(v) + (P@)/p(y)) = (Pl2)/p(4)) = (x/p(y)) =
(p(z)/y). €lmp  €Kerp

)J' =Impet (Im p)J'



ii.

1.

i = i
On applique i) avec y =p(z) d'ott (p(x) <(z/p*(2)) = Ip@)IIP< =] [p(2) | = llp@@)]| < ||z si p(z) #

. . . Inégalité de Schwarz
0 et si p(x) =0 alors I'inégalité de i) est encore valable.
Supposons que p ne soit pas orthogonal alors il existent z €Imp et y € Kerp tq (z/y)#0 (avec 240 et y#0).
Soit A=~ (U alors (y/z +Ay) = (y/2) + X (u/y) = (v/x) — P ly]*=

lyll? lyll2
D’autre part =z + Ay —Ay=|z[*= [z + Ay[*+ [Ay[* + 0= ||z ]* > ||$+Ay||2;‘ 2]l = [lz+ Ayl
Or p(x+Ay)=p(x)+ Ap(y) =p(z) =z car x €Im p et car y € Ker p.
) |lp(x+Ay)|| = ||+ Ay]| en contradiction avec 4ii)

Propriétés : Soit S une symétrie orthogonale. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

i. S est une symeétrie orthogonale

ii.

iii.

Ve,ye B (x/5(y))=(S(x)/y)
VeeE |S(@)] =]z

Démo :

i.

ii.

=1

Soit p le projecteur orthogonal associé & S = S =2p —e. Puisque p est orthogonal alors on sait que Vz,y €

E (z/p(y))=(p(x)/y). Or (x/S(y))=(z/2p—e)(y))=(z/2p(y)) — (z/y) =2 (p(x)/y) — (z/y) = ((2p -
) /y)=(S(x)/y)

ﬁnnapﬁ)‘lsif(lu)e”ii avec y = S(z) d’ou (x/5%(z)) = (S(x)/S(x)) = (x/z) = (S(x)/S(x)) = [|z||* = [|S(z)|]* =

Supposons que S ne soit pas orthogonale, alors 3z €Imp et y € Ker p tq (z/y) #£0 (avec 2#0 et y#0)

Soit A =— (Hyy/lg\vg alors (y/z+Ay)=0

Orz—Ay=z+Ay—2Ay=[z—Ay|>=lz+AyllP+4X* [y[|*= [z = Ayl #[lz+ Ayll. (0
Mais S(z+Ay)=S(z) +AS(y)=2p(x) —z+ X (2p(y) —y) =22 —x—Ay=z— Ay
(%) = ||S(z+ Ay)|| # ||z + Ay|| en contradiction avec 7.

Def : On appelle distance d’un vecteur = de E & une partie non vide A de E le réel d(z, A) = inlf4 |z — vyl
ye

Théoréme : Soit x un vecteur de E et F' un sous espace vectoriel de F

i.

L’ensemble {y € F' / d(y,F)=|z —y]||} a au plus un élément

ii. Soit wg € F vérifiant d(z, F) = ||z — xo|| & 2 — 20 € F*

iii. Si F' admet un supplémentaire orthogonal on a d(z, F) = ||z — pr(x)| = ||pr(z)]]
Démo :
i. Si y et z sont deux vecteurs de F réalisant ||z — y|| = ||z — z|| = d(z, F'), alors I'identité du parallélogramme

ii.

1.

appliqué A x —y et x —z donne : [z —y+x— 2|2+ |z —y— (z — 2)|*?=2|lz —y||>+ 2|z — z||2(3’estadire
122 =y = 2P+ lly — 2|2 =2 l}e — yIP + 2}z = 2P = |}y — 27 = 4 &P, F) — 4 [}z = 252
Ad(z, F) — 4”:1: y;” <O0=|y—z|2=0=y="=

cr

= |y — 2| =

< : Supposons x — z¢ € F+ alors y € F on a (y/x —x0) =0

D’aprés Pythagore ||z — 2o+ 20 — y||? = ||z — 2o||* + ||[zo — y||? car s —zp € Fret ;g —y e F. = |z —y|*>

| — xo[[%. On vient de montrer que Vy € F ||z — y|| > ||z — xo|| = ||# — 20| = inf ||y — x| c’est a dire d(z,

€F

F) =z~ | ’

= : Supposons d(z, F) = ||z — xo||.

Si z —xo¢ F+ alors il existerait y € F,y#0 tq (z —x0/y) #0. En prenant )\:%

(y/r —x0—Ay)=0=(z — 20— Ay/Ay)=0. On utilise Pythagore = ||z —zo — Ay + Ay||?= || — 20— Ay[|*+

A ||y c’est a dire = ||z — (zo+ Ay)|| < ||z — zol| car A5 0. Ceci est impossible car ||z — zo|| = inf {||z — y]|
€F

alors on a facilement

lorsque y décrit F'}, donc z — xp € F'+

OnaE=F@Ft=VzcFE 3 (xy,m)eF xFttqr=x1+mrset 21=pp(x) et z2=pp.(z)=2=pr(z)+
pFL(ZE)
Pour cela il suffit de montrer que VyeF |z —y|| > |z — pp(z)||. Eneffet Vye F |z —y|*= |z —pp(z)+
T ert
pr(x) =yl =l =yl > llz — pr(z)|| = pr(z) réalise d(z, F).
er



Exemple d’application :

Soit @ un vecteur non nul de E. On note D =R a et H 'hyperplan orthogonal & a. Calculer d(x, D) et d(z,

H) en fonction de ||z|| et {(a/z).

Onsaitque E=D®H& E= ]Ra@(]Ra)J‘.Ver x=x1+x2 avec 1 € D et x5 € H. On sait que pp(x) =

lajz) (a/z) (a/x)

21 et py(z) =20 1= T Te=1 = ta A retenir : :cQG(IRa)2 ssi T2 =T —
Donc pp(z) = <” /”2) aet py(z)=x— <|l|1a/|g|52 a. Doud(z, H) = ||z — pu(z)| = Hx x+ (ﬁl/ﬁ? = ‘(ﬁ/gﬁ)‘ et d(x,
D)=l = pp(a)| = llz = Lk all = lpa(@)].

D'apres Pythagore [[z[* = [pp(@)||” + [ pu(@) > = | pu(a) > = =] - G a2 = fla)? = SLE D (e,

D)=z~ 7

llall?

Remarque : La matrice précédente est symétrique, elle donne ’expression du produit scalaire dans la base B.

I1.1.

En effet X =%x1,....20), Y =" (y1, -0y Un),  (2/y) :tXGBY:Z?:1 Z?:1 x;yj (ei/e;)
Si p est la matrice de passage de la base B & une autre base B’ de E alors on a la relation Gz ="PGgP

Bases orthonormales

Soit B = (e, ..., €,) une base de E, soit t € B, x ="

L wie; et X =21 xp,). On note Gp = ((ei/ej>)1<i i<n

matrice du produit scalaire dans la base B.

L’étude faite au paragraphe I nous donne les propriétés suivantes :

II. Espaces Euclidiens
Def : On appelle espace euclidien un espace préhilbertien réel de dimension finie 7, non nulle.
Def : On appelle matrice du produit scalaire dans un base B = (e1, ..., €,), la matrice Gg = ({ei/e;)), _, j<n EMa(R)

la

1. Pour tout sous espace F' d’un espce euclidien on a : E=F @ F=+ et Fti=F
2. Un espace euclidien admet au moins une base orthonormale.
Toute famille orthonormale peut étre complétée en une base orthonormale.
3. Soit B=(ey, ..., e,) une base de E, les propriétés suivantes sont équivalentes :
a. B est orthonormale
b. Gg=1,
c. Ve,yeE (x/y)=>"_ | ziy;i="XY
d.VzeE |z|?=X | 27="XX

4. Si B = (ey, ..., €n) est une base orthonormale de E, alors Vo € E =" | (x/e;) €;, c’est a dire Vz € E,
Vie[l,n] z;=(z/e;). En effet, soit e £ z= 2?21 xie;=(x/e;) = < 2?21 T; ei/ei> =z, (e;/e;) =x;

5. Soit £ un R espace vectoriel de dimension n, on munit E d’une structure d’espace euclidien en considérant
une base B de E comme une base orthonormale, le produit scalaire est alors donné par (z/y)=>"7"_| @; yi.
La situation précédente appliquée & E = R™, B la base canonique de R"™ confére & R™ une structure eucli-
dienne dite canonique.

I1.2. Endomorphisme remarquables d’un espace euclidien

Adjoint d’un endomorphisme

Def :

Soit f € L(E), on dit que f admet un adjoint ssi il existe f*€ L(E) tqVax,yeE (f(x)/y)=(z/f*(y))

f* est appelé adjoint de f. On 1’a déja vu avec les projecteurs, donc p*=p

Théoréme : Si f admet un adjoint, alors cet adjoint est unique.

Démo :

Soit f{, f3 € L(F) deux adjoints de f, on a alors Va,y € F < (x)/y) = (x /f1 ))

(z/ fily)) —(z/ fi(y)) =0=Va,ycE (z/fi(y) - fi(y)) =0= fily ( )
le produit scalaire est une forme définie, donc Vy € E  fi(y ) Bly)y=0= f1

</f2 )=V, ye
€ E+ or EL={0} car



Propriété : Soit A€R, f, g€ L(E) admettant des adjoints. Alors :

1.
2
3.
4

Démo :

1.
3.

A f+ g admet un adjoint et (A f+ g)*=A f*+ ¢*

. Idg =e admet un adjoint et e*=e

go f admet un adjoint et (go f)*= f*og*= (f—l)*:(f*)_l
f* admet un adjoint et (f*)" = f
Ve,yeE

(ANf+9)(@)/y) = Juy 4+ (g@)/y) =X {x/ () + (x/g"(y)) = (x /X [*(y) + 9"(v)) = (x /(N f +
9NW)=Af+g)" Af"+g
{
((g

e(z)/y) =(z/e(y)) =e"=e
D@ /y)=(9(f@) [v)=( 0))={/1(5°W) ) =(x/(f*o )W) = (g0 ) = fog"
De plus fo f~ 1—eé(f fY) =e ( ) off=e=(f* )71:(f_1)*

4. (f*(x)/y) = (y/ f*(x)) = (f(y)/x) = (x/ f(y)) car le produit scalaire est symétrique et par la définition

de l'adjoint (prise & l'envers) = (f*)" = f

Propriété : Image et noyau de l’adjoint : Pour tout f€ L(E) Ker f*=(Im f) et Im f* = (Ker f)

Démo :

OnaKer f*={ycE | f*(y):O}:{yeE / Yz eE <f*(y)/x>:0}:{y€E / Yz ek
<y/f(:c)>:0}. Or (Imf)L:{yEE | YacE <f(x)/y>:0}:{y€E / YaeE <y/f(z)>:0}:s
Ker f* = (Im f)J‘. Mais on a une définition symétrique par rapport a f et f* d’ou Ker f = (Im f*)J‘ =
(Ker /)" = ((m f*)l)L:Im 7

Propriété : Matrice de ’adjoint dans une base orthonormale

Démo :

Soit e = (e1, ..., €,) une base orthonormale de E. On pose M (f)=A ; M (f*)=A*. Alors A*=1A
f*adjoint de feVa,yeE  (f( x /y>:<x/f*(y)><:>VX,Y€Mn,1(]R) HAX)L,Y="XI,AY &V X,

YeM,1(R) 'XTAY =X A*Y & A* =

Conséquence : Un endomorphisme et son adjoint ont le méme polynéme caractéristique donc si I'un est diagonali-

sable, 'autre 'est également.

Def : automorphisme : morphisme de E dans E, bijectif
1. Un automorphisme F' de E est dit orthogonal ssi f*= f~!' cest adireVa,ye E (f(z)/y)=(x/f"'(y))
2. Un endomorphisme f € L(FE) est dit :
e symétrique ssi f*=f, cest adireVz,yeFE < T / > < / >
e antisymétrique ssi f*=— f, cest adireVa,yc FE < / > = < /f(y)>
Théoréme :
1. Si F est un sous espace de E stable par f alors F- est stable par f*
2. Si F est un sous espace de E stable par f* alors F* est stable par f
Démo : F est stable pour f<VzeF f(x)eF
1. Ft={yeE | VzeF (x/y)=0}. OnaVa,ycE (f(z)/y)=(z/f*(y)).
Soit ye Fralors Vo e F (y/z)=0, de plus (z/ f*(y)) =(f(z)/y). Orz € F= f(z) e F= (f(x)/y) =0
car y € F+= (z/ f*(y)) =0, pour tout z € F = f*(y) € Ft = F' est stable par f*.
2. Si F est stable par f* alors d’aprés 1°) F'* est stable par (f*)" = f.
I1.3. Groupe orthogonal d’un espace euclidien

f est un automorphisme orthogonal ssi f*= f~!, c’est a dire Vz,y€F <f(x)/y> = <x/f_1(y)>

Propriété : L’ensemble des automorphisme orthogonaux est un sous groupe du groupe GL(FE) (groupe des endomor-
phisme inversibles de E). On le note O(E).

Théoréme : Le déterminant d’'un endomorphisme orthogonal (et donc d’une matrice orthogonale tA= A~1) vaut =+ 1.



Démo : On a f*= f~! = dans une base e orthonormale de E on a : M.(f)=A et M(f*)="'A. De plus on a f*=
FTlaM(f)=Mc(fY) cestadirte A=A 1= tAA ' =T=det’'Adet A=1= (det A)?=1=det A==1

I1.3.1. Caractérisation des automorphisme orthogonaux

Théoréme : Soit f € L(F), E espace euclidien. Les trois propositions suivantes sont équivalentes :
1. Ve, ye B < /f > (x/y). On dit que f conserve le produit scalaire.
2.VzeE |f(x)|=|«]]. On dit que f conserve la norme.
3. feOo(pr).

Démo :
1=2:Prendre z =y

1 1
25 1:Va,ye B (f@)/ ) =2(1@)+ F@)I2 = 1)~ F@I?) =2z +yI?~ llz ~ yI?) = (/)
1=3:Si f vérifie 1°) alors f vérifie 2°). Soit z €Ker f < f(r)=0<| f(2)]|=0<|z||=0<2=0=Ker f =
{0} = f est injective = f est bijective car E est de dimension finie.
OnaalorsVz,ye E <f(:c)/y>:< /f > (x/f M y)) cest adireVa,ye E (f(x)/y) =
(z/fNy))=f*=f""donc f€O(E).
3=1:Si feO(B) omava,yeE (f@)/fw)=(x /1 (Fw))={z/ (1)) =(a/v)
Théoréme :
1. Un endomorphisme f est orthogonal ssi I'image par f d’une base orthonormale est une base orthonormale.
2. Un endomorphisme f est orthogonal ssi sa matrice M dans une base orthonormale B de E vérifie "M M =1
Démo :
1. Supposons f orthogonal Soit B = (ey, ..., e,) une base orthonormale de F. La conservation du produit sca-
laire V ¢, j € [1,n] < €; /f €; > (eifej) =0ij
2. Onsait que Ve e E | f(x)| =zl = (f(z)/f(z))=(z/z) =" (MX) MX)="XX=>'X'MMX ="XX=
‘MM=1
Théoréme : Les seules valeurs propres réelles de f automorphisme orthogonal sont 1 et — 1.
Les sous espaces propres de f sont orthogonaux.

Démo :
Soit A € R, A valeur propre de f ssi 3x#0, z € F tq f(z)=Az. La conservation de la norme donne || f(z)|| =
INz||= |zl =Xz]|=z| (1= |A)=0=1—|A\[=0=A=+1 car z#0.
Supposons que 1 et — 1 sont valeurs propres de f, les sous espaces propres associés sont Ker(f — e) et
Ker(f+e). V(z,y) €Ker(f —e) x Ker(f+e) onsait que (f(x)/f(y)) = (x/y) or (f —e)(x)=0= f(z)=
et (f+e)(y)=0= f(y)=—ydoncona (z/—y)=(z/y)=2(x/y)=0=(z/y)=0=Ker(f —e) et Ker(f+
e) sont orthogonaux.

I1.3.2. Matrices orthogonales

Def : Une matrice M € M,,(R) est dite orthogonale ssi ‘M M =1
Propriétés :

1. Le spectre de M Cc {—1,1}

2. Ledet M ==+1

3. Le systéme des vecteurs colonnes (respectivement lignes) est une base orthonormale de R™ muni de sa struc-
ture euclidienne canonique.

I1.4. Endomorphismes symétriques et antisymétriques

Propriétés : Une application f:E — E est un endomorphisme symétrique (respectivement antisymétrique) ssi
Va,ye B (f(x)/y)={(x/f(y)) (respectivement (f(z)/y)=—(z/f(y)) )

Démo : Vérifions que cette relation assure la linéarité de f
Va, o' € R, Vuz, x’yGE <f(ozz+0/$//y>*<a$+a/$//f(y)>:a<x/fy> /<//f >:

a(f@)/y)+a (@) /y)=(afl@)+a' [(@)/y) =V yeE (flazta’s)—af(z)—a' f(z)/y)=0=
f(a:l:—f—a’x)—af() o f(x)y= O:Iahnearltedef

Propriété : Caractérisation matricielle



L’endomorphisme f est symétrique (respectivement antisymétrique) ssi sa matrice dans une base orthonor-
male est symétrique (respectivement antisymétrique).

L’ensemble S(F) des endomorphisme symétrique et A(FE) des endomorphismes antisymétriques sont des sous
espaces supplémentaires dans L(E). En effet V f € L(E) on a f =s+ a avec s = f+f €S(E) et a= % €

A(E). Remarque : a* =1 _Qf** =1 _Qf* =—a=>a est antisymétrique
Soit g C S(E) N A(E) :,{ .29 = g=0dou S(E)NA(E)={0}.
Propriétés des endomorphismes antisymétriques :
1. Soit feL(E); feAE)ssiVaeE (f(z)/z)=
2. Pour f€ A(E), 0 est la seule valeur propre éventuelle de f.
3. L’image et le noyau de f antisymétrique sont supplémentaires orthogonaux.
4. Si F est un sous espace de E stable par f € A(FE) alors F- est stable par f.
5. Si f est antisymétrique alors fo f est symétrique.
Démo :
L.OnaVe,yeE (f(x)/y)=— (x/f(y)) (f antisymétrique). Si y =z alors (f(x)/z) =— (z/f(z)) =
2(f(x)/z)y=0=(f(z)/z)=0

2. Soit A € R valeur propre de f=3x#0;2€E tq f(z)=XAzor (f(x)/z)=0=Az/z)=0= X |z|*=
0=X=0 car z#0.

3. On a f*=— f. On sait que Ker f*= (Imf) . Or E:ImeB(Imf)J‘:Imf@Kerf.
=Ker(— f)=Ker f

Propriétés des endomorphismes symétriques :
1. L’'image et le noyau de f sont supplémentaires orthogonaux.
2. Les sous espaces propres de f sont en somme directe orthogonale.
Démo :
1. Méme démo que le 3. des propriétés des endomorphismes antisymétriques

2. Soit x et y deux vecteurs propres de f associés a des valeurs propres distinctes A et p. On a donc f(x)=Az

et f(y) = py. De Végalite (f(x)/y) = {(x/f(y)) ona Xz/y)=(z/py)=(\—p)(z/y)=0= (z/y)=0
donc les sous espaces propres sont deux & deux orthogonaux.
On va montrer que f est diagonalisable = la supplémentarité des sous espaces propres.

Propriété : Le polynéme caractéristique Py d'un endomorphisme symétrique f est scindé et toutes les valeurs pro-
pres de f sont réelles.

Démo . Si ga ne vous intéresse pas, on a trois portes dans 1’amphi, c’est pour que vous puissiez sortir par celle qui vous parait la plus proche.
Soit B une base orthonormale de E et M =Mp(f) ; f€S(E).

M € M,(R). Considérons M comme étant une matrice appartenant a M, (C) alors M a un polynéme carac-
téristique scindé sur C. A une racine A de Py on associe X =*(z1 -+ x,) € M, 1(C), X #0tq MX =\ X.

Considérons maintenant X = (Z7 --- ;). On a la relation ‘X M X =X A X = A'X X. « On transpose et on
conjugue » : [XMX]|="NXX] X MX=NXX=XMX =AXX = XMX=AXX (+%)

Comme M est réelle alors ‘M =M = M (car M est symétrique). D’oit (x%) = X M X = X X=X\ X =
MX X = ()\—)\ )tXXzo or ’5XX:Z:Z.:1 2?74+ 0= A=\ = )\ est réel = Py est scindé sur R.

Théoreme fondamental : Tout endomorphisme symétrique f d’un espace euclidien E est diagonalisable.
Plus précisément, il existe une base prthonormal de F formée des vecteurs propres de f.

Démo par récurrence sur la dimension de E :
On sait que f € S(F) admet au moins un vecteur propre qu’on note e; qu’on normalise. D’autre part on sait
que F = (e;) est stable par f, donc F1 est stable par f* = f (s symétrique) = f induit sur F+ un endomor-
phisme symétrique g. L’hypothése de récurrence assure I'existance d'une base (eg, ..., €,) de F+ formée de
vecteurs propres de g donc de f. On considére alors (e, ea, ..., €,) est une base orthonormale de F formée de
vecteurs propres de f.

Théoréme : Si M € M,,(R) est symétrique alors : C’est la traduction matricielle du théoréme précédent.

e Son polynoéme caractéristique est scindé dans R[X].

e Il existe une matrice P orthogonale telle que P~! M P soit diagonale.



Exercices

Exercice 1. Soit E un préhilbertien réel et B = (eq, ..., e,) une famille de vecteurs normés de E.

On suppose que Vz € E, |lz|*=Y""_, (z/e;)*. Montrer que B est une base orthonormale de E.

Démonstration. Montrons que B est orthogonale :

. n 2 2 i=1..n i=1l..n 2 ..
Siw=e; alors |lej||2=371_, (ej/ei)”=(ej/ei)”+ 30, (ej/ei) = 1=1+ 32 "" (ej/e))" = Vi, j € .cce.
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