Formes bilinéaires symétriques, Formes quadratiques

I. Généralités

Def : On appelle forme bilinéaires sur £ x E toute application ¢: F x E— K telle que :
i. VaeK,Vz,z2',yeE (p(Oz x+ y) =« <p(ac, y)+ (,0(.%'/, Y) (i est linéaire par rapport a la lére place)
. VeK,Va,y,y€E o(z,By+y’)=0¢(x,y)+ ¢(x,y’) (¢ est lintaire par rapport a la 2éme place)

Proposition : Soit ¢ une forme bilinéaire sur F x E. Soit aq, ..., ap, B1,..., Bn €K et z1,...,Tn, Y1,..., yn € E alors

n p n p n P
<,0< Z oG X+ Z 6iyi> = Z 041'90<35i7 Z 6iyi> = Z oy Z Bie(i,y;)= > oifie(i,ys)
im1 i=1 im1

j=1 i=1 j=1 1<isn
1<j<p

-
EN

: Une application ¢: E x F— K est dite symétrique ssiVz,y€E  o(z,y)=¢(y, ).

-
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: Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique sur £ x E.
On appelle forme quadratique associée a ¢, Iapplication ® de E dans K définie par Ve € E  ®(z) = p(x, ).

Exemple : Le produit scalaire canonique de R™ défini : f: I(R(xx R :c—)> (H; y )) =Y ay
- 1 n)y (Y15 -5 Yn i—1 Ti¥Yi

R™— R
= (X1, 00y ) = B(2) = f(2,2) =31 | @7

alors la forme quadratique associée & f est définie par ®:
Propriétés :
1L.VXeK,VeeE o\ z)=9pAz, \z)= ¢(z,z) =)\ ®(x)

2.V, ye B @@+y)=v@+y,z+y)=2()+20(x,y)+2(y)
Pz—y)=pl@-y,z-y)=2() - 2p(,y) + 2(y)

ff@(ﬂ“ry)—‘P(:E—y)=4<p(w,y)ffso(w,y)Zi(‘I)(ery)—‘1>(w—y))

Donc étant donnée ® forme quadratique sur F, elle provient d’une unique forme ¢ bilinéaire symétrique sur
E. ¢ est appelée la forme polaire de ®.

Interprétation matricielle On suppose que dim E =n.

Def : Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique sur E x E et B= (e, ...ey) une base de E.

On appelle matrice de ¢ dans (on dit aussi relativement a) B et on note Mp(p) = (¢(es, ej))1<i i<n

Exemple : Considérons £ =1R? muni de sa base canonique B = (ey, e2) ; Soit o, B € R,
ot 0 RZxR?Z—R
7 ((@1,22), (91, 32)) = 1 2+ B (21 92+ T2 31) + Y T2 Y

i Jinéai a1 2 2 . — [ wler,er) wler,e2) \ —
I(l aes‘; clair que ¢ est une forme bilinéaire symétrique sur R* x R* et on a : Mp(p) ( olemer) len e )
B8 'v)

Proposition : Soient ¢ une forme bilinéaire symétrique sur E x E, B une base de E, B = (eq, ..

x Yy
p= Y0 we Y=Y, yz-ei;Onposex( )y( )

Tn Yn

wen), A=Mp(p), et

On a alors p(z,y) ="X AY € Mj 1 : c’est un scalaire

Démo : En notant B = (e, ..., e,) et A= (ai;)1<i,j<n €t Xz( I ) :( )
alors @(z,y):go( Z? 1 Li eiﬂE? 1 yiei) Zl<z ,j<n TiYip (6“6]) Z (Zl 1 alJyz)
or 'X = (z1,...,x,) et AY = (ZJ 1015Y5 DGy Anj Yy ) donc @(z,y) =" x1(21 1 aijyj) =IXAY

Changement de bases Soit B = (e, ..., ;) ancienne base de E, X =%z, - =, ), B’ = (e1, ..., e;,) la nouvelle
base de F, X'="%(z; .. 2/, ) et P la matrice de passage de B a B'.
On sait que X =PX’' Y =PY".




On pose A=Mp(p) ; A'=Mp/(p).

o(r,y)="XAY

oo y) Uiy = XAY =XV A, Cest adire (PX') APY' =X A'Y'= X" "PAPY'='X' A'Y'

=A'="PAP

II. Orthogonalité pour une forme bilinéaire symétrique

Def : Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique sur E x E, ® la forme quadratique associée a .
Rappel : Vz,y€ FE <p(x,y):%(<1>(a:+y)—<1>(a:—y))
1. Soit z, y € E. On dit que z est orthogonal a y pour ¢ ssi ¢(z,y)=0.

2. Soit x € E, A une partie de E. On dit que x est orthogonal & A pour p ssiVac€ A ¢(x,a)=0.

3. Pour toute partie A de F, on définir 'orthogonal de A pour ¢, qu’on note A+ (ou AJ‘“’)
At={z€E | VacA p(x,a)=0}.

4. Une famille (z;);er d’éléments de E est dite orthogonale pour ¢ ssi Vi, je€l,i#j ¢(x;,2;)=0.

Def : On appelle noyau d'une forme bilinéaire symétrique le sous espace de E+ autrement dit :
Ker(p)=Et={z€E | VyeE ¢(z,y)=0}
R?2xR?—R
7 (w1, 22), (31, Y2))— z1 Y1’

Ker(p) = {(z1,22) €R? / V (y1,42) €R? @(z,y) =021y =0} = {(21,22) e R?* |/ 21=0} ={(0, z2);
x2€R}={22(0,1); z2€ R} =Vect (0,1) c’est une droite vectorielle.

1. Soit K=R ; E=R? Il est clair que ¢ est bilinéaire symétrique.

2. E=C? ; o(x,y) =21 y1 — T2 Yo

Ker(p) = {(v1,22) €C? / ¥ (y1,42) €C? wryn —w23p=0} = {(21,22) €C* / si (y1,42) =(1,0) = 21 =0
;osi(yn,y2) =(0,1) = 22=0} = {(0,0)}

-]

ef : On dit qu'une forme bilinéaire symétrique ¢ est non dégénérée ssi son noyau est réduit au vecteur nul.

-
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1. Un vecteur z de E isotrope (pour ®) ssi ®(z) =0 (c’est a dire p(z,2)=0)
2. On appelle cone isotrope de ® I'ensemble des vecteurs isotropes de ®.
3. Un sous espace vectoriel F' de E est dit totalement isotrope ssi F C F+

Exemple : Soit ¢ la forme bilinéaire symétrique définie sur C? par ¢(z,y) =21 y1 — T2 Y2

On a montré que ¢ est non dégénérée car Ker o= {(0,0)}
x est isotrope < ®(x) =0erl—13=0=x1==+29
d’ott deux droites de veteurs g-isotropes engendrées par (1,1) et (1,—1).

On dit qu'une forme bilinéaire symétrique ¢ est définie ssi son seul vecteur isotrope est le vecteur nul.
Remarque : Si une forme bilinéaire symétrique ¢ est définie alors ¢ est non dégénérée.  La réciproque est fausse en général.
Démo :

On a ¢ définiedonc V€ E ¢(r,2)=0<2=0

Cherchons Ker ¢ Rappel : Kero={zc€E /VyeE ¢(z,y)=0}
SizeKerp=VyeFE ¢(x,y)=0. En particulier si y == alors ¢(z,z) =0. Or ¢ est définie = x =0 donc
Ker ¢ ={0} donc ¢ est non dégénérée.

Propriéteés : Notation : (z)=Vect(x)

1. Soit A une partie de E espace vectoriel alors A+ est un sous espace vectoriel de E. De plus A+ = <A>L



2. Soit A, B deux parties de E on a:i) AC B=A+>B*
it)AC AT (égalité dans E euclidien)

3. Pour tous sous espace vectoriel F et G de E on a : a) (F + G)J‘ =FinGgt
b) (FNG) > F++Gt
4. Si x € Ey est un vecteur non isotrope, c’est a dire z # 0, et (z,x) #0 alors E = () @z

DeplusVyeFE y-— ‘pgéx) rext.

Démo : Démo a apprendre, elle sera demandée en colle !

Vous étes libre de discuter maintenant, mais je vous embéterai 1la dessus, je me vengerai !

1.VaeA ¢(a,0)==0€At=At+o
Va,BeK,Va,yc A+ ax+pyc’ AL
VacA plax+ By,a)=ap(x,a)+Bp(y,a)=a0+B0=>ar+ fyc At
Donc AL est un sous espace vectoriel de E.

2. i) On a A C B et montrons que A+> B+ :
Soit y € B+ donc Vb€ B ¢(a,r) =0 donc forcément ¥ a € A (donc a € B), ¢(y,a)=0=yc At=BLtcC At

i1)Soit a € A, comme ¥V x € A+ p(a,z)=0 donc V€ At <,0(:E,a):0¢a€(AJ-)J‘ﬁACAJ-L

FCF+G=Fto(F+G)"
GCF+G=G > (F+G)*"
Réciproquement si x € F- NG+ alors Vye F o(x,y)=0et V2€G ¢(x,2)=0.

Pour tout h € F+ G il existe (y,2z) € F x G tq h=y+ z.

Dot p(h,z)=p(y+2,2) = p(y,2) + ¢(2,2) =0+ 0=0=>z € (F+ Q) = F- NG+ C (F+ Q)"
S FinGt=(F+a6)"

3. a) }¢FLmGLD(F+G)L

R A A

4. Soit ze(w>ﬂxl©{z§;ﬁ> @{igi}i{;gzzaz = p(az,z)=0=a=0 car p(x,z)#0 donc z=0 donc (x)N

1_ _ ey, ) ey, z) ey, ) _ ey, z) _
a=={0}. VyeE y="grty— G wor sa(:c, e O :c) p(@,y) =55y ele,2)=0
ey, z) et

®(x)

donc y —

II. Construction d’une base orthogonale

On suppose que dim F =n
Remarque : Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique sur F.

Si p(z,2)=0,Vxe€E avec ¢+ (0) alors K est de caractéristique 2. Clest a dire que 1+ 1=0 dans K.
Démo :

p#(0)=3 20, yo€ L tq ¢(z0,yo) # 0. Posons ¢(xo, yo) == @(&ifo, yo) =1L

Donc 31,11 € E tq o(x1,y1)=1. MaisVzeFE ¢(z,2)=0.

Prenons alors =1+ y1 = (21, y1, 21+ y1) =0= (21, 1) + @(x1, y1) + L (Y1, 1) + (Y1, y1) =0
=04+14+140=0=141=0= K est de caractéristique 2.

Corrolaire : K est de caractéristique #2 et ¢ # (0)=3be E\{0} tq ¢(b,b)+#0.
Théoréme : Soit E un K espace vectoriel, K de caractéristique #2. Si dimE=n>1.

¢ forme bilinéaire symétrique non nulle sur E, alors il existe une base (by, ..., b,) de E orthogonale pour ¢
c’est a dire (by,...,b,) base de E et ¢(b;,b;)=0sii+j.

Démo : par récurrence
e n=1.dimE=1E=(b) rien & démontrer.

e Hypothése de récurrence : V F' espace vectoriel de dimension n — 1, g forme bilinéaire symétrique sur F' alors
il existe une base de F' orthogonale pour g.



e Soit ¢ forme bilinéaire symétrique sur F, dim F =n
o Si¢@=(0) toute base de F est orthogonale pour ¢
o Si¢@=#(0) (corrolaire)=-3 by € F, by non isotrope c’est a dire ¢(by, b1) #0
On sait que F = (b;) © bt .
On pose F=bi ={x € E tq ¢(b1,z) =0} ; Soit g la restriction de ¢ & F.
D’aprés 'hypothése de récurrence, F' admet une base orthogonale pour g, c’est a dire qu’il existe (by, ..., by)

base orthogonale de F' pour g. (g(bi, b;j)=0si i+ j pour tout 2<1, j <n).
On vérifie que (by, ba, ..., by) est une base orthogonale pour .

Exemple : Soit £ un R espace vectoriel de dimension 3 ; e = (ey, €2, e3) base canonique de E.

(Le prof) Faut que j’écrive bien parce que j’arrive pas a me lire... (Les éléves) >_< !
p que ) p que ) p

1 2

4 —2 |

—2 1
Prenons by =e1 et ¢(b1,b1) = ¢(e1,e1) =4. On a bien by non isotrope. Donc E = (b1) @ by
bl:{zEE / (z,b1)=0}. Donc x =12, e1+ X9 €9+ T3 €3 € b ssi o(z,01) =05 p(r1e1+ x2e2+ X3€3,€1) =
0& x1p(er,e1) +x2p(ea, e1) + a3 p(es, e1) =04z +a0+223=0.

Soit ¢ la forme bilinéaire symétrique sur F donc la matrice est A= ((p(ei, e J)) avec A= (

[SEEN

Construire une base (b1, b, b3) orthogonale pour .

x1 x1 1 0
by={zx€E |/ 4dx1+ 22+ 223=0} $:<12>€bf‘ssixz(—4951—213):901(—4>+$3<—2>:>bf‘:

R(EED) S

1 0 1
Posons MgzbfﬁdimM2:2 s et Moo= << —4 ),( —2 >> ; Choisissons b2< —4 ) ; bo est-il isotrope ?
0 1 0

Or (b, b2) = (b2, 1 — 4 ea) = (ba, €1) — 4 p(ba, €2) = —d p(e1 —d ez, e2) = — 4 (e, €2) + 16 p(ea, €2) = — 4 X
1416 x 4=60. M= (by) ®by. Cherchons by ={z€My / @(z,b2)=0}={2€M> | @(z,e1—4e2)=0}
_ _t _ _ [ 4z1+220+223=0 _ [ 4z1+220+223=0

={z="(21 = =) tq z€Myet 9"('2’61_462)_0}_{w(zl,elflzofiga(z,e»:o —{¢<§161,262>+Z<Z2ez,62>+~..:o

:{4zl+22+223:0 (1) i{ )+ (2)=521+522=0 ¢{ 22 done bf<( _22>>

z1+422—223=0 (2) (2)=>22z3=21+422 Z3=—52 _3

11 suffit de prendre b3=(2 -2 —3).

Donc (by, ba, b3) est la base de E orthogonale pour ¢ cherchée. On sait que (b1, b1) =4 ; ¢(ba, ba) =60 ; w(bs,
bg) = — 15.

Remarque : On avait e = (e, ea, e3) et on a construit une nouvelle base B = (b1, b, b3).

40 0
On sait que Me(cp)A;MB(cp)<0 60 0 )A’.

00 —15 11 9
Soit P la matrice de passage de la base e a la base B:>P:<0 —4 —2).

00 -3
On sait que A'='PAP.

. 1 @i y1 Y1 ) @ ]
Depluss1z<zz> ~ | @b et y<y2> | yh .Ons&utque(m)P zb |-
3 Je x5 | Yz Je vs |B z3 x5
On a alors ¢(z, y) = (] by + @3 bo + 25 b, y1 bi + y2 ba + y3 b3) = @1 y1 (by, b1) + 25 Y5 p(ba, b2) +

x5 y5 (b3, b3) =4z yi +60 x5 y5 — 15 x5 y5 = P(x) =421% + 60242 — 15 24>

III. Formes quadratique sur une espace de dimension finie

Soit E un K espace vectoriel de dimension finie n. Soit ® une forme quadratique sur E et ¢ sa forme polaire.
En notant B = (eq, ..., ;) base de E, on sait que Mp(¢) = A € M,(K) ; A est symétrique. A = (a;j)1<i,j<n avec
a; ;= (e e;). oz, y)="XAY onz=(21,....00) > X =21 20 )5 Y=Ulyoors Yn) > Y =" p1 = wn ).
D’ou ®(z) = 2?21 2?21 AT T5= 2?21 a2+ 2 Z?g,jgn ;T T
Def : On appelle matrice d’une forme quadratique ® dans une base B de E la matrice de sa forme polaire.
Donc Mp(®)=Mp(p).

K"—K

Remarque : Soit ®: est une forme quadratique sur K".
—emarque ZEZ($1,---,$n)'—>‘1)(96)E]Kzzlgi,jgn QG T5 T a a



Sa forme polaire ¢ s’obtient en écrivant : (z,y)=>"""_ | ®ijTiy;+ % Zif i<n Qig (Tiy; +T51i)

C’est a dire que ¢ s’obtient par la régle de dédoublement des variables. Autrement dit :
2

XTi ~ T Yi 5 Ty T~ % (zi y; + x5 yi). Ainsi la matrice de ¢ dans la base canonique de K" est a;; = «a;; et
Qijlig; =5 i
Def : On appelle rang de ® (ou rang de ¢) le rang de Mp(P)
Ce rang ne dépend pas du choix de la base et on le note rg(®) ou rg(y).
Remarque : Si B=(ey,...e,) et B'=(e],..., ;) sont deux bases de E et P la matrice de passage de B a B’
On sait que M p/(®) ="PMp(P) P
Si on note A=Mp(®) ; A’=Mp/(P). On a donc A’="PA P ; les matrices A et A’ sont dites congruentes.
Propositions : Soit B = (ey,...e,) base de E et A=Mp(®). Soit e £ x=>"_ zie;et X ="z, .. a,).
i. Le vecteur X est dans le noyau de ® ssi A X =0
ii. On sait que rq(®) +dim(N(®))=n
iii. ® est non dégénérée, c’est a dire N(®) ={0} & rq(®) =n< Mp(P) est inversible

iv. ® est non dégénérée ssi det( Mp(P))#0

IV. Formes quadratique avec [IK =R

® forme quadratique sur E qui est un R espace vectoriel et ¢ sa forme polaire.

Def : Une forme quadratique ® sur un R espace vectoriel est dite
e positive (respectivement négative) ssi Va € E ®(x) >0 (respectivement Vo € E ®(x) <0)
o définiessiVaeE ®(z)=0<z=0.

Remarque : @ est dite définie positive ssi Vo € E\{0} ®(z)>0.

Inégalité de Schwarz :

1. Soit une forme quadratique positive sur F alors Vz,y € E [cp(z, Y)]? < O(z) D(y)
2. Si ® est définie alors on a : [ @(z,y)]> =(z) P(y) = (z,y) lice.

Démo :

1. Pour z, y € E fixés, on considére I'application T: R—R. T:t— @tz +y) =tz +y,tz+y) =1t>(z) +
2tp(x,y)+ P(y) =0 car ® est positive.

T est une fonction polynomiale de degré 2 a condition que ®(z) # 0, de plus T est positive donc son discrimi-
nant A’ est négatif ou nul cest a dire A’ = [o(z, y)]* — 412 B (y) = [p(x, y)]> < () D(y).

Si ®(x) =0 alors on aura VteR, 2t p(x,y)+ P(y) >0 alors nécessairement p(z,y) =0 et donc I'inégalité de
Schwarz est encore vérifiée.

2. Si z est non nul, on a ®(z) # 0 car ® est définie. De plus [p(z, y)]* = B(z) B(y) = <I>(y _ ely) :I:) =0 (i

P(z)
suffit de vérifier en utilisant l'inégalité ®(z — y) = ®(z) — 2 p(z, y) + ®(y) ) comme P est définie = y —
Lpéﬂzx)y) z=0= ( ) liée. Rappel : Si le vecteur nul appartient & une famille, elle sera liée.

Inégalité de Minkowski :

. Soit ® une forme quadratique positive sur E alors Vz,y € FE \/ D(z+y) \/ )+ \/ P(y

=0
ii. Si ® est définie positive on a /®(z +y) = /®(x) + /P (y) :{ ou

IXNeRT tq y=Az (x et y sont dits positivement liés)

Démo :

L Pz4y)=vlx+y,z+y)=2()+2¢(z,vy)+ P(y) 2)+2/P(z) /P(y) + P(y) (inégalitée de Schwarz)

=0z +y) < (\/@ +\/q>(y))2;s\/q>z+y \\/<I>z+\/<13y




ii. Ve,ye E ®(z+y)=0(z)+2¢(z,y) +P(y) (1)

Si VO(z+y) =Pz +\/<I> :><I>:I:+y:<1> )+2\/ z) /P(y) +O(y) (2).

(1) et (2) p(z,y)=/P(z) /O y)>=(x )<I)( )ﬁ (:c y) hees d’aprés i) de l'inégalité de Schwarz.
Doncoublenx Ooubleny )\:U Commego ) =vVP(2) V/O(y) = o(x, Az)=/P(2)/P(Ax) = Ap(z,2) =
VO () A VP(y) = AP(z) =\ P(x)= A= |A|= A€ ]R+ donc (m, y) est positivement liéé.

Remarque : Soit E un R espace vectoriel de dimension finie n. Avec caract(R) =0 (£ 2)

Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique sur F ; On sait qu’il existe une base (by, ..., b,) de E orthogonale pour
o telle que @(b;,b;) =0si i+ j.

Soit xe E -T:Z?:l :E;bz 5 y:Z?:l yz/bz 5 (p('ray)zzzlzl :E;yzl (p(bzabl)
On suppose (b1, ..., by) numérotés tels que p(b; ;) >0; (b;,b;) <0et @by, by) =0.
1<isr r+1<j<r+s r+s+1<k<n

On appelle (r, s) la signature de la forme quadratique ®.

Théoréme d’inertie de Sylvester :

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n. ¢ unr forme bilinéaire symétrique sur E. V (by, ..., b,,) base
orthogonale pour .

En notant 7 = le nombre d’indice tels que ¢(b;, b;) > 0 et s tels que ¢(b;, b;) < 0 alors r et s sont invariants.
r+s=rq(p)=rq(P) ; ¢ forme quadratique associée & . Le couple (r, s) s’appelle la signature de ®.

Démo :

Soit B et B’ deux bases orthogonales pour .

[ M 1 [N s.e.v engendré par ces vecteurs] [ M’ 7 [N’ s.e.v engendré par ces vecteurs)
— ! __ / / ! I ! /
B*( bla-“ab’r‘ ) br+17--~7br+s 7br+s+1a--~;bn ) et B *( bla-“abr y Yr41y---9Ur4s T+s+15-~-5bn )
Lo(bibi)>0] | @(bj,b;)<0 | | w(br,bk)=0 | [e®,b)>0] | ob},b5<0 | | @(bh,bk)=0 |

Déterminons M NN’ :

Soit te MNN'alors teE M=x=x1b1+ -+ 2, bret '’ EN'=>x=2],1by1+ -+, b}

d'ott p(z,z) =23 ©(b1,b1) + -+ 22 (b, b)) =0 = p(z,2)=0

= x%Jrl (p(br—i-la br-i-l) + - :E% (p(bn; bn) < 0
dou ¢(z,z) =0=21} p(b1, b1) + - + 22 0(by, b)) = Vi€ [1,7] 27 @(b;, b;) =0 comme p(b;, b)) +0=2;=0
donc =0 donc M N N'={0} = la somme M + N’ est directe = dim(M @ N )=r+n—r'<n=r—r'<0=
r <r’ de méme en faisont un raisonnement analogue sur M’ N N on obtient r’ <r donc r =7’ et une démon-
tration « analogue » montrera que s = s’ donc r et s sont invariants.

4 1 2
Exemple : n=23; Soit ¢ ma forme bilinéaire symétrique sur E dont la matrice A= ((p(ei, ej)) =< 1 —4 —2 )

2 -2 1
) ) 40 0
On avait construit une base orthogonale pour ¢ et on a trouvé M, 5, 5,)(w)=( 0 60 0 |. On a donc (b1,
00 —15

b1) =4 ; o(ba, b2) =60 ; p(bs,b3) =—15 =r=2,s=1=(2,1) est la signature de ® forme quadratique asso-
ciée a .

11 2
Remarque : Soit P la matrice de passage de la base (ey, e, e3) & la base (b1, bo,b3) ; P = ( 0 —4 —2 )
0 0 3

On sait que X:PX'@( 2
x3

N——

:P(iz ):(ii)zP‘( i; ) c’est & dire X'=P ! X =TX en posant
T3

_1 S . =t x1+tiawe+tiz 3
T=P aT:(tij)' Dol { 2f=to1 21+ tazza+tagas
f=ts1x1+ts2wa+tazws
Or <I>( )= (z x) = @(x] by + 25 by + w4 b, ] by + w5 ba + x5 b3) = x> o(by, b1) + x4? (b, ba) + :c§2 o(bs, bg) =
2124+ 60 252 — 15257 =4 (t1y @1 + tra T + t13.23)° 4 60 (fa1 21 + tog o+ taz 23)” — 15 (t31 71 + t3o wo + 33 23)°

V. Méthode de Gauss

Soit E un R espace vectoriel de dimension finie n ; e = (ey, ..., e,) une base de E. Soit ®(z) = Y" | ay; 2 +
@11 -t Oln 1< <

221<i<j<n aijrizy = M(P)={ . i |=(ij)i15n
Qp1 *t Qpn



I1 choisit encore bien son moment pour sortir...

Cas I a traiter d’abord : 3 «;;# 0 par exemple ag1# 0 alors

— 2 n e oo n 2
P(x)=om @t +221) 5, 01T+ 2y i, MiTiT it Y, M
L reste ]

O(z)= au[m% + 2z Z?:z Z—iixj} + reste

2 2
n (65 ¥ n a1 . 2
(I)(;E) = 0411(1'1 + g =2 a_iixj) — 0511( E j=2 aﬁ xj) ~+ reste. S’il y a encore des carrés on recommence le cas 1.
nouveau reste ]

Cas II : Si tous les ay; sont nuls = &(z) :221<i<j<n a2 5. Jai;# 0 par exemple azz 0 alors

K

($ :20437.%'3,@7-1-21'32;:;; a3j$j+2x72;;; Q7T+ 22:;}531].#7 QT X
L reste ]
x) =2as7[r3rr+ 23 L+ x7 L'] 4 reste

)
() =2
(r)=2as7[(x3+ L") (x7+ L) — L L'] + reste , ,
(x)=2as7(xs+ L") (x7+ L) — 237 L L' +reste. On utilise la formule AB:(A+B) f(AfB) donc
L

2
nouveau reste |

’ 2 ’ 2
@(z)2a37|:(13+14 +CE7+L) 7(I3+L 7I77L) ]+reste

P
P

A

2 2

L'+ L\?2 - L'~ L\2
q;(z)zgom(%) ,20437(%) T reste

Exemple : n=4 ; K=1R.

1. Soit ®(z) =23+ 323+ 6x123+4x1204 —6x003+ 42304 — 42004 — 42 70
Décomposition en carrés de Gauss.

@(x)zm%—i—le (3:1:3—1—2304—2:52)+reste:($1+3x3+2$4—2x2)2—(3$3+2x4—2$2)2+reste
@(m):(x1+3$3+2$4—2x2)2—(3:1:34-2304—2:1:2)2+3x%—6$2x3+4$3$4—4x2$4
@(z):(x1+3z3+2z4—2x2)27z%—9:0%74z421+6:c2z3—8:c3z4+4:c2:c4

Oo(x)=—a3— 925 — 425 +6r03—Sw324+4T224

Oo(x)=— a3 +6x003 +4w004— 923 —42F —Sw324
<I)2(x):—[z372:c2 (3x3+2z4)} — 922 —423—-8x31y

<I)2(x):—[(z2—(3z3+2x4)2—(3z3+2x4)2} —9x§f4z421—8x3z4:—(z2—3x372z4)2+¢)3(x)

2 2
<I)3(x)(3x3+2z4)29x§4z4218x3z44z3x44[(“;m4) —(13;“) ](z3z4)2(x3x4)2

Donc ®(z)=(z1+3x3+ 224 —2 z2)2 —(x2—3x3—2 x4)2 + (z3— z4)2 —(x3— x4)2.
sgn(®)=(2,2)=rg(d)=2+2=4.

On sait que X=PX' & X'=P ' X.

N VAN o r .5 1
1=21—222+323+224 (1)+(2):>13_§m?+§z% zl—m}+§zzl+51mg:+5:n4
Si on pose b=a2—3x13— 214 = M =@2)=za=523— 574 = T2=22+52T3+5Ta
zh=x3+ T4 (3):>I2:Ié+g$§+éli $3:%Ié+%m‘/‘
A 5
Ta=T3— T4 (4)ém1:x{+2mé+%zé+%xi 14:%@’;7%@’1
b1 b2 b3 by
1232 1 1 . . .
P=1lo13 3 es - La base (b1, b2, bs, by) est une base orthogonale pour ¢ par identification on a :
1 1
00 73 €3
e
003 —3 *
12 12 /2 12 4 /2
Q) =1—21" —lay” +1ag” —1ay” =" xi@(bi, b)) = @(b1,b1) =1 ; @(ba,b2) = —1; @(b3,b3) =1 ; ©(bs,
1 (0)
_ _ -1 : _t
ba) =— 1= Mpy,65,b5,00) () = L . On sait que My, by,05,60) () = P Mey e9,eq,e0) (@) P
(0) -1

On arg(p) =4=dim(N(p)) =4—-4=0= N(¢)={0} = ¢ est non dégénérée.

-3
-3

2. g(x)=4x120+8x105— 6124 +4 2003 — 60224+ 142324

|4>wo
IL\JOL\J

w
RSN
-

Construire une base orthogonale pour gq.



(=

(x)=4z1224+ 21 (83— 624) + 22 (423 —624) + 142304 =4| 2122+ 71 (2353—%954)—1—:1:2(953—%354)} + 142324
3

:4{(:cl+:cg—%z4)(z2+2ng%z4)7(2z3—2z4)(z3—ax4)}+14z3504
:4(1'14’:03*%1‘4)(1‘24’213*%@4)* 4(213—%&)(@—%504)+14z3504
nouveau reste=Q(z) ]
C1tas—Saataat 20— Say 2 it as—Swg—aa+2x3—2ay 2
=4 2t 2 - — 2 + Q(x)

=($1+$2+3$3—31‘4)2—($1_$2_-T3)2+Q(‘T)'
Ou Q(:I:):—8$§+32$3x4—9xi:—8(m§—4$3$4) —9:1:421:—8(:1:%—2:1:3(2904)) —9z2=-8 (x3—2x4)2—
4:&21} — 923 =—8 (23— 2z4)° + 2322

D'ou q(x) = (21 4 xo+ 33— 324)° — (21 — 22 — x3)° — 8 (x3 — 224)° + 23 27 = sgn(q) = (2,2) = rg(q) = 4.
Soit ¢ la forme polaire de ¢. dim(Ker ¢) =4 —4=0=Ker ¢ = {0} = ¢ est non dégénérée.

zi=z1+z2+3x3— 324
. ;I — — — q .
Construction de la base orthogonale pour ¢ : On pose { *27 %1 —72 =% . On sait que X =PX'= X'=
T3=T3— 424
Iizﬂm
Lo, , b1 b2 b3 by
I12511+5I2713**I4 1 1 1 1 el
_ . N _ 1, 1 4 5 2 2 T T2
P~1X. On inverse le systéme [...] : { ©2=521—g22-2a5—52i = P= | T "1, 5| ¢, .
T3=x5+2x4 2 2 2
_ 0o 0 1 2 €3
Ta=1T4
00 0 1 e4

Dot la base orthogonale pour ¢ est B = (b, ba, b3, by).

10 0 o0
Comme on a q(z) =1xz1> — 1 24% — 8 x4% + 23 2% alors Mp(p) = Mp(q) ( 8 _01 _08 8 )
00



