Intégrales curvilignes

I. Champ de vecteur

Dans ce chapitre, n=2 ou n=3.
Soit U un ouvert de R™ muni de sa structure euclidienne canonique.

On dit qu'un domaine D C R™ est un champ de vecteurs si a tout point M € D on fait correspondre un vecteur
D—R"

V(M) d’origine M et dont les composantes sont des fonctions des coordonnées de M. Ainsi V : MoV (M)
—

Exemple : Si n=2 alors V(M) = (P(:c, y), Q(z, y)) avec M (z,y)

II. Intégrales curvilignes d’une forme différentielle le long d’un arc AB

Au champ de vecteurs V (M) = (P(:I:, y), Qz, y) ) On associe la forme différentielle w = P(x, y) dz + Q(x, y) dy.

Soit (C) une courbe dans D et joignant les deux points A et B. (C) définie par la représentation paramétrique

{ zzzg; . le point M de coordonnées z(t) et y(t) décrit I'arc AB quand ¢ varie entre a et b.

II.1. Def: L'intégrale fA/B P(x,y)dx+ Q(x,y)dy= fA/E V(M) dM est appelée intégrale curviligne (ou circula-

tion de V' (M)) le long de l'arc AB.

Remarque : M = (:I:(t), y(t)) = O_l\)/[:( IEE) ): OM' = d;)tM :( I Et ) On note /7 = OM donc M'=0OM =

b
= dM =M’ dt alors fA dM = / Séiii jgg)dt:/ (P(:c,y)z’(t)+Q(z,y)y/(t))dt:
[ 2V () a1ty at ‘

Exemple : Soit I' le demi cercle de R? paramétré par { sty =cost 40 1] et V = ( —v “” )

y(t) =sint ’ 22+ y? 224 y?

1. Calculer la circulation de V (M) le long de (I).

Ona M = (30 ) = (G0 ) = M= (0" ) e VM@0 = (== =)

JpV(M)ydM = [ V(M(t)M'(t)ydt= [ [ (sin®t+cos?t)dt= [ dt=][t]]=mr.

2. Soit T" I'ensemble des couples (z,y) € R? tq 0<x <1 et y=222 Rq:Onay=22*=dy=4zdz
Calculer I = fF 2?ydx + (zQ— y2) dy

I:fol 502(2502)dx+(z27 (2:02)2)4zdz:f01 (—162°+22% +423) dz:%?.

I1.2. Propriétés

I1.2.1. Relation de Chasles

J o VM)dN = [ V(M)dM + [ . V(M)dM.

I1.2.2. Cas d’un contour fermé

Dans le cas d’un contour fermé les points A et B sont confondus, seul importe le sens du parcours de I'.

On convient que si I' est d’un seul tenant et sans point double alors I = [ P(x, y) dz + Q(z, y) dy représente
Iintégrale prise dans le sens qui laisse du c6té gauche 1’aire intérieure & I'; sens dit positif, et donc changer le sens
du parcours de I" revient & changer le signe de I d’oul f; Pdrx+Qdy=— f? Pdx+ Qdy.  Notation NON internationale !

Un point double est notamment un point ol la trajectoire passe deux fois (intersection). Une
trajectoire qui n’est pas d’un seul tenant est par exemple deux cercles qui se touchent (deux
morceaux fermés : deux trajectoires).



I1.3. Théoréme de Green-Riemann

Soit D un domaine de R? limité (on dit aussi délimité) par une courbe fermée T'.

Considérons une forme différentielle définie dans (on dit aussi sur) D, w= P(z, y) dz + Q(x, y) dy et supposons que
P et () possédent des dérivées partielles premiéres continues dans D alors :

oP
[ Pz +Qdy=] [, (52-5) dwdy
Applications : Aire d’une surface limitée par une courbe.

Par définition on sait que I'aire du domaine D limité par la courve fermée I' est A= [ [ p ldzdy.

Comme [ [ ldxdy=[ [, (%——)dmdy I o (Bz ﬁ)dmdy 2f fD(Bw_ ))dxdy
=  [ozdy=—[_ ydx:%fﬂ zdy — ydz. On choisit assez souvent AZEIH xdy—ydx
r r r r

Green— Riemann

Exemple :

1. Aire délimitée par une ellipse de demi grand axe a et de demi petit axe b.

p : Py IRIT . [ z(t) =acos(t) z'(t) = dT(t) =—asint dx=—asint
Représentation paramétrique de ellipse : { () = bsin(t) ,tel0,27]= { V)= dy(t) heost i{ dy—beost -

A:%IF :cdyfydz:%fowacost(bcostdt)fbsint(fasint)dtzgabfo (c052t+sin2t) dt=mab.

2. Aire d’une courbe plane en coordonnées polaires :

Si la courbe T" est définie en coordonnées polaires (r, §) Daire s’obtient en faisant sur la formé différentielle

z =rcosf :{dz:drcosefrsinOdO

x dy — ydx le changement de variables { Y= rsin 0 dy— drsin 0 — 1 cos 00 =xdy—ydr=rcosf (drsinfd+

rcos0df) —rsinf (drcosf —rsinfdf) =r?d6 d’ou Az%fé r2do

Attention ! Ceci est spécifique aux intégrales curvilignes.

Exemple : Aire limitée par la cardioide d’equation r =a (1 + cosf)

A:%f 2d9*2f 2 (1+ cos §)? d9f—f (1+c0529+2c059)d9:32a2
Propriété : Si V= gr_ac,l f et sila courbe I" a pour origine et extrémité des points A et B
alors [ V(M)dM = f(B) — f(A)
r

Remarque : f €CHU,R) avec U un ouvert de R", on a grad f = ( of of of )

dx1 Oxzg Oxg

Démo : V(M () - M (1) = Y7, 5L (M(0))-ai(t)= [} (fM(@) dt=[F(M(t)]g = FM®) ~ (M (@) = F(B) = F(4)
En particulier, si la courbe I' est fermée, alors la circulation sur I' de tout champ de vecteur décrivant un potentiel
(‘7 = gr_aa f) est nulle.

Exemple : Soit V(m) Y) :( = = ) et C le cercle défini par { ;Egiiﬁf{g .

alors f L V(M)dM = fOQW V(M) M(t)dt= 027T dt=27=V ne dérive pas d'un potentiel.
Def : On dit qu'une forme différentielle w sur un ouvert U C R™ est exacte s’il existe une application f de U dans
R, de classe C! telle que w=df. f s’appelle une primitive de w.

Def : On dit que la forme différentielle w =w; dx1 + -+ +w, d, de classe C! est fermée si elle vérifie :

.o } . Owj Jw;
Vi, jel,n],i#j 61;::81;

Proposition : Toute forme différentielle exacte de C' est fermée.

Démo : Si w ce classe C! est exacte, alors il existe f de classe C? telle que df =w=Vi€ [l,n] w;= %.
. . dw; B o (o 92 92
Soient i, j € [1,n] a‘:: = a—xi(wj) = a—mi( 61]:_) = dzid];] r 6f car f est de classe C? et on applique le théo-

réme de Schwarz
Dot Awj =2 ( of ) 68 (w;) = w est fermee.

6z1 ox; T

La réciproque est fausse en général.



Théoréme de Poincarré : il va donner les conditions adéquates pour avoir la réciproque dans le théoréme précédent.

Def : On dit que l'ouvert U est étoilé par rapport a xo de U si le segment [z, z] est contenu dans U, Vz € U.

Enoncé du théoréme : Toute forme différentielle fermée sur un ouvert étoilé est exacte.

Exemple : Soit la forme différentielle w = 2+ 7dT+ ———s + ———dy sur R*\{(0 0)}
. w1 _ Owaz Owr _ y?—x? Owz  y?—x? . 2
w est fermée car 9y — 9z N effet 5y~ iy & or — r iy donc w est fermée sur R*\{( 0 0)}

w c’est pas exacte sur R*\{( 0 0)} car son intégrale sur le cercle 22 + y?=1 n’est pas nulle, en effet :

On peut paramétrer le cercle 22+ y?> =1 par { Zégi:f;((:)) ,tel0,2m].

fﬂw fﬂ y dx+z+ sdy= f TSl (_sintdt) 4+ —-2t  (costdt) = OQth:27r

cos?t +sin?t cos?t +sin?t

On peut vérifier que w est exacte sur Pouvert R?\(R— x {0}) par rapport au point (1 0 )

Def : Soit V un champ de vecteurs de classe C! sur U un ouvert de R3.

oV  aVy
., . dey  Oug _, Vi
On appelle rotationnel de V' et on note rot V' le vecteur g:; 7% avec V =| v, |
avy,  avy V3
dxq - dxog
" T3 — 1
Exemple : Soit V:( z1 >:>rotV:( 1 )
To 1

Rappel : On dit qu’un champ de vecteurs V est défini sur un ouvert U dérive d’un potentiel s’il existe f €CHU,R)
telle que V= grad I
Proposition : Si un champ de vecteurs de classe C! dérive d’un potentiel, alors son rotationnel est nul.

Demo : Si V € CHU,R) dérive d'un potentiel f alors on a 1% zgrz)i f= f est de classe C*(U,R)

., .9V, av, _ a [ of o (Of\_ 9%f 9 f o oo PN
et donc pouatout i# o 9w, — B (amj) G (611_) = Seide; " Pugom = 0 d’aprés le théoréme de Sch-
warz =rot V =0.

Remarque : La réciproque de ce résultat est fausse en général.

Par exemple le champ de vecteurs ‘7(50, y,z) = ( o g © ) a un rotationnel nul car 22 — 2 (L) =

dy Oz \ 2+ y2
—-y _ x 0 (_ -y \_ ¥-2>  y?-ax®
Vet 3 () - m =0 et 55 (i)~ o (53 )~ oo ~ o =0
Mais V (x,y, z) ne peut pas dériver d'un potentiel sur R*\{( 0 0 0)} car f V(M)dM = fE %—;dy =
0 " dt=2m ou C est le cercle unité centré en 0.

Proposition : Si U est un ouvert étoilé, tout champ de vecteurs de classe C' qui a un rotationnel nul dérive d’un potentiel.

Exercice 1. Soit V = (P, Q) le champ de vecteurs définis sur R2\{( 0 0)} par P(z, y) = #yyz ; Qz, y) =
Rq:dD =T Ona Gl =52 [ V(M)dM=[_ PdetQdy=] [, (55— 52) dwdy =0 par Green-Rie-
mann car V est de classe C1 sur D

On a montré que la circulation de V sur le bord de tout fermé borné inclu dans R2\{( 0 0 )} est nulle.

Considérons un cercle (C) ne passant pas par (0 o) et orienté dans le sens trigonomeétrique :
1. Si C n’entoure pas (0 0) : le disque limité par C' est inclus dans R*\{( 0 0)} et donc [ _ V(M)dM =0.
C

2. Si C est centré sur (0 o) on peut le paramétrer par {I(t):RCOSt tel0,27et [_ V(M) dM =
C

or  —y - o y(t)=Rsint ’
0 i dx—l—xhryzdy: o dt=2m.

3. Si C entoure (0 0), considérons le domaine D constitué du disque délimité par C' privé d'un petit
disque ouvert centré en (o0 o). Le bord orienté de D est constitué de C et du cercle « orienté dans le
sens inverse du sens trigonométrique. On sait alors que faﬁ V(M) dM = f(j V(M) dM +

[V (M)dM

Comme D ne contient pas (0 o), la circulation de V sur un bord est nulle, de plus la circulation de V
sur le bord de tout fermé borné inclu dans R?\{( 0 0)} est nulle, de plus la circulation de V' sur ~y vaut

—

— 2 7 (attention a l'orientation de ), d’on 0 = fé V(M) dM + fﬁ V(M) dM = fé V(M)dM = —
[,V (M)dM =27



