La plupart du temps la difficulté ne vient pas du calcul des primitives mais du domaine d’intégration.

Intégrales multiples

I. Intégrales doubles

I.1. Intégration sur un compact élémentaire

Pour calculer une intégrale double, il est essentiel de connaitre la forme de I’ensemble dans lequel vont varier x et y.
Def : On appelle compact élémentaire du ler type un sous ensemble K de IR? défini de la fagon suivante :

K= { r,y)€R? / a<ax<bet y1(z)<y< yg(z)} ol y; et y» sont deux fonctions de = de classe C! par mor-
ceaux sur [a, b]

Def 2 : On appelle compact élémentaire du 2e type un sous ensemble K de R? défini de la facon suivante :

K= {(m, y)eER? / e<y<det z1(y) <z < :Cg(y)} oll 21 et x5 sont deux fonctions de y de classe C' par
morceau sur [c, d]

Théoréme : Tout COmpaCt élémentaire est un COmpaCt un compact est un fermé borné

En effet le compact élémentaire (du ler type) est borné puisque les fonctions y; et ys sont continues sur le
segment [a, b] et sont donc bornées. On a K C [a,b] x [m, M] ot m = minimum de y; et M = maximum de ys
et on peut vérifier que K est un fermé.
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: Si f est une fonction définie et continue sur un compact élémentaire du ler type (resp. du 2e type) on pose :

| [ fx,y)dedy= f [ffg))fxydy}dx resp. [ [, f xy)dmdy:fcd[f;f(g}y)) f(m,y)dac}dy).
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: On dit qu’une partie P de R™ est un pavé si P =@ ou s'il existe 4= (ay,...,a,) ; b= (by,...,b,) tq P=T]"_, [as, bi]

P est dit pavé d’extrémités a et b. produit d’intervalles T
Remarques :
1. Un pavé est une partie fermée bornée de R™ donc c’est un compact de R"
2. e un pavé non vide de R est un segment

e un pavé non vide de R? est un rectangle.
e un pavé non vide de IR? est un parallélépipéde rectangle.

I.2. Technique de calcul d’une intégrale double

I.2.a. Intégrale double sur un pavé (Théoréme de Fubini)

Soit f une fonction définie continue sur un pavé P={(z,y) e R* / a<z<bet c<y<d} (P=la,b] x [c,d])
alors [ [, f(z,y)dedy= f [fcfx,y)dy}dac— [f fxydac}dy

Exemple : Calculer l'aire du rectangle P =10, L] x [0,]]
A=[ [prdwdy=[y [ [, Vde|dy= [, Ldy=L [ dy="L-1
=Jo [ Jordy]de=J S tde=1 ] dz=1-L
Théoréme : Soit f une fonction a valeur dans R définie sur un pavé. Supposons de plus que f(x,y)=g(x) h(y)

[ [pflx,t)dedy= f f h(y)dy]dz:f: g(z)[fcd h(:c)dy}dx:f; g(z)dzxfcd h(y)dy

I1.2.b. Intégrale double dans un domaine D ou sur un compact élémentaire

Soit f continue dans un domaine D du plan et si D est défini par les conditions :

D={(z,y)eR? / a<z<bet pi(x)<y<pa(x)} alors [ [ f(z,y)dedy= f {fff((;)) f(ac,y)dy}dx



Si par contre D est défini par D*{ z,y)€eR? |/ e<y<det ¥i(y) <z <a(y)}
alors f fD x,y)drdy= f [f;bz((; T,y d:c}dy
Exemples :
e Calculer I, = [ fDl zydrdyon Dy={(z,y)eR?* / 0<z<2et 0<2y<a}
D1 n’est pas un pavé mais peut étre vu comme un compact élémentaire du ler type : D1 = {(m, y)eR? /
0<x<2et Oy (o) SY K T=pya }é[lf fD zydzdyffo {fo/Qscydy} dszo [ 0z/2 ydy} dr =

2 272/2 12 2 1
fox[%}o de=35 [, xadz:8x4[$4}0:5

e Calculer o= [ fD zydrdy on Dy={(z,y)eR?* / 2>0;y>0et z+y<1} Tracer lo domaine
tracer les bandes
Dy={(z,y)eR*® / 0<z<let0<y<1l—z}.
1—x 1-z 1,01 1
L=[ [ zydedy= fo[ xydy}dxffo {2}0 dz:§fo z(l—z)de:...:ﬁ

Oubieanz{(:I: y)eER? / 0<y<let0<a< 1—y}

I.3. Changement de variable

On veut calculer I= [ [ 1dzdyon D={(z,y)cR?* / y>0et 2>+ y*><R?* RcR1} : demi disque supérieur
D:{(:C,y)EJRQ/ —R<x<Ret0<y<\/R2—x2}

I={ f’R [ VR dy] dr = f VR 2dx 1e calcul devient difficile alors on va faire un changement de variable.

Changement de variable

Soit D un domaine du plan et ¢: (u,v)+— (z(u,v), y(u,v)) une bijection de C! d’'un domaine A du plan sur D.

dx Oz
On appelle Jacobien de ¢ et on note J, = gEz Z; =|3uv gvlalosona [ [ flz,y)dedy=[ [, flz(u,v),y(u,
v)) |Jp| dydx e
Exemple :

1. Passage en coordonnées polaires : ¢: (r,0)— (z(r,8),y(r,0))=(x=rcosd, y=rsinb)

oz oz .
Jo= g g;’: Z;’;‘g ;22‘5“09’_7“d0u Ik fD z,y)dedy= [ fA (r,0),y(r,0))rdrdd
Ou Ov

Revenons a notre exemple : On passe en coordonnées polaires on pose { Zz:g’rfg , A={(r,0) tq 0<r< R et

0<f<r} don [ [, 1-dedy=] fA1.rdrd9:foR1.rdrfo“1-d9:{’§}:[9]g:“§2

2. Utilisation des coordonnées elliptiques :

2 2
e Calculer J;= [ [ D \/ 01‘1 D est la partie du plan comprise entre les deux ellipses % + % —
AM=0et Z Jr - — ,LL =0 avec 1< n< et a, beR*. Deux ellipses de méme forme, mais 'une plus grande que
lautre. Ca donne une ellipse pleine, mais trouée.
dx Oz .
On pose { zig:;ZS: w’ 5 oy ‘ = “b:lorfg _TZ‘Z/(:ZB ’ =|Jol=abr, A={(r,0) tq 0<O<2met pu<
du Owv
r<A} R
Do Jy=[ [, L —ab [} d@—abQW[\/r - 1} :27rab(\/)\2— 1— /2= 1)
n
2 2
[ Calculer J2:f fD (1'273./2) dCCdy ou D:{(:C,y)GRQ / %+Z_271<0, a,bERi} Ellipse remplie

Changement de variable : utilisation des coordonnées elliptiques : { Zzs:sc;see =\|Jy|=abr. D= {(r
0)eR? tq 0<O< 27T et 0<r<1}.

Dou Jo = [ [, (@* — ¢*) dzdy = [ [, (a cos? 0 — b* r? sin? 0) a b r dr df
ab [y ridr [T (a?cos?0 — b2sin?0) dO =ab[ 7] [ (ep“ﬂ") (02T =2l (a7 - )
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Remarque : C’est le bloc dxdy qui se transforme en |J§,\, pour les intégrales multiples
1+c059 Sll’l2€_ 1—cosf

Remarque : les formules de linéarisation sont a apprendre : cos?0 = 5

II. Les intégrales triples

II.1. Def : On appelle compact élémentaire K, un sous ensemble de R? tq si D est un compact de R?, il existe
deux fonctions de classe C' par morceaux sur D, ¢1, ¢2 tq K = {(x,y,2) e R tq (z,y) € D et ¢1(z,y) <z <
¢a(w,y)} et onadans ce cas [ [ [ f(x,y,2)dedydz=[ [, [ fd)lz(ac ) Fa,y,2) dz} dzdy

(z,y)

II.2. Technique de calcul d’une intégrale triple

a) Intégrale sur un pavé : Soit P= { T,Y,2 GIRthag:cga’,bgygb’etcgzgc’}.
Alorsfffp T, Y, 2 dxdydz:f:/[fbb/[f flx,y, 2 dz}dy}dz.

b) K est un compact élémentaire de R?, c’est & dire K = {(z,y,2) € R? / (z,y) € D et ¢1(z,y) <z < ¢a(x, )}
alors [ [ [, f(z,y,2)dedydz= [ fD[fiz((;v,»;)) f(x,yvz)dz}dzdy

c) K est définipar a <z <b et (z,y) € D(2) compact de R* alors [ [ [, f(z,y,2)dzdydz= fab [f fD(Z) flz
Y, 2) dxdy]dz

Exemple:CalculerfffvzdxdydzoflV:{(:C,y,z)EJR3th>0,yZO,z>O7z<1—y2etx+y<1}

V:{(:C,y,z)elR3tq0<z<1—y2et (m,y)eDole:{(x,y)elRQ/x}O,y}Oetx—i—ygl}}
[ [ [yzdedydz=[ fD[ 1-v* zdz}dxdy ffD—)dxdy fo dey}dx— =

II.3. Changement de variables

Soit D un domaine de R? et ¢: (u, v, w)— (z(u,v,w), y(u,v,w), z(u,v, w)) une bijection de classe C! d’un domaine
AdeR*sur D,alorsona: [ [ [, f(z,y,2)dedydz=[ [ [ f(@(u,v,w),y( ),z2( ))[Jp|dudvdw et

dx Oz Oz

‘]4,0: o9y 9y 9Oy |,

Exemples :

Calculer J= [ [ [4 (2?4 ¢y*+2%)dedydz ou S={(z,y,2) eR*tqz >0, y=>0, 2>0et 2>+ y*+2°<1}

eyt L5 Coordonnées qu’on a
Passage en coordonnées sphériques : { y=rsinfsing 0<0<n . |Jy|= r2sin . aq
z=rcosf —T<eLT vues en physique

Dans notre casD:{(T,G,ga) tq 0<r<1, Ogﬁgg et nggg}.

J=[[[4 (.T2+y2+22)d$dyd22fffA’I“QX’I“QSined’I“de(p:fOlT4drf07r/2$in9d9f0ﬁ/2d(p=%

x =1 cos 6
Remarque : Les coordonnées cylindriques sont obtenues en faisant le changement de variables : { y:rzions 0 Sig <o
Exercices
Exercice 1. Calculexr L=[ [, |lrt—yldedyou D=[~ L1 L= b %dmdy o D={(z,y) e R*/0<y<

r<1} 5 I3=[ [, evdrdyou D={(z,y)eR?/0<z <y’ et ye0,1]}

e Il faut impérativement séparer 'intégrales pour la calculer sur deux domaines : x <y et x > y.

Di={(z,y)€R?*/—-1<z<let —1<y<a}et Dy={(z,y)eR*/-1<z<let z<y<1}.



L=[ [, @=—ydzdy+[ [, (y—w)dwdyZI_ll[fxl(
b= [N [ = yldy]do= S5 [ 07
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Exercice 2. Calculer I=[ [ [ a*y?z'dedydz ou D= {(z,y,2)eR*/0<y<z<1,0<z<zy}.




