Intégrales dépendant d’un parameétre

1.
. ) . J—R \ . ) )
L’objet du ler paragraphe est 'étude de la fonction F': b out J est un intervalle fermé borné de R.
r— [ f(x,t)dt
On posera I= [a, b] CR. Un fermé borné est un compact de R.
I.1. Continuité
T A . .. JIxXI—=R
T'héoréme : Etant donnée f: (,1) = f(x,t)
. . J—R .
Si f est continue sur J x I alors, F': b est continue sur .J.
xb—>fa f(z,t)dt

Démo : On va montrer que F' et continue en un point quelconque zg € J

Pour cela il suffit de montrer que lim F(mo + h) = F(z0).

Soit donc zp€J  F(xzo+h)— f f(xo+h) dt—f f(zo,t dt—fa (f(xo+h)— f(xo))dt
D'out |F(wo + ) — xo\—‘f xo—i—h — f(z0)) dt‘\ P flwo+h) — flao)| dt.

Or f est continue sur J X [=Ve>0,3Iu>0 [/ VrpeJ,VheJavecxg+heJ et Vel |h<pu=
|f(zo+h) — f(zo)| < = d'ou Ve >0, Ipu>0,Vroe J, Vhe Javeczo+heJ |h|<p=|F(xo+h) -

F(zo)| < [ |f(zo+h) — flxo)| dt< [ 7=

= .(b—a)=e = F est continue en x
b—a

J—TR
Exemple : Soit ¢: [Ot 1] — o t)]R une fonction sur [0, 1] et soit F fl—:f(t) Y ou J=12,3]

La fonction I est-elle continue sur J ?

JxI—TR =
+) avec J=12,3] = la fonction f est continue sur J x I comme rapport de deux
e(t)
(z,t) = =% I=[0,1]

fonctions et le dénominateur de f ne s’annule jamais car z € [2 3] et t€]0,1].

On construit f:

Le théoréme implique que la fonction F définie par F(z f f(z,t) dt est continue sur J.

I.2. Dérivabilité (dérivation sous le signe [ )

Théoréme : Soient I =[a,b] et J =]c,d] deux intervalles réels fermés bornés

Soit f: (xJ Z; L?;R) continue sur J x I admettant sur J x I une dérivée partielle premiére %(m t) continue
9 9 J R
sur J x I, alors la fonction F': y est de classe C! sur JetonaVaeJ F'(z ):fb 3f(a: t) dt.
xb—>fa f(z,t)dt a
Démo : Soit xg € J, g fixé, Vhe J avec xp+h € .J. On va étudier A(h)=F(zg+h)—F —h- fab gi (z0,t) dt.
et on va montrer que }lbiil})%:(): }{E}I})w ) f: Zi (xo,t)dt
b o b o
Ah=F(zo+h) = F(zo)—h- [ D (zo,t)ydt= [ ] flwo+h,t)dt — [ f(zo,t)dt—h- [} Pz, t)dt

:f: {f(xo—l—h,t)—f(xoat)_h%(m’ )]dt'

[e,d —R )
hi f(zo+hyt) — h&(zo,t)
D’ou A(h) = ff [g:(h) — g.(0)] dt comme f et % sont continues sur J x I = g, est continue sur J.

Soit gy g1(0) = f(zo,1).

d dr _ 8 h
DeplutheJa—[ dl  gi(h) =2 (wo+h,t) -1 2L (x0,1) o _ Haodh) _y
Or la fonction 3f (x,1) est contmue sur J x I qui est un compact de IR2, donc elle est uniformément continue

sur J X I (c’est un theoréme qu’on est censé avoir vu) d’ou Ve > 0, = 1% >0 / :l‘t .?/ 66}] Sup(‘x — .'I:/|, ‘t — /|) < n =

Dl t) — 2Lz ) < =

oz b—a




Appliquons ceci a notre cas : Ve>0,3u>0 / vva;feejf, Viel silhl<p=|3 (xo—i-h t) — (x ) <-—

b—a
Ainsi si la fonction g; qui est continue sur J, est dérivable et a dérivée bornée sur | — p, u [ donc elle vérifie
Pinégalité des accroissements finis, c’est & dire [g.(h) — g:(0)| <|h|- Sup |g{(h)|<|h|;—
he]_ll’7/1'[
) VzoeJ .
DouVe>0,3u>0 / v“;fej Vtel silh|<p=|g(h)—g/0) <|h| =
Dion¥e>0,3u>0 / ST Viel silhl<p=|Ah|< ) Fothyt) — flwo,t) b3 (wo,)| dt
</, =<(h).
AinsiVe>0,3u>0 / [WET viel Lt (g, )| <=
VzoeJ . -
=Ve>0,3p>0 / 05T Viel s Plaot W)= Flzo) b gi(ﬂco,t)‘gs.

C’est la définition de la dérivée de F en zp et on a F'(xg) = fa gi (w0, t) dt.
J= [0 ]—R

= F(z fl 2 dt’ Calculer F'(z) pour tout z € J.

Exemple d’application : Soit F':

On considére f: (@ {)T—{t“”—) ]lzlnt avec J=10,1] et I=[1,2].
On a f continue sur J x I, de plus f z,t)=Int e’““t ; 47 est continue sur J x I.
oz
Le théoréme implique que F' est deﬁnle sur J par F(x f L f(z,t)dt est dérivable et on a
Veed Fl(z)=[](z,t)dt=[]t"Int dt. (1)
o+ 2 9z+1 _ 1 (@+Dn2_q 9z+11p 2 9z+1 _ 1
Remarque : F(z fl trdt= [ +1] =F(r)==—— == —— dou F'(z) =——= ~GTDe (2)
_ 2 _gatlipy @+l
(D=2 = [ #"Int dt ==~ 75
I.3. Intégration
Théoréme : Soit I =a,b] ; J=]c,d] deux intervalles fermeés bornés de R
J R
I JxI—R une fonction continue sur J X I, alors la fonction F': b—) est continue sur J
(1)~ f(2,1) e [ f(x,t)dt

d b
donc elle est intégrable sur J et on a fcd f(x)dz= / [ f; f(z,t) dt} dr = / [ fcd f(z,t) dx] dt.

f z o (G est continue et dérivable

Rappel : Soit la fonction G(x) = g(t)dt ; si g est continue alors : . G'(z) = g(x)

Démo : Posons ¢(z) = [[fj FX 1y dX]dt 5 ()= /z [fj f(X,t)dt] dX

c

On a w(m):/ [f: F(X,1) dt} dX = [7 gi(X)dX on gi(X)= [ f(X, 1) dt
Puisque f est gontlnue alors g1 est continue par application du théoréme I.1.

= /() = gu(x) "B W (@) = [} fa, ) dt.

D’autre part ¢(x):/ ([ th)dX]dt—f ga(,t) dt ou go(x,t)= [ 7 f(X,1)dX ; (x t)= f(z,t)
continue

Ona¢’(m):fabag2 dt—f f(z,t)d

Donc ¢'(z) = iﬁ'(ﬂﬁ) et puisque ¢(c) = 1/J(C)b=0=> ¢ =1 = ¢(d)=9(d)

Clest a dire / [f: f(X,t)dt]dX:/ [fj F(X,1) dX]dt

0,1] — R
|—>f12 z2lny dy

JxI—TR
(z,y)—2’Iny

Exemple : Soit F': . Calculer [ 01 F(z)dz.

Soit f: avec J=10,1] et I=[1,2].



1

On a f continue sur J x I = F(z fl f(z,y) dy est intégrable sur J et on a fol F(m)daj:/ {ff f(z,
2 3

y)dy}dm:/ {fo dy Or[ Olfmydx]dy fllny(foxdx>dy fllny{x]dy

1 1
:%ff lnydy— [ylny— y] 2n2 =1 o /0 flz,y dy]da:—/o [fl lnydy]dx—fo 2lylny —

1 21n271
ydr= [} 2*(2ln2—2+1)de— 2ln271)[]

II. Intégrales généralisées dépendant d’un parameétre

Def : Soit I un intervalle de R, soient a <b avec a> —oco et b<+ oo et f: 1 x]a,b[—R.
On suppose que pour tout x € I la fonction ¢ +— f(x,t) est localement intégrable sur ]a, b].

On dit que l'intégrale généralisée [ ab f(z, t) dt converge normalement sur I X ]a, b[ s’il existe une fonction
positive g:]a,b[— R localement intégrable sur |a, b[ qui est telle que

Veel, Vte]a, bl |f(x,t)|<g(t) et f g(t) dt converge
Théoréme : Soit I un intervalle réel, soient a < b avec a > — 0o et b<+ 0o et soit f:I x]a,b[—R

Soit f continue sur I x ]a, b].
On suppose que [ ab f(z,t) dt converge normalement sur tout [o, 5] X ]a,b] ou [a, 8] C T

. I—RR .
Alors la fonction F': est continue sur I.
€T +—

=[D fx,t)dt
‘oo _42

Exemple d’application : Montrer que la fonction F(z)= [ e™" cos(zt) dt est continue sur R

R x[0,+o0[—R P R—R

(2,8) > f(z, ) =e~Peos(@t) 1 mm F@) = [ flw,t) dt

Soit f:
Ona:
1. f est continue sur R x [0, 4+ oo comme produit de fonctions continues.

2. Soit [a, f] CR et montrons que [ 0+°° f(z,t) dt est normalement convergente sur [a, 3] x [0, 4+ oo

En effet Vz € [a, 5], VE€ [0, + 0] |f(z,t)|=
—¢2

2 2 2
et cos(xt)‘ et =g(t) et f+°° ~tdt converge car

()1

éviter 0

est continue positive sur [0, 4+ oo| de plus ¢2e~*’ 0=

la fonction g:t—e )
—+o00 V(+oo

converge = [ 0+°° g(t) dt converge.

Conclusion : F' est continue sur R

Théoréme : Soit f:]a, B[ x Ja,b] — R avec a > — oo et b< + 00, une fonction continue sur Ja, 5] x |a, + oof.

i Vzela, ] f; f(z,t)dt converge

ii. %(az, t) existe et est continue sur Jo, 8] X ]a, b]

ii. [ ’ 3f(93 t) dt converge normalement sur [aq, £1] X |a, b ou [, (1] C e, ]

a Ox
Alors la fonction F':]a, ] — R définie par F(z f f(z,t) dt est dérivable sur Ja, 5] et pour tout = € |a, 3],
ona F'(x)= ab %(m,t) dt

Exemple d’application :

1. Montrer que ¥z € R* et Vn €N les intégrales [ > et 1 _ret T o=t |Int n¢r—1_ o sont convergentes
q + g 0 0 g

2. Soit T la fonction définie sur R* par I'(z) = 0+°° e ttr=1dt.

Montrer que YneN, Vz e R, T™(z)= f0+°° e~tInt[" T~ 1dt

1. f0+ e ttr—1 gt — +°° et (z 1)lntdt f 7te(z 1)1ntdt+f+00 —t (z 1)lntdt



Etude au V(0) : trse~te@ DIt — =t 21 ogt continue positive sur |0, 1]
e ttr—1l ~ 1.4 1 op fol t*=ldt = fol tld—fw converge ssi 1 —x <1 c’est a dire 2> 0.

V(0)

Donc fol e 1t~ 1dt converge pour z € R%.

Etude au V(4 00) : trse~te@ DIt = g=t42=1 st continue positive sur [1, + ool.

th—ttz—lze—ttx+1 0:>e—ttz—1:

1

+oo dt 400 _¢,x—1
o or — converge = e 't dt converge
t—+o00 V(+oo)(t2> fl t? vere fl g

Donc I converge.

ettt dt= [ et ntM e de 4 [ et Intremde

Etude au V(0) : t+e~? [Int|"#*~! est continue positive sur ]0, 1]
Onae t|Int["t*~! ~ |Int|t*~L
V(0)

e \lnt\"tx_lz|lnt|nta+x_1t—0>+0 sita+r—1>0=a>1—ux.

- _ 1 1 dt .
Dans ces conditions on aura [Int|"t*~!= o (t—a) or [ 7= converge si a<1.

V(0)

a doit vérifier 1 —z <a < 1. 1l suffit de choisir a=1 —§:> fol e~ |Int|"#*~1dt converge.

Etude au V(+o00) : t+se~*|Int|"#" ! est continue positive sur [1,+ co|.

12z

- 1 - - +oo dt +oo _ _
t2e~t Int|"t*~l=e~t [Int|" " lt:mo or [ "% % converge= [ "% et |Int|"t*~ ! dt converge

Donc J converge.

. T définie sur R% par T'(z) = [ 7™ e~tto=14t.

0

Etudions la dérivabilité de la fonction T :

Soit f:

]Rj_ X ]Rj_—)]R
(z,t)— fz,t)—e 71— telr—Dnt

Vérifions les hypothéses du théoréme I1.2 : On a f est continue sur R% x R%

i

ii.

iii.

VzeR%L 0+°° flz,t)dt= 0+°° e~tt*=1dt converge par 1°)

VreRL, Vte Ry %(x,t) —e fIint e DIt — et o1

Remarque: gif(ﬂc, t)=e t(Int)?t* 1= %(m, t)=e t(Int)" =1
%(x, t) existe et est continue sur RY} x R% pour tout n € N*

Soit an, F1ER tq 0<an < B (=]on, B1J CRY) ; pour tout = € [y, f1] on a :
o site]0,lJalorsnt<0etz —12a— 1= —-1)lnt< (g —1)Int=

et |lnt|ne(x—1)1nt< et |lnt|”e(a1_1)lnt:> ‘%(x,t)‘ < eft‘lnt‘ tor—1

o sitel,+o0lalorslnt>0etz—-1<pf—1=(x—-1)nt<(B1—-1)nt=>
et |Int|r eIt L=t Int | elfrmDint o ‘%(m,t <e t|nt[rthi—t

Dot Vz € a1, Bi] C RY, Vi € R ‘%(x, t)‘ S NN S L I
0+°° g(t)dt = 0+°° e~ ! In¢|™ (t4rF! 4 tA1+1) dt converge car somme de deux intégrales
P—R

$|—>F($): 0+OO e—ttx—ldte

dérivable a n’importe quel ordre et on a : Vo € RYL T'(z) = 0+°° e“tintt*=1 dt et
™ (x) = f0+oo e tnt|"tr—1dt

T
¢ ©

convergentes puisque aq > 0 et 41 >0 donc la fonction I': st



