Intégrales généralisées

On dit que f fonction réelle définie sur un intervalle réel I C R est localement intégrable sur I si pour tout
intervalle fermé [o, 5] C I, «a,3€R, f est intégrable au sens de Riemann sur [«, 3].

En particulier si f est continue sur I alors, f est localement intégrable sur I.

Dans la suite on prend I =[a,b] avec —oo<a <b< + co.
Soit F g[c
f
I. Def : L’intégrale généralisée I ab f(t)dt existe ou converge ssi AL €R tq limb F(z)=1
xr—
Remarque :

1. Quand l'intégrale généralisée converge on note [ ; f@®)dt= limb S/ az f(®)dt

2. La notion de convergence ou de divergence de [ ab f(t)dt est indépendante du choix de z de la borde infé-

rieure, c’est a dire f; f(t)dt est de méme nature que f;, f(t)dt pour tout o’ €]a,bl.
3. De la méme maniére on définit la nature de f: f(t)dt pour f continue sur |a,b] avec —oco<a<b<+ 00

4. Dans le cas particulier ou f est continue sur [a, b] et f est prolongeable par continuité en b € R (c’est a dire
que lim f(z) existe) alors [ ; f(t)dt est convergente
z—b

—1,0 R in
Exemple : Soit f: [ ; ’ s[m_,: . Donner la nature de f?l 2 ; Lt
- —
t
La fonction f est prolongeable par continuité en g sur [ — 1,0] en posant { E 1 F@)site[—1,0[
. . 0 . . 0 0 0
La fonction g est continue sur [ — 1,0] = [_  g(t)dt existe mais [ " f(t)dt = [_ g(t)dt= [_, f(t)dt

existe.

II. Exemple fondamentale : Intégrales de Riemann

Foo dt /" converge ssi a>1

1 : Soi . . .
er cas : Soit a >0 Va eRR, /0 7o\, diverge ssi o < 1

. ., [0, 4+00[—~R
Démo : On considére la fonction f: 1 ; acRL.
|—>t—a
Considérons F(z)= [ * f(t)dt c’est a dire F(x)= [* f—j: [rtmdt
Dot : si «=1 alors F(z)=[lnt];=Inz —lna — —|—oo:>f 9t diverge
r—+00
—a+1 T Osil—a<0&a>1= [ %2 onverge
Sia#lalorsF(x):[fo{:z} :70114_1( 1—a_a1—a)/ fa = g
a

N\, + oo si 1—a>04:)a<1:>fa+oo fffdiverge

b .
X . dt /" converge ssi a <1
2éme cas : Va,beR, a<b, VaeR /a T-07 ~, diverge ssi o> 1

[a’b[_’RetF = [ f0dt= [T G5e= [0 (b-t)dt

Démo : On considére la fonction f:
(b—t)~

D'ou : si a=1alors F(z)= [ " =[—In(b—1t)]) =—(In(b—=z) —In(b—a)) —b>7—|—oo:>f;bdfttdiverge
st a#1 alors F(z [ °‘+1]x:ﬁ((b—$)lia_(b—a)17a>

S — (b;;)lsﬂ—a>0:>a<1:>f
. - — 1)

2—b" N\ 00 si 17a<0:>a>1:>fa (b_—t)adlverge

— converge



Remarque :

1. Soit f et g deux fonctions intégrables sur [a,b] alors VA, u€R on a :
f: Af+pg)dt=X f: f@E)dt+ p f g(t)dt linéarité de l'intégrale

2. Si f et g deux fonctions intégrables sur [a,b[ alors on n’a pas toujours [ ab f(t) g(¢) dt intégrable sur [a, b].

N =

)

S Qait £ [0, 1[_’ N dt . . _
Exemple : Soit f » on a f 0 t)dt = + converge | intégrale de Riemann avec o=
~ \/1 —1 a (1-1)2

1
mais [ 01 f@&)x f(t)dt= /0 fftt: /0 (d—t)l diverge (intégrale de Riemann avec av=1)

III. Calcul pratique des intégrales généralisées

ITI.1. Utilisation d’une primitive

.. o, b= R . b
Soit f: tis £(8) et on veut connaitre la nature de [ ' f(t)dt
Si on peut déterminerune primitive F(x f f(t) dt alors il suffit de regarder lim F(z)
rz—b~
. 400 dt .
Exemple : Nature de [, Tmn? BeR
x
o _ dt
On cherche une primitive F(z) = /z TP

. T a In T
Sig=1: F(:r;):/2 thft /2 (1 £’ dt=In(Int)]; =1In (ln:r;))fln(an)mﬁ—ﬁjoo—{—oo:>/2 ﬁdlverge

Si 6415 Fla)— [ (t)!(nt) 2t =t (nt) 5]

1 ( 1 B 1 )_) /' 0ssi —1>0= (>1= convergence
T 1-8\( z—+o0 oo ssi f—1<0= [F<1= divergence

Int)?-1 (In2)8-1

xr
. dt
Conclusion : /2 TanpP? converge ssi f>1

II1.2. Méthode du changement de variable

+00
On reprend I’exemple précédent : Nature de I = / t(li—tt)ﬁ ; BER.
2

0 dt o s T g T ur
nposeT:lnt:>dT:T. Dou I= ——= —5 converge ssi (3> 1.
9 t(Int) me T

II1.3. Méthode d’intégration par parties

Théoréme : Soient u et v deux fonctions de classes C! sur [a, b[

Alors Vx € [a, b] fax u(t) v'(t) dt = [u( f u/(t) v(t) dt et ces deux derniéres intégrales sont de
méme nature.

+oo | ¢ +o0 +
Exemple : Montrer que / Sl? dt et /1 sin” dt sont de méme nature.
1 —

On fait une intégration par parties sur [1, z] d’ou : f Sltﬂ dt = flm (1 —cost) - %dt. On peut rajouter la
constante 1 qui ne change pas I’égalité mais qui simplifie les calculs par la suite.

= ® in2 &
I (1fcost)’-%dt:[(lfcost)ﬂj—{—/1 17t205tdt:[%5t] +2/ Stzzdt. Onpose:T:%:>dT:
dt

2
PN rEsmt _ | 1—cost 2 §in2T
Dou/1 Bt g — { ‘ }—FZXQ/i LT,
2

D’ou lim Sintdt: lim (1%)_‘_17(:081_‘_ lim 12 Smtht.

r— 400 1 t r—+00 r— 400 t?

+oo | ¢
D’ou / =mEdt
1 t

x

2

+oo .,
=0+1-—cosl+ ﬁ sin_t dt‘ = I et Iy sont de méme nature.

2 —

=12

= .



IV. Intégrales doublement généralisées

Def : Soit f continue sur |a,b[ avec —oo<a<b<+ o0

On dit que f: f(t)dt converge ssi Icela, bl tq [ f(t) dt‘ | converge et fcb F@) dt‘ , converge.

Remarque : Si P'une au moins des intégrales I et J diverge alors [ ab f(t) dt diverge.

Exemple :

1. fj:;tdt;Soitce]—oo;—i—oo[; ff tdt et f+°°tdtd1vergent:>f tdt diverge.

Remarque : Vo >0 F(z)=[" f(t dt:ffxtdt:[g]x =0et lim F(z)= lim 0=0

Ceci n’a pas de sens '" e e

2. Soit I = f . 7 nature de I.
Il ne faut pas écrire [ i1 % =[n(1 —HE)]1 =0. Ceci n’est pas acceptable car f n’est pas continue sur [—1,1]
On a f continue sur [—1,0[J ]0 1] c’est pourquoi il faut étudier séparément f et f o 7 or ces deux

intégrales divergent = I= [ il — diverge.

V. Convergence des intégrales de f >0 sur [a, b]

Soit f continue sur [a blet [ >0 sur [a,b].
On définit F(x f f(t)dt pour tout z € [a, b[.

On a F'(z) = f( ) et comme f > 0= F est croissante sur [a,b[ donc f f(t) dt converge ssi {F(z),x € [a,b[} est un
ensemble de réels majorés.

Remarque : F([a, b]) = { f f(t)dt, pour z € [a,b[} = {F(z), z €[a,b[}.

Théoreme :
1. S’il existe g >0 continue sur [a,b] tq f :V? ) et f g(t) dt converge, alors f f(t)dt converge.

2. S'il existe g >0 continue sur [a,b] tq f % g alors f g(t) dt et f f(t) dt sont de méme nature.

si fab g(t) dt converge alors fab f(t) dt converge.

3. S'il existe g continue sur [a,b] tq 0< f(t) < g(t) alors :
si f; f(t)dt diverge alors f; g(t) dt diverge.

Démo :

1. Sion a f et g deux fonctions positives continues sur [a,b[ et f = ?b)( g), donc par définition on sait que
Ve>0, HV(b) tq VmeV(b) ng( )< eg(x).
Soit F(x)= [ f(t)dt<e [ g(t)dt=cG(x).

Puisque f g(t) dt converge = {G( ), z€la, b[}zG’([a pp) €5t un ensemble de réels majorés.

D’ou F([a,b[) est un ensemble de réels majorés= [ ab f(t) dt converge.

+oo 3t41 T e
Exemple : Nature de I = /1 mdt ) J= K 1131 dt
Soit f(t) :(t‘l-k:;;—++ll)\/¥ ; f est continue, positive sur [1,+ oco[ et f(t ) +oot43\t/£ :t%
+oo
Or / %dt est une intégrale de Riemann (a: g) converge = I converge.
1 t2
Soi t3e?t et tPet
oit f(t)= T3¢ 5 [ est continue, positive sur [1,+ ool et f(t)~—7—=—5—=9(t).
Or #2- ’52_% the Sl to (i> or T converge = [ +%° g(t) dt converge=>.J converge
3 t— 400 3 V(+OO) 12 1 12 g 1 g g g

Attention : f doit avoir un signe constant !

[ee]
Soit f(t)= Si;; ; / Si;t dt converge (on 'admet pour le moment, on va le montrer au § suivant).
1



sin ¢ sin ¢ sint | sin?t  sint 1 cos(2t) a1 contar
SOltg() \/(1—{-\[) \/-{- 7 7\/{_‘_%77 (smt:%)

oo dt - diverge = fl g(t) dt diverge.

1

1 _ ﬂ) = 1+L%:t:>ml = f(t)V(:oo)g(t) et pourtant f1+°° f(t) dt converge et f1+°° g(t) dt

VI. Critére de Cauchy - Absolue et semi-convergence

VI.1. Critére de Cauchy

Etant donnée f continue sur [a,b] (—o0o0<a<b<+00) une CNS pour que [ : f(t) dt converge est quelle vérifie le
critére de Cauchy, c’est a dire Ve >0, de€[a,b] tq Va',z" € e, b] ‘ ff,” f) dt‘ <e.

V1.2. Absolue convergence

Def : Soit f continue sur [a, b[, 'intégrale [ ab f(t)dt est dite absolument convergente ssi f f(t)] dt converge

Théoréme : Toute intégrale absolument convergente, converge et on a ‘ I ab f(@®) dt‘ <J ab [f(t)]dt
Démo :

Soit f continue sur [a, b] si [ : f(t) dt est absolument convergente et on a donc f f(t)| dt converge donc

vérifie le critére de Cauchy, c’est & dire Ve >0, 3c€[a,b] tq Vz',z" € [e,b] ‘ fz, |f \dt‘ <Ee.

Oronsaltque‘f dt‘ x, |f()|dt d'ou Ve >0, Hce[a bl tq Va',z" €le,b] ‘f )dt‘g
fx, |f(t )\dt<5:>f f(t) dt vérifie le critére de Cauchy:>f f(t)dt converge.

VI1.3. Semi convergence

Def : Une intégrale impropre ou généralisée convergente mais non absolument convergente est dite semi-convergente.

1,+00[—=C )
g f: | La: est continue sur [1, + ool.

xm

- +m 2
Exemple : Etudier I = / ‘;
1

n xm

iv +oo
|f(z)] = ‘z . / ‘i—x converge ssi n>1=I est absolument convergente pour n > 1.
1

Si 0<n <1 alors on sait qu’il n’y a pas de convergence absolue. Est-ce que I est semi-converte 7 On va faire

1
une intégration par parties en posant u’=e'? = u = 7 ~ e = —je' et en travaillant sur [1, X].
I AT X iz,.—n _ . ei® +o00 e* - . +o0 iz +oo el
Dot [~ e"x dx*{*lj]lflnfl ,,+1dm:>f —dx iet—in [ ,,+1dm:>f iz CV
et X 1 CV car n+1>1
== —
X x XX —+00

. +00 eiT .
. si 0<n<1 alors “—dx est semi convergente
Conclusion : z

si n>1alors [ 1+°° Z—ndx est absolument convergente

400 iz 400 400
in
Remarque : / Z—dm converge, ¥V n € RY = / Czsx dz et / 02 dx convergent V n € RY
1 1 1

VI1.4. Reégle d’Abel

Théoréme : Soit f:[a,b]— R et g:[a,b[— R des fonctions continues vérifiant :

i. f positive décroissante sur [a,b[ et lim f(t)=0
t—b

i. IKeRY tq Yu,v€la,b |f dt|<K
Alors [ ab f(t) g(t) dt est convergente.

Démo :

Rappel du second théoréme de la moyenne :




Etant données f et g deux fonctions intégrables sur un intervalle [a’, b] & valeurs dans R et f positive
décroissante sur [a’, 0] alors 3¢’ € [a’, V'] tq f;,/ f(t) g(t)dt= f(a’) f:,/ g(t) dt.

On applique ce théoréme aux deux fonctions f et g du théoréme d’Abel sur [a, '] d’ou F ¢ € [a, ] tq
Jo F®)gt)dt=f(a) [ gt
Soit x € [a, b et x <z’ alors‘f f(t) dt‘7|f ) [ g@)dt| < f(x) K.

Or hmf( )=0=Ve>0,3V(b) tq er(b) alors f(x) < —.

DouV5>0 Hce[a b[ tq Va,z'€la,b] ‘f f(@®) ()dt‘<f(m)K<%K:5:>parlecritéredeCauchy
on déduit que f f(t) g(t) dt converge.

+oo . +
Exemple : Nature de [ = / 20 dt.
1

N
+o00
_ sint ;, [ +oo . [l 400 [ L, +oo[— R
If[ \/{dtf L f(t)g(t)dt ou f: e \/Z t gt g
f et g sont continues, intégrables sur [1,4+ 00| ; f est positive décroissante sur [1,+ oo ; lim f(¢)=
v v v t—+o00
De plus IK =2 tq Yu,v€|[l,+o0] | [ g(t)dt| :| [. smtdt| :|[fcost]u| <2. *

“+oo
D’apreés le théoréeme d’Abel on a [ 1+°° f(t) g(t) dt converge, c’est a dire / Si;t dt converge.
1

sint

De la méme maniére on montre que / dt converge.
2

Théoréme : Soit f positive sur [a, + o[ et fa+°° f(t)dt converge si lim f(t)=1 alors [ =0.
t—4o00
Démo :
Supposons que [ > 0, c’est & dire lim f(t) =1= f(¢) v (3oo) [ or f [ dt diverge = f:oo f(t) dt diverge
t—+o00
contrairement & I’hypothése donc [ =0.

Exercices faisant partie du cours

Exercice 1. Soit f:[0,+ co[— R une fonction positive et décroissante tq [ 0+°° f(t) dt converge

Montrer que f(z)=o (%) quand x — + 00.

Démonstration. Puisque [ 0+°° f(t) dt converge alors elle vérifie le critére de Cauchy d’ou :
Ve>0,IM>0,Ye>M [ f(t)dt<z.

De plus f est décroissante d’ou V x> M mf (22)= f% f(2x)d f% f() dt<% car Vte[z,2x] on a f(2z) < f(t)
Ainsi 0<z f(22) <5=0<2x f(2z) <e.
On pose X =22=0< X f(x) <e pour tout X >M= lim X f(X)=0 donc f(X)= (1) O
X—too V(+oo)
o \ﬂsm(tz)

1
Exercice 2. NaturedeI:fJ' 1n(1—+t)dt ;o J= f+°°1(e tcosl)dt ; K:fol%

Démonstration.

1 dt BN 1 dt
_ at _ 3 ar
e K=/ 0 lnt+f1 g = K1+ Ko

o fittr — continue sur ]0, ﬂ ; de plus limfl( )= 11m+11t 0
0 n
Donc f; est prolongeable en t =0=- f 0 f1(t) dt converge

o t+>—— est continue sur B, 1[ ; négative sur [%, 1 [ de plus —

Int lntv(l)



1 \/{SlntL2 \[ t2
° [:fo ) dt—l—f I dt=11+ 1

. sin 2 N N
Etude au V( ) f t— ln(1+;) ‘f( )|<m_g(t)v?6)7_$
Or f 0 T ! converge = f 0 ) dt converge = f o |f(t)| dt converge = [ 01 f(t) dt converge absolument
t2
donc I; converge.
. V% sin -+ VoL
Etude au V(4 o0) : e R
In(1+1t) V (400) Int 3
Visin t2Int
t— 1(1—+t) est continue positive sur [1,+ oo[
On compare a ;a =— — Sl S—a>0= = o© (i> Or 1+°° %f converge si
t2lnt tf_alntvu_oo) tzlnt V(+oo)
5 y . 3 . \ﬂsm 2
a>1. On prend a =7 afin d’avoir 1 <a < 3. Par conséquent fl o +§) dt = I, converge.
Conclusion : I et I convergent donc I converge. 0

On retrouve l'intégrale K dans le TD n°15, exercice 2, question a).



