
Intégrales généraliséesDef : On dit que f fonction réelle dé�nie sur un intervalle réel I � R est localement intégrable sur I si pour toutintervalle fermé [� ; � ] � I, � ; � 2 R, f est intégrable au sens de Riemann sur [� ; � ] .En particulier si f est continue sur I alors, f est localement intégrable sur I .Dans la suite on prend I = [a ; b [ avec � 1 < a < b 6 + 1 .Soit F : [a ; b [ ! Rx� R ax f ( t) d t .I. Def : L' intégrale généralisée R ab f ( t) d t existe ou converge ssi 9 l 2 R tq limx! b F(x) = lRemarque :1 . Quand l' intégrale généralisée converge on note R ab f ( t) d t = limx! b R ax f ( t) d t2 . La notion de convergence ou de divergence de R ab f ( t) d t est indépendante du choix de x de la borde infé-rieure, c' est à dire R ab f ( t) d t est de même nature que R a 0b f ( t) d t pour tout a 0 2 ]a ; b [ .3 . De la même manière on dé�nit la nature de R ab f ( t) d t pour f continue sur ]a ; b ] avec � 1 6 a < b < + 14. Dans le cas particulier où f est continue sur [a ; b [ et f est prolongeable par continuité en b 2 R � c' est à direque limx! b f ( x) existe � alors R ab f ( t) d t est convergenteExemple : Soit f : [ � 1 ; 0[ ! Rt� sin tt . Donner la nature de R � 10 sin tt d tLa fonction f est prolongeable par continuité en g sur [ � 1 ; 0] en posant � g ( t) = f ( t) si t 2 [ � 1 ; 0 [g ( 0 ) = 1 .La fonction g est continue sur [ � 1 ; 0] ) R � 10 g( t) d t existe mais R � 10 f ( t) d t = R � 10 g( t) d t ) R � 10 f ( t) d texiste.II. Exemple fondamentale : Intégrales de Riemann1 er cas : Soit a > 0 . 8� 2 R, Z0 +1 d tt� % converge ssi � > 1& diverge ssi � 6 1Démo : On considère la fonction f : [ 0 ; + 1 [ ! Rt� 1t� ; a 2 R+� .Considérons F(x) = R ax f ( t) d t c' est à dire F(x) = R ax d tt� = R ax t� � d tD'où : si � = 1 alors F(x) = [ ln t ] ax = ln x � ln a �x!+1 + 1 ) R ax d tt� divergesi � � 1 alors F( x) = h t� �+ 1� � + 1 i ax = 1� � + 1 � x1 � � � a1 � � � % 0 si 1 � � < 0 , � > 1 ) R a+1 d tt� converge& + 1 si 1 � � > 0 , � < 1 ) R a+1 d tt� diverge2ème cas : 8a ; b 2 R, a < b , 8� 2 R Zab d t( b � t) � % converge ssi � < 1& diverge ssi � > 1Démo : On considère la fonction f : [a ; b [ ! Rt� 1( b � t) � et F(x ) = R ax f ( t) d t = R ax d t( b � t) � = R ax ( b � t) � d tD'où : si � = 1 alors F(x) = R ax d tb � t = [ � ln( b � t) ] ax = � ( ln( b � x) � ln( b � a) ) �x! b� + 1 ) R ab d tb � t divergesi � � 1 alors F( x) = h 1� � + 1 ( b � t) � �+ 1 i ax = 11 � � � ( b � x) 1 � � � ( b � a) 1 � � ��x! b� % � ( b � a ) 1 � �1 � � si 1 � � > 0 ) � < 1 ) R ab d t( b � t) � converge&1 si 1 � � < 0 ) � > 1 ) R ab d t( b � t) � diverge1



Remarque :1 . Soit f et g deux fonctions intégrables sur [a ; b [ alors 8 � ; � 2 R on a :R ab (� f + � g) d t = � R ab f ( t) d t + � R ab g( t) d t linéarité de l' intégrale2 . Si f et g deux fonctions intégrables sur [a ; b [ alors on n' a pas toujours R ab f ( t) g( t) d t intégrable sur [a ; b [ .Exemple : Soit f : [ 0 ; 1 [ ! Rt� 11 � tp on a R 01 f ( t) d t = Z0 1 d t1 � tp = Zab d t( 1 � t) 12 converge � intégrale de Riemann avec � = 12 �mais R 01 f ( t) � f ( t) d t = Z0 1 d t1 � t = Z0 1 d t( 1 � t) 1 diverge ( intégrale de Riemann avec � = 1 )III. Calcul pratique des intégrales généraliséesIII. 1 . Utilisation d'une primitiveSoit f : [a ; b [ ! Rt� f ( t) et on veut connaître la nature de R ab f ( t) d t .S i on peut déterminerune primitive F(x ) = R ax f ( t) d t alors il su�t de regarder limx! b� F(x )Exemple : Nature de R 2+1 d tt ( ln t) � ; � 2 ROn cherche une primitive F( x) = Z2 x d tt ( ln t) � .S i � = 1 : F(x ) = Z2 x d tt ln t = Z2 x ( ln t) 0ln t d t = [ ln( ln t) ] 2x = ln( ln x) ) � ln( ln 2) �x!+1 + 1 ) Z2 +1 d tt ln t divergeSi � � 1 : F(x ) = R 2x ( ln t) 0 ( ln t) � � d t = h 1� � + 1 ( ln t) � �+ 1 i 2x= 11 � � � 1( ln t) � � 1 � 1( ln 2 ) � � 1 � �x!+1 % 0 ssi � � 1 > 0 ) � > 1 ) convergence& 1 ssi � � 1 < 0 ) � < 1 ) divergenceConclusion : Z2 x d tt ( ln t) � converge ssi � > 1III. 2 . Méthode du changement de variableOn reprend l' exemple précédent : Nature de I = Z2 +1 d tt ( ln t) � ; � 2 R.On pose T = ln t) dT = d tt . D' où I = Z2 +1 d tt ( ln t) � = Zln 2+1 dTT� converge ssi � > 1 .III. 3. Méthode d' intégration par partiesThéorème : Soient u et v deux fonctions de classes C1 sur [a ; b [Alors 8x 2 [ a ; b [ R ax u( t) v 0( t) d t = [u( t) v ( t) ] ax � R ax u 0( t) v ( t) d t et ces deux dernières intégrales sont demême nature.Exemple : Montrer que Z1 +1 sin tt d t et Z12+1 sin2 tt d t sont de même nature.On fait une intégration par parties sur [ 1 ; x ] d' où : R 1x sin tt d t = R 1x ( 1 � cos t) 0 � 1t d t . On peut rajouter laconstante 1 qui ne change pas l' égalité mais qui simpli�e les calculs par la suite.R 1x ( 1 � cos t) 0 � 1t d t = h ( 1 � cos t) 1t i 1x + Z1 x 1 � cos tt2 d t = h 1 � cos tt i 1x + 2 Z1 x sin2 t2t2 d t . On pose: T = t2 ) dT =d t2D'où Z1 x sin tt d t = h 1 � cos tt i 1x + 2 � 2 Z12 x2 sin2 T4 T2 dT .D' où limx!+1 Z1 x sin tt d t = limx!+1 � 1 � cos xx � + 1 � cos 1 + limx!+1 Z12 x2 sin2 tt2 d t .D' où Z1 +1 sin tt d t ����� = I1 = 0 + 1 � cos 1 + Z12 +1 sin2 tt2 d t ����� = I2 ) I1 et I2 sont de même nature.2



IV. Intégrales doublement généraliséesDef : Soit f continue sur ]a ; b [ avec � 1 6 a < b 6 + 1On dit que R ab f ( t) d t converge ssi 9 c 2 ]a ; b [ tq R ac f ( t) d t ��� = I converge et R cb f ( t) d t ��� = J converge.Remarque : Si l' une au moins des intégrales I et J diverge alors R ab f ( t) d t diverge.Exemple :1 . R � 1+1 t d t ; Soit c 2 ] � 1 ; + 1 [ ; R � 1c t d t et R c+1 t d t divergent) R � 1+1 t d t diverge.Remarque : 8 x > 0 F( x) = R � xx f ( t) d t = R � xx t d t = h t22 i � xx = 0 et limx!+1 F(x) = limx!+1 0 = 0Ceci n'a pas de sens ! ! !2 . Soit I = R � 11 d tt ; nature de I .Il ne faut pas écrire R � 11 d tt = [ ln ( 1 + t) ] � 11 = 0 . Ceci n' est pas acceptable car f n' est pas continue sur [ � 1 ; 1 ]On a f continue sur [ � 1 ; 0[ S ] 0 ; 1 ] c' est pourquoi il faut étudier séparément R � 10 d tt et R 01 d tt , or ces deuxintégrales divergent ) I = R � 11 d tt diverge.V. Convergence des intégrales de f > 0 sur [a ; b [Soit f continue sur [a ; b [ et f > 0 sur [a ; b [ .On dé�nit F( x) = R ax f ( t) d t pour tout x 2 [ a ; b [ .On a F 0( x) = f ( x) et comme f > 0 ) F est croissante sur [a ; b [ donc R ab f ( t) d t converge ssi fF( x) ; x 2 [ a ; b [ g est unensemble de réels majorés.Remarque : F( [a ; b [ ) = � R ax f ( t) d t , pour x 2 [a ; b [ 	 = fF( x) ; x 2 [a ; b [ g .Théorème :1 . S ' il existe g > 0 continue sur [a ; b [ tq f = �V ( b ) ( g) et R ab g( t) d t converge, alors R ab f ( t) d t converge.2 . S ' il existe g > 0 continue sur [a ; b [ tq f �V ( b ) g alors R ab g( t) d t et R ab f ( t) d t sont de même nature.3. S ' il existe g continue sur [a ; b [ tq 0 6 f ( t) 6 g( t) alors : si R ab g( t) d t converge alors R ab f ( t) d t converge.si R ab f ( t) d t diverge alors R ab g( t) d t diverge.Démo :1 . Si on a f et g deux fonctions positives continues sur [a ; b [ etf = �V ( b ) ( g) , donc par dé�nition on sait que8 " > 0 ; 9 V( b) tq 8 x 2 V( b) , 0 6 f ( x) 6 " g(x) .Soit F( x) = R ax f ( t) d t 6 " R ax g( t) d t = " G( x) .Puisque R ab g( t) d t converge) fG( x) ; x 2 [ a ; b [ g= G ( [ a ; b [ ) est un ensemble de réels majorés.D' où F( [a ; b [ ) est un ensemble de réels majorés) R ab f ( t) d t converge.Exemple : Nature de I = Z1 +1 3 t + 1( t4 + 3 t2 + 1 ) tp d t ; J = Z1 +1 t3 e� t1 + 3 t d tSoit f ( t) = 3 t + 1( t4 + 3 t2 + 1 ) tp ; f est continue, positive sur [ 1 ; + 1 [ et f ( t) �t!+1 3 tt4 tp = 3t 72Or Z1 +1 3t 72 d t est une intégrale de Riemann � � = 72 � converge ) I converge.Soit f ( t) = t3 e� t1 + 3 t ; f est continue, positive sur [ 1 ; + 1 [ et f ( t) � t3 e� t3 t = t2 e� t3 = g( t) .Or t2 � t2 e� t3 = t4 e� t3 �t!+10 ) t2 e� t3 = �V ( +1 )� 1t2 � or Z1 +1 d tt2 converge ) R 1+1 g( t) d t converge) J convergeAttention : f doit avoir un signe constant !Soit f ( t) = sin ttp ; Z1 +1 sin ttp d t converge ( on l' admet pour le moment, on va le montrer au � suivant) .3



Soit g( t) = sin ttp � 1 + sin ttp � = sin ttp + sin2 tt = sin ttp + 12 t � cos( 2 t)2 t � s in 2 t = 1 � cos ( 2 t )2 �R 1+1 d t2 t diverge ) R 1+1 g( t) d t diverge.f ( t )g ( t) = sin ttpsin ttp � 1 + sin ttp � = 11 + sin ttp �t!+11 ) f ( t) �V ( +1 ) g( t) et pourtant R 1+1 f ( t) d t converge et R 1+1 g( t) d tdiverge.VI. Critère de Cauchy - Absolue et semi-convergenceVI. 1 . Critère de CauchyÉtant donnée f continue sur [a ; b [ ( � 1 < a < b 6 + 1 ) une CNS pour que R ab f ( t) d t converge est quelle véri�e lecritère de Cauchy, c' est à dire 8 " > 0 ; 9 c 2 [a ; b [ tq 8 x 0 ; x 00 2 [ c ; b [ ��� R x 0x 0 0 f ( t) d t ��� < " .VI. 2 . Absolue convergenceDef : Soit f continue sur [a ; b [ , l' intégrale R ab f ( t) d t est dite absolument convergente ssi R ab j f ( t) j d t convergeThéorème : Toute intégrale absolument convergente, converge et on a ��� R ab f ( t) d t ��� 6 R ab j f ( t) j d tDémo :Soit f continue sur [a ; b [ si R ab f ( t) d t est absolument convergente et on a donc R ab j f ( t) j d t converge doncvéri�e le critère de Cauchy, c' est à dire 8 " > 0 ; 9 c 2 [a ; b [ tq 8 x 0 ; x 00 2 [ c ; b [ ��� R x 0x 0 0 j f ( t) j d t ��� < " .Or on sait que ��� R x 0x 0 0 f ( t) d t ��� 6 R x 0x 0 0 j f ( t) j d t , d' où 8 " > 0 ; 9 c 2 [a ; b [ tq 8 x 0 ; x 00 2 [ c ; b [ ��� R x 0x 0 0 f ( t) d t ��� 6R x 0x 0 0 j f ( t) j d t < ") R ab f ( t) d t véri�e le critère de Cauchy) R ab f ( t) d t converge.VI. 3. Semi convergenceDef : Une intégrale impropre ou généralisée convergente mais non absolument convergente est dite semi-convergente.Exemple : Étudier I = Z1 +1 e i xxn dx où n 2 R+� ; f : [ 1 ; + 1 [ ! Cx� e i xxn est continue sur [ 1 ; + 1 [ .j f (x ) j = �� e i x ��xn = 1xn or Z1 +1 d xxn converge ssi n > 1 ) I est absolument convergente pour n > 1 .S i 0 < n 6 1 alors on sait qu' il n' y a pas de convergence absolue. Est-ce que I est semi-converte ? On va faireune intégration par parties en posant u 0 = e ix) u = 1i e ix = � i e ix et en travaillant sur [ 1 ; X ] .D' où R 1X ei x x� n dx = h � i e i xxn i 1X � i n R 1x e i xxn+ 1 dx) R 1+1 e i xxn dx = i e i � i n R 1+1 e i xxn+ 1 dxCV car n+ 1 > 1 ) R 1+1 e i xxn dx CVSi X! + 1 alors e iXX �X!+10 car 0 6 ��� e iXX ��� = 1X �X!+10Conclusion : si 0 < n 6 1 alors R 1+1 e i xxn dx est semi convergentesi n > 1 alors R 1+1 e i xxn dx est absolument convergenteRemarque : Z1 +1 e i xxn dx converge, 8 n 2 R+� ) Z1 +1 cos xxn dx et Z1 +1 sin xxn dx convergent 8 n 2 R+�VI. 4. Règle d'AbelThéorème : Soit f : [a ; b [ ! R et g : [a ; b [ ! R des fonctions continues véri�ant :i. f positive décroissante sur [a ; b [ et limt! b f ( t) = 0ii. 9 K 2 R+� tq 8 u ; v 2 [a ; b [ �� R uv g( t) d t �� 6 KAlors R ab f ( t) g( t) d t est convergente.Démo :Rappel du second théorème de la moyenne : 4



Étant données f et g deux fonctions intégrables sur un intervalle [a 0 ; b 0 ] à valeurs dans R et f positivedécroissante sur [a 0 ; b 0 ] alors 9 c 0 2 [ a 0 ; b 0 ] tq R a 0b 0 f ( t) g( t) d t = f ( a 0) R a 0c 0 g( t) d t .On applique ce théorème aux deux fonctions f et g du théorème d'Abel sur [a ; x 0 ] d' où 9 c 2 [a ; x 0 ] tqR ax 0 f ( t) g( t) d t = f ( a) R ac g( t) d t .Soit x 2 [a ; b [ et x < x 0 alors ��� R xx 0 f ( t) g( t) d t ��� = �� f (x ) R xc g( t) d t �� 6 f (x ) K .Or limx! bf (x ) = 0 ) 8 " > 0 ; 9 V( b) tq x 2 V ( b) alors f ( x) < "K .D' où 8 " > 0 ; 9 c 2 [a ; b [ tq 8 x ; x 0 2 [a ; b [ ��� R xx 0 f ( t) g( t) d t ��� 6 f (x ) K 6 "K K = ") par le critère de Cauchyon déduit que R ab f ( t) g( t) d t converge.Exemple : Nature de I = Z1 +1 sin ttp d t .I = Z1 +1 sin ttp d t = R 1+1 f ( t) g( t) d t où f : [ 1 ; + 1 [ ! Rt� 1 tp et g : [ 1 ; + 1 [ ! Rt� sin t .f et g sont continues, intégrables sur [ 1 ; + 1 [ ; f est positive décroissante sur [ 1 ; + 1 [ ; limt!+1 f ( t) = 0 .De plus 9 K = 2 tq 8 u ; v 2 [ 1 ; + 1 [ �� R uv g( t) d t �� = �� R uv sin t d t �� = �� [ � cos t ] uv �� 6 2 .D' après le théorème d'Abel on a R 1+1 f ( t) g( t) d t converge, c' est à dire Z1 +1 sin ttp d t converge.De la même manière on montre que Z2 +1 sin tln t d t converge.Théorème : Soit f positive sur [ a ; + 1 [ et R a+1 f ( t) d t converge si limt!+1 f ( t) = l alors l = 0 .Démo :Supposons que l > 0 , c' est à dire limt!+1 f ( t) = l ) f ( t) �V ( +1 ) l or R a+1 l d t diverge ) R a+1 f ( t) d t divergecontrairement à l' hypothèse donc l = 0 .Exercices faisant partie du coursExercice 1 . Soit f : [ 0 ; + 1 [ ! R une fonction positive et décroissante tq R 0+1 f ( t) d t convergeMontrer que f ( x) = � � 1x � quand x! + 1 .Démonstration. Puisque R 0+1 f ( t) d t converge alors elle véri�e le critère de Cauchy d' où :8 " > 0 ; 9 M > 0 ; 8 x > M R x2 x f ( t) d t < "2 .De plus f est décroissante d' où 8 x > M x f ( 2 x) = R x2 x f ( 2 x) d t 6 R x2 x f ( t) d t < "2 car 8 t 2 [ x ; 2 x ] on a f ( 2 x ) 6 f ( t)Ainsi 0 6 x f ( 2 x ) < "2 ) 0 6 2 x f ( 2 x) < " .On pose X = 2 x) 0 6 Xf ( x) < " pour tout X > M) limX!+1Xf (X) = 0 donc f (X) = �V ( +1 )� 1X � �Exercice 2. Nature de I = R 0+1 tp sin� 1t 2 �ln ( 1 + t) d t ; J = R 1+1 1t � e� 1t � cos 1t � d t ; K = R 01 d tln tDémonstration.� K = R 01 d tln t = R 012 d tln t + R 121 d tln t = K1 + K2 :� f1 : t� 1ln t continue sur i 0 ; 12 i ; de plus limt! 0f1 ( t) = limt! 0+ 1ln t = 0Donc f1 est prolongeable en t = 0 ) R 012 f1 ( t) d t converge� t� 1ln t est continue sur h 12 ; 1h ; négative sur h 12 ; 1 h de plus 1ln t �V ( 1 ) 15



� I = R 01 tp sin 1t 2ln ( 1 + t) d t + R 1+1 tp sin 1t 2ln ( 1 + t ) d t = I1 + I2Étude au V( 0) : f : t� tp sin 1t2ln ( 1 + t) . j f ( t) j 6 tpln ( 1 + t) = g( t) �V ( 0 ) tpt = 1 tpOr R 01 d tt 12 converge ) R 01 g( t) d t converge ) R 01 j f ( t) j d t converge ) R 01 f ( t) d t converge absolumentdonc I1 converge.Étude au V( + 1 ) : tp sin 1t 2ln ( 1 + t) �V ( +1 ) tp � 1t 2ln t = 1t 32 ln tt� tp sin 1t 2ln ( 1 + t) est continue positive sur [ 1 ; + 1 [ .On compare à 1t� : t�t 32 ln t = 1t 32 � � ln t �V ( +1 ) 0 . S i 32 � � > 0 ) 1t 32 ln t = �V ( +1 )� 1t� � . Or R 1+1 d tt� converge si� > 1 . On prend � = 54 a�n d' avoir 1 < � < 32 . Par conséquent R 1+1 tp sin 1t2ln ( 1 + t) d t = I2 converge.Conclusion : I1 et I2 convergent donc I converge. �On ret rouve l' intégrale K dans le TD n ° 1 5 , exercice 2 , quest ion a) .
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