
Réduction des endomorphismes et des matrices carréesI. Éléments propresDef :1 . Soit E un K espace vectoriel et f 2 L(E)� Soit � 2 K , on dit que � est une valeur propre de f ssi :9 x 2 E ; x � 0 tq f ( x ) = � xOn appelle spectre de f et on note Sp( f ) l' ensemble des valeurs propres de f .� Soit x 2 E , on dit que x est un vecteur propre de f ssi :x � 0 et 9 � 2 K tq f ( x) = � x .2 . Soit n 2 N� et A 2 Mn(K ) .� Soit � 2 K . On dit que � est une valeur propre de A ssi :9 X 2 Mn ; 1 (K ) , X � 0 tq AX = � XOn appelle spectre de A et on note Sp(A) l' ensemble des valeurs propres de A .� Soit X 2 Mn ; 1 (K ) ; On dit que X est un vecteur propre de A ssi :X � 0 et 9 � 2 K tq AX = � XLes valeurs propres et vecteurs propres sont globalement appelés éléments propres.Remarque :� Un vecteur propre n' est jamais nul.� Pour tout � 2 K , � valeur propre de f , ssi � est valeur propre de A (A = MB ( f ) )Donc Sp(A) = Sp( f )Propriété et dé�nition : Soit E un espace vectoriel et f 2 L(E )� On dit que � 2 K et x 2 E sont des valeur et vecteur propres associés ssi : x � 0 et f ( x) = � x� Pour toute valeur propre � de f , le sous espace Ker( f � � IdE) � f 0g ) f � � IdE n' est pas injectif.On appelle Ker( f � � IdE) le sous espace propre associé à la valeur propre � et on note E� .Démo :Soit � valeur propre de f associée au vecteur propre x , alors on a :f (x ) = � x) f ( x) � � x = 0 ) ( f � � IdE) (x ) = 0 ) x 2 Ker( f � � IdE) � f 0g ) f � � IdE n' est pas injectif.Théorème :Soit E un K espace vectoriel f 2 L(E) .S i � 1 ; � �n toutes distinctes, sont les valeurs propres de f , alors les sous espaces associés à � 1 ; � �n sont ensomme directe.Rappel : La somme Pni= 1Ei est directe ssi 8 i 2 J 2 ; nK , Ei T  Pi� 1j= 1Ej! = f 0g .Preuve par récurrence :Remarque : Le sous espace propre associé à la valeur propre � i , sera noté dans cette preuve Ei (E� i � Ei)� n = 2 : E1 + E2 est-elle directe ? C' est à dire E1 T E2 = f 0gSoit x 2 E1 T E2 alors x 2 E1 ) f ( x) = � 1 xet x 2 E2 ) f (x ) = �2 x� ) 0 = � 1 x � �2 x = (� 1 � � 2 ) x .Or � 1 � �2 ) x = 0 ) E1 T E2 = f 0g . Donc la somme E1 + E2 est directe. On note E1 � E2 .1



� Supposons que la propriété est établie jusqu' au rang n � 1 , c' est à dire E1 � E2 � � � En� 1 � �n� 1i= 1 Ei .On a �n� 1i= 1 Ei directe donc , 8 i 2 J 2 ; n � 1 K Ei T Pi� 1j= 1Ej = f 0gPour avoir Pni= 1Ei directe il su�t de montrer que En T Pn� 1i= 1 Ej = f 0g .Soit x 2 En T Pn� 1j= 1Ej ) 8><>: x 2 Eet x 2 Pn � 1j= 1 Ej ) 8>><>>: f ( x ) = �n x9 ( x j ) j 2 J 1 ; n � 1 Kavec x j 2 Ej tq x = Pn � 1j= 1 x j )8>>>><>>>>: f ( x ) = �n x ) Pn � 1j= 1 �n x j = �n x = �n Pn � 1j= 1 x jf ( x ) = Pn � 1j= 1 f ( x j ) = Pn � 1j= 1 � j x j , d' où Pn� 1j= 1 � j x j � �n Pn� 1j= 1 xj = 0 ) Pn� 1j= 1 ( � j � �n) x j = 0 .Puisque �n� 1j= 1 Ej est directe ) décomposition unique de 0 = 0 + � + 0 ) 8 j 2 J 1 ; n � 1 K (� j � �n) xj = 0) xj = 0 ) x = 0 .Donc la propriété est établie au rang n .II. Polynome caractéristiqueDef :1 . Soit A 2 Mn(K ) . On appelle polynôme caractéristique de A et on note PA(X ) le déterminant de (A � XIn)2 . Soit f 2 L(E) . On appelle polynôme caractéristique de f et on note Pf (X) le dérerminant de M ( f � X IdE) .Remarques :� La matrice identité d' ordre n sera notée In (8X 2 Mn ; 1 (K) InX = X )� L' endomorphisme identité de E sera noté IdE (8 x 2 E IdE ( x) = x)Proposition : Soit A = ( ai j) 1 6 i ; j6 n 2 Mn(K)Les valeurs propres de A sont les racines du polynôme caractéristique PA(X ) de plus on aPA (X ) = ( � X) n + Xn� 1� Pni= 1ai j�trace de A + � + det(A) :En e�et : Il su�t de développer PA(X ) = det(A � XIn) = �������� a 1 1 � X a 1 2 � a 1 na2 1 a 22 � X a 2n
 � 
an 1 � � an n � X ��������En particulier on a PA est un polynôme de degré n : det(A) = PA ( 0) ) le terme constant dans PA est det(A) .Propriétés :1 . Deux matrices carrées semblables ont même polynôme caractéristique2 . A et tA ont même polynôme caractéristiqueDémo : X est un scalai re1 . Soit A et A 0 deux matrices semblables alors 9 S 2 Mn(K) tq A 0 = S� 1 A SPA 0 (X ) = det(A 0 � X In) = det(S� 1 A S � X In) = det(S� 1 A S � XS� 1 In S) = det� S� 1 (A � X In) S � =det(S� 1 ) det(A � X In) det(S) = det(S� 1 ) det(S) PA(X ) = PA(X)2 . PA(X) = det(A � X In) = det� t(A � X In) � = det� tA � X t In) = det( tA � X In) = PtA(X )Exemple : Calculer les éléments propres de A où A = 0@ 8 1 2 1 0� 9 � 22 � 229 1 8 1 7 1A .2



PA(X ) = det(A � XIn) = ������ 8 � X 1 2 1 0� 9 � 22 � X � 229 1 8 1 7 � X ������ = � X3 + 3 X2 � 4 = � (X + 1 ) (X � 2) 2Les valeurs propres de A sont les racines de PA(X ) ) les valeurs propres de A sont � 1 = � 1 ( valeur simple)et � 2 = 2 ( valeur double) .Cherchons les sous espaces vectoriels associés aux valeurs propres :� E�1 : Soit V = 0@ xyz 1A 2 E� 1 ssi AV = � 1 V, AV = � V, (A + I) V = 0,0@ 9 1 2 1 0� 9 � 21 � 229 1 8 1 8 1A 0@ xyz 1A = 0@ 000 1A , 8<: 9 x + 1 2 y + 1 0 z = 0� 9 x � 21 y � 22 z = 09 x + 1 8 y + 1 8 z = 0 , 8>><>>: z = zy = � 43 zx = 23 z .V = 0@ xyz 1A 2 E� 1 ssi V = 0BB@ 23 z� 43 zz 1CCA = z3 0@ 2� 43 1A .E� 1 = Vect0@ 2� 43 1A ) dimE� 1 = 1 ) E� 1 est une droite vectorielle.� E�2 : V = 0@ xyz 1A 2 E� 2 , AV = 2 V, (A � 2 I) V = 0@ 000 1A , 8<: 6 x + 1 2y + 1 0 z = 0� 9 x � 24 y � 22 z = 09 x + 1 8 y + 1 5 z = 0 ) � � 6 y � 7z = 03 x + 6 y + 5 z = 0 .V = 0@ xyz 1A 2 E� 2 ssi V = 0BB@ 23 z� 76 zz 1CCA = z60@ 4� 67 1A donc E� 2 est une droite vectorielle engendrée par 0@ 4� 67 1ADef : Soit f 2 L(E) ( respectivement A 2 Mn(K) ) ; �0 une valeur propre de f ( respectivement de A) :On appelle ordre de multiplicité de � 0 l' ordre de multiplicité de � 0 en tant que zéro du polynôme caractéris-tique Pf (X) ( respectivement PA(X) ) .Exemple : Dans l' exemple précédent on avait PA(X ) = � (X + 1 ) (X � 2) 2 alors : � 1 est une valeur propre simple2 est une valeur propre double .Proposition : Soit f 2 L(E) ; �0 une valeur propre de f . !0 l' ordre de multiplicité de � 0 et d0 = dim( f � �0 IdE ) .On a alors : 1 6 d0 6 !0 .Démo :1 . Puisque par dé�nition le sous espace propre associé à � 0 noté E� 0 est di�érent de f 0g alors dim( f � � 0 IdE ) =dim(E� 0 ) = d0 > 12 . Le sous espace E� 0 admet au moins une base ( e1 ; � ; ed0) et d' après le théorème de la base incomplète, ilexiste ed0+ 1 ; � ; en 2 E tq B = ( e1 ; � ; en) soit une base de E .Il existe C 2 Md0 ; n� d0(K) , B 2 Mn� d0 (K) tq MB 0 ( f ) = � � 0 Id0 C0 B � .D' où Pf (X ) = ����� ( � 0 � X ) Id0 C0 B � X Id0 ����� = ( �0 � X ) d0PB (X ) car pour d 0 = 2 : ���� � 0 � X 00 � 0 � X ���� = ( � 0 � X ) 2D'où Pf (X ) = (� 0 � X) d0 PB (X) ) (� 0 � X ) d0 divise Pf (X ) ) d0 6 !0Corollaire :1 . Soit f 2 L(E) .Pour toute valeur propre simple � 0 de f , la dimension du sous espace vectoriel E� 0 associée à �0 vaut 12 . Soit A 2 Mn(K) .Pour toute valeur propre simple � 0 de A, on a dimE� 0 = 1 .III. DiagonalisationDef :1 . Soit f 2 L(E) .On dit que f est diagonalisable ssi il existe une base B de E telle que MB ( f ) soit diagonale.2 . Soit A 2 Mn(K) .A est diagonalisable ssi 9 P inversible 2 Mn(K) ; 9 D diagonale 2 Mn(K) tq A = PD P� 1 .3



Proposition : Soit f 2 L(E) ; f est diagonalisable ssi il existe une base de E formée des vecteurs propres de f .Démo :Supposons f diagonalisable, alors il existe une base B = ( e1 ; � ; en) telle que MB ( f ) soit diagonale.Il existe donc � 1 ; � �n telles que MB ( f ) = 0@ � 1 0�0 �n 1A ) 8 i 2 J 1 ; nK f ( ei) = � i e i ) B = ( e1 ; � ; en) est unebase de E formée de vecteurs propres de f .Réciproquement :S ' il existe une base de E formée des vecteurs propres de f alors il su�t d' écrire la matrice de f dans cettebase pour obtenir une matrice diagonale.Def : Soit P un polynôme de K [X ] de degré n .P est dit scindé ssi P a exactement n racines distinctes ou confondues dans K . Ou encore ssi la somme desordres de multiplicité des racines de P est égale au degré de P .Théorème : CNS de diagonalisation1 . Soit f 2 L(E) . f est diagonalisable ssi : 8<: Pf est scindé dans KPour chaque valeur propre � de f , la dim(Ker( f � � IdE ) )est égale à l' ordre de multiplicité de �:2 . Soit A 2 Mn(K ) , A est diagonalisable ssi : 8<: PA est scindé dans KPour chaque valeur propre � de A, la dim(Ker(A � � In) )est égale à l' ordre de multiplicité de �:Démo : Supposons que f est diagonalisable.Soit B = ( v1 ; � ; vn) base de E formée par des vecteurs propres de f et donc MB ( f ) = 0@ � 1 0�0 �n 1A .Pf (X) = det(MB ( f ) � X In) = ������ � 1 � X 0�0 �n � X ������ = Qni= 1 ( � i � X ) ) Pf a toutes ses racines dans K donc il estscindé.Étude de la dimension des sous espaces propresSupposons que les vecteurs v1 ; � ; vn sont rangés de telle sorte que : � ( v1 ; v2 ; � ; vk ) ; ( vk+ 1 ; � ; vl ) ; � ; (� ; vn) �� 1 d' ordre k1 ; � 2 d' ordre k2 ; . . . ; � p d' ordre kp. ( si mple groupement par valeur propre)C' est à dire Pf (X ) = ( � 1 ) n (X � � 1 ) k 1 (X � �2 ) k2 � (X � � p) k p ; � i � � j ; k1 + k2 + � + kp= n) 8<: f ( v1 ) = � 1 v1
 
f ( vk ) = � 1 vk et � f ( vk + 1 ) = � 2 vk + 1
 
 et � et � 
 
f ( vn ) = � 1 vnOn sait que ( v1 ; � ; vn) est une base de E .dim(E� 1 ) > k1 mais dim(E� 1 ) 6 k1 ) dim(E� 1 ) = k1 . De même pour les autres E� i .) la dimension de chaque E� i = l' ordre de multiplicité de � i .Remarque :Si f 2 L(E) ( respectivement A 2 Mn(K ) ) admet n valeurs propres deux à deux distinctes alors f ( resp. A)est diagonalisable.Exemple : La matrice A est-elle diagonalisable ? avec A = 12 0@ 0 1 11 0 11 1 0 1A . Rq : A = 12 � 0 11 0 � = 0@ 0 1212 0 1A = � 12 � 2 � 0 11 0 �PA (X ) = det(A � X I3 ) = � 12 � 3 ������ � 2 X 1 11 � 2 X 11 1 � 2 X ������ = � 12 � 3 ������ � 2 X + 2 1 1� 2 X + 2 � 2 X 1� 2 X + 2 1 � 2 X ������ = � 12 � 3 ( � 2 X + 2) ������ 1 1 11 � 2 X 11 1 � 2 X ������= � 12 � 3 ( � 2 X + 2) ������ 1 1 10 � 2 X � 1 00 0 � 2 X � 1 ������ = � 12 � 3 ( � 2 X + 2) ( 2 X + 1 ) 2Les valeurs propres sont � 1 = 1 simple ; �2 = � 12 double donc PA est scindé.E�1 : X = 0@ xyz 1A 2 E1 ssi (A � I) X = 0 , 8<: � 2 x + y + z = 0 ( 1 )x � 2 y + z = 0 ( 2 )x + y � 2 z = 0 ( 3 ) ) � ( 1 ) � ( 2 ) : � 3 x + 3 y = 0( 3 ) : 2 y � 2 z = 0 ) � x = yz = yX = 0@ xyz 1A 2 E1 ssiX = 0@ yyy 1A = y0@ 111 1A ) E1 = Vect0@ 111 1A . On pose V1 = 0@ 111 1A .4



E�2 : X = 0@ xyz 1A 2 E� 12 ssi (A + 12 I) X = 0 , 8<: x + y + z = 0x + y + z = 0x + y + z = 0 ) x + y + z = 0) x= � y� z equation d' un plan vectorielX = 0@ xyz 1A 2 E� 12 ssi X = 0@ � y � zyz 1A = 0@ � yy0 1A + 0@ � z0z 1A = y 0@ � 110 1A + z 0@ � 101 1A ) E� 12 est le plan vectoriel de base(V2 ; V3 ) avec V2 = 0@ � 110 1A et V3 = 0@ � 101 1A .A est diagonalisable.Soit E = R3 de base B = ( e1 ; e2 ; e3 ) et f 2 L(E) tq A = MB ( f ) = f ( e1 ) f ( e2 ) f ( e3 )0@ 1A e1e2e3Soit V = (V1 ; V2 ; V3 ) une nouvelle base de E , faisons un changement de base de B à V .Soit P la matrice de passage de B à V . P = V1 V2 V30@ 1 � 1 � 11 1 01 0 1 1A e1e2e3Soit D la matrice de f par rapport à V .On sait que A = PD P� 1 or P = f (V1 ) f (V2 ) f (V3 )0@ 1 � 1 � 11 1 01 0 1 1A e1e2e3 or f (V1 ) = � 1 V1 = 1 � V1f (V2 ) = � 12 � V2f (V3 ) = � 12 � V3Ça n' a pas l ' air complet . . .III. 1 . Application de la diagonalisationIII. 1 . 1 . Calcul des puissances d'une matriceSoit A 2 Mn(K) .Supposons que A soit diagonalisable, alors il existe P 2 Mn(K) ( inversible) , D diagonale tq A = PD P� 1 .Montrons par récurrence que 8 k 2 N� Ak = PDk P� 1 .Démo :Si k = 1 la propriété est vraieSupposons que la propriété est vraie jusqu' au rang k , c' est à dire : Ak = PDk P� 1Ak+ 1 = Ak A = PDk (P� 1 P) D P� 1 = P (Dk D ) P� 1 = PDk+ 1 P� 1 .Donc 8 k 2 N� Ak = PDk P� 1Remarque : D = 0@ � 1 ( 0 )�( 0 ) �n 1A ) Dk = 0B@ � 1k ( 0 )�( 0 ) �nk 1CA ) Ak = P 0B@ � 1k ( 0 )�( 0 ) �nk 1CA P� 1 .Exemple : Soit A = 0@ 0 � 8 6� 1 � 8 71 � 1 4 1 1 1A Montrer que A est inversible pour tout k 2 Z Ak .PA(X ) = det(A � X I) = ������ � X � 9 6� 1 � 8 � X 71 � 1 4 1 1 � X ������ = � (X � 2) (X + 2) (X � 3) .A admet 3 valeurs propres distinctes et A 2 M 3 (R) ) A est diagonalisable ; A est inversible car 0 � Sp(A) .E� 2 : X = 0@ xyz 1A 2 E� 2 , 8<: 2 x � 8y + 6 z = 0� x � 6 y + 7 z = 0x � 1 4 y + 1 3 z = 0 ) � x = yz = y ) E� 2 = Vect0@ 111 1A = VectV1E2 : X = 0@ xyz 1A 2 E2 , 8<: � 2 x � 8y + 6 z = 0� x � 1 0 y + 7 z = 0x � 1 4 y + 9 z = 0 ) 8<: x = y2z = 32 y ) E2 = Vect0@ 123 1A = VectV2E3 : X = 0@ xyz 1A 2 E3 , 8<: � 3 x � 8y + 6 z = 0� x � 1 1 y + 7 z = 0x � 1 4 y + 8 z = 0 ) � 5 y = 3 z3 x = 2 y ) E3 = Vect0@ 235 1A = VectV3En notant P = 0@ 1 1 21 2 31 3 5 1A et D = 0@ � 2 0 00 2 00 0 3 1A on a P� 1 = 0@ 1 1 � 1� 2 3 � 11 � 2 1 1A alors A = PD P� 15



On sait 8 k 2 N Ak = P 0B@ ( � 2 ) k 0 00 2 k 00 0 3 k 1CA P� 1 c' est à dire Ak = PDk P� 1 .Puisque A est inversible) A� 1 existe et Ak pour k 2 Z� existe aussi.Soit k 2 Z� ) � k 2 N Rem : (A B ) � 1 = B� 1 A� 1Ak = (A� 1 ) k = h � PD P� 1 � � 1 i � k = h � P� 1 � � 1 D� 1 P� 1 i � k = � PD� 1 P� 1 � � k = P � D� 1 � � k P� 1 = PD� k P� 1donc 8 k 2 Z Ak = PDk P� 1III. 1 . 2 . Suites récurrentes linéaires du premier ordreSoit (un) n2N ; ( vn) n2 N des suites dé�nies par u0 = 0 ; v0 = 22 ; w0 = 22 et 8n 2 N : (S) : 8>><>>: un+ 1 = 14 ( 2 un + vn + wn )vn+ 1 = 13 ( un + vn + wn )wn+ 1 = 14 ( un + vn + 2 wn ) .Calculer un , vn , wn et étudier la convergence de ces trois suites.Soit Xn+ 1 = 0@ un+ 1vn+ 1wn+ 1 1A ; Xn = 0@ unvnwn 1A ; X0 = 0@ 02222 1A ; (S) ) Xn+ 1 = AXn où A = 0BB@ 12 14 1413 13 1314 14 12 1CCA .On a donc 8 n 2 N Xn = AXn� 1 = A AXn� 2 = A2 Xn� 2 = � = AnX0On diagonalise A .PA(X) = det(A � X I) = �������� 12 � X 14 1413 13 � X 1314 14 12 � X �������� = ( 1 � X ) ( 11 2 � X ) ( 14 � X ) ) les valeurs propres de A sont � 1 = 1 ;�2 = 14 et � 3 = 11 2 .On calcule les sous espaces propres et on obtient � V1 V2 V3 � base des vecteurs propres avec les Vi sont associésrespectivement à 1 , 14 , 11 2 et V1 = 0@ 111 1A ; V2 = 0@ 10� 1 1A ; V3 = 0@ 3� 83 1A . En notant P = 0@ 1 1 31 0 � 81 � 1 3 1A et D = 0BB@ 1 0 00 14 00 0 11 2 1CCA ,on a P� 1 = 122 0@ 8 6 81 1 0 � 1 11 � 2 1 1A ; on sait que An = P Dn P� 1 . Or Xn = An X0 = P Dn P� 1 X0 )8><>: un = 1 4 � 1 1 � 4� n � 3 � 1 2� nvn = 1 4 + 8 � 1 2� nwn = 1 4 + 1 1 � 4� n � 3 � 1 2� n ) les trois suites sont convergentes vers la même limite qui est 1 4.IV. Polynôme d' endomorphisme, polynôme de matriceDef : P = a0 + a1 X + � + aNXN 2 K [X ]1 . Pour f 2 L(E ) on note P( f ) = a0 IdE + a1 f + � + aN fN est appelé un polynôme d' endomorphisme2 . Pour A 2 Mn(K) on note P(A) = a0 In + a1 A + � + aNAN est appelé un polynôme de matrice.Exemple : ( 2 + 3 X ) ( f ) = 2 IdE + 3 f ; ( 2 + 3 X ) (A) = 2 In + 3 ARemarque : Soit E un K espace vectoriel de dimension �nie ; B une base de E ; f 2 L(E) ; A = MB ( f )alors MB (P( f ) ) = P(A) .Def : Soit f 2 L(E) ; P 2 K [X ]On dit que P est un polynôme annulateur de f ( respectivement de A) ssi P( f ) = 0( respectivement P(A) = 0 ) et A 2 Mn(K) . Ce polynome n' est pas uni que : X � P en est aussi un !Propriétés :1 . Soit f 2 L(E ) ; Soit x vecteur propre associé à la valeur propre � de f on alors 8P 2 K [X ] (P( f ) ) ( x) =P(� ) x2 . Soit A 2 Mn(K ) et � valeur propre de A associée à la vecteur propre X on a alors 8P 2 K [X ] = P(� ) X .Démo : 6



Montrons par récurrence : 8 k 2 N fk (x ) = �k x ( avec x est le vecteur propre associé à la valeur propre � ) .� On a f ( x) = � x� On suppose que la propriété est vraie jusqu' au rang k c' est à dire fk (x) = �k x� fk+ 1 (x ) = f� fk (x) � = f� �kx � = �k f (x ) = �k � x = �k+ 1 xOn a alors pour tout P 2 K [X ] P = PNk= 0ak xk .P( f ) (x ) =  PNk= 0ak fk ! (x ) = PNk= 0ak fk (x) = PNk= 0ak �k x = P(� ) xEt même démo pour le 2 ° .Théorème de Cayley-Hamilton1 . 8f 2 L(E) ; Pf ( f ) = 0 ; Pf étant le polynôme caractéristique de f .2 . 8A 2 Mn(K ) ; PA(A) = 0 ; PA étant le polynôme caractéristique de A .V. TrigonalisationDef :1 . Soit f 2 L(E) . On dit que f est trigonalisable ssi il existe une base B de E tq MB ( f ) soit triangulaire.2 . Soit A 2 Mn(K) . On dit que A est trigonalisable ssi il existe une matrice triangulaire T 2 Mn(K) semblableà A .Théorème :1 . Soit A 2 Mn(K) . Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :a. A est trigonalisableb. PA est scindé2 . Soit f 2 L(E) . Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :a. f trigonalisableb. Pf est scindéDémo par récurrence :� b: ) a: :n = 1 : on choisit une base f e1 g de E et M f e 1 g ( f ) = cste qu' on considère comme matrice triangulaire.Hypothèse de récurrence : Hn� 1 si dim F = n � 1 (F un K espace vectoriel) ; g 2 L(E) .S i Pg a (n � 1 ) racines dans K alors 9 une baseB deF tq MB ( g) soit triangulaire supérieure.Soit E un K espace vectoriel de dimension n et soit f 2 L(E ) ; Pf a n racines dans K .Montrons alors que f est trigonalisable :f admet au moins un vecteur propre b1 associé à la valeur propre � 1 , donc f ( b1 ) = � 1 b1 .On complète b1 en une base de E c' est à dire E = Vect ( b1 ; b2 ; � ; bn) .8 V 2 E V = V1 + V2 ( avec V1 2 Vect( b 1 ) et V2 2 Vect( b 2 ; � ; bn ) ) cette décomposition est unique.M ( b 1 ; � ; bn ) ( f ) = f ( b1 ) f ( b2 )� f ( bn)0BB@ � 1 � � �0
 C0 1CCA b1b2
bn Soit F = Vect ( b2 ; � ; bn)9 ? g 2 L(E) tq g aura pour matrice C ?La réponse est oui ! 7



F � E�f F�q Fn ���g= q � f � % où q est le projecteur sur F parallèlement à Vect( b1 ) alors M ( b 2 ; � ; bn ) ( g) = CD'après Hn� 1 comme dim F = n � 1 et g 2 L(F ) ; il existe une base ( b20 ; � ; bn0 ) de F tq M ( b 20 ; � ; bn0 ) ( g)soit triangulaire supérieure ainsi M ( b 1 ; b20 ; � ; bn0 ) ( f ) = f ( b1 ) f ( b20 )� f ( bn0 )0BB@ � 1 � � �0 � � �
 � 
0 ( 0) � 1CCA b1b20
bn0 ) f est trigonalisable.� a: ) b: : Supposons que 9 B = ( b1 ; � ; bn) tq MB ( f ) = 0@ � 1 1 ( a i j )�( 0 ) an n 1A .Pf (X ) = det(MB ( f ) � X In) = ������ � 1 1 � X ( � i j )�( 0 ) an n � X ������ = (�1 1 � X ) � (�nn � X) = Qni= 1 (� i i � X) ) Pf a n racinesdans K .Exemple d' application : Trigonaliser la matrice A = 0@ � 2 2 � 1� 1 1 � 1� 1 2 � 2 1APA (X ) = det(A � X I) = ������ � 2 � X 2 � 1� 1 1 � X � 1� 1 2 � 2 � X ������ = � (X + 1 ) 3 ) � = � 1 est une valeur propre triple pour A .PA est scindé donc A est trigonalisable.E� 1 : X = 0@ xyz 1A 2 E� 1 ,� x + 2 y � z = 0 équation d' un planX = 0@ xyz 1A 2 E� 1 ssi X = 0@ xy� x + 2 y 1A = 0@ x0� x 1A + 0@ 0y2 y 1A = x 0@ 10� 1 1A + y 0@ 012 1A = x V1 + y V2 ) E� 1 = Vect(V1 ; V2 )Soit f 2 L(E) tq MB ( f ) = A B base canonique de E .MB= (V1 ; V2 ; V3 ) ( f ) = f (V1 ) f (V2 ) f (V3 )0@ � 1 0 �0 � 1 �0 0 � 1 1A V1V2V3 = T . Cherchons V3 tq (V1 ; V2 ; V3 ) soit une base de E .Notons V3 = 0@ v1v2v3 1A . Il su�t d' avoir (V1 ; V2 ; V3 ) libre. On aura A = PTP� 1 .������ 1 0 v10 1 v2� 1 2 v3 ������ � 0 ) v1 + v3 � 3 v3 � 0 avecP = 0@ 1 0 10 1 0� 1 2 0 1AChoisissons v1 = 1 et v2 = v3 = 0 ) V3 = 0@ 100 1Af (V3 ) = � V1 + �V2 � V3 , A V3 = � V1 + �V2 � V3 , 0@ � 2 2 � 1� 1 1 � 1� 1 2 � 2 1A 0@ 100 1A = � 0@ 10� 1 1A + � 0@ 012 1A � 0@ 100 1A après calculon trouve � = � = � 1 .
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