Réduction des endomorphismes et des matrices carrées

I. Eléments propres

-]

ef :

1. Soit E un K espace vectoriel et f € L(E)
e Soit A €K, on dit que A est une valeur propre de f ssi :
dzeFE ; z#0 tq f(z)=\z
On appelle spectre de f et on note Sp(f) I'ensemble des valeurs propres de f.

e Soit z € E, on dit que x est un vecteur propre de f ssi :
x£0et INEK tq f(z)=Azx.

2. Soit n € N* et A € M,,(K).
e Soit A €K. On dit que A est une valeur propre de A ssi :
IXeMp1(K), X+#0 tq AX=2X
On appelle spectre de A et on note Sp(A) I'ensemble des valeurs propres de A.

e Soit X e M, 1(K) ; On dit que X est un vecteur propre de A ssi :
X#0etINeK tq AX=XX

Les valeurs propres et vecteurs propres sont globalement appelés éléments propres.

Remarque :
e Un vecteur propre n’est jamais nul.

e Pour tout A €K, X valeur propre de f, ssi A est valeur propre de A  (A=Mpg(f))
Donc Sp(A) =Sp(f)

Propriété et définition : Soit E un espace vectoriel et f € L(E)

e Ondit que A €K et x € E sont des valeur et vecteur propres associés ssi : x£0 et f(z)=Az

e Pour toute valeur propre A de f, le sous espace Ker(f —AIdg)# {0} = f — AIdg n’est pas injectif.
On appelle Ker(f — AIdg) le sous espace propre associé a la valeur propre A et on note E).

Démo :

Soit A\ valeur propre de f associée au vecteur propre x, alors on a :
fl@)=Az= f(x) = Ax=0=(f —A1dg)(z) =0=z €Ker(f — A\Idg) # {0} = f — AIdg n’est pas injectif.

Théoréme :
Soit E un K espace vectoriel f € L(E).

Si Ay, ...\, toutes distinctes, sont les valeurs propres de f, alors les sous espaces associés & Aq, ...\, sont en
somme directe.

=1

n i—1
Rappel : La somme Y Ej; est directe ssi Vi€ [2,n], E;) < > E]-> = {0}.
j=1

Preuve par récurrence :

Remarque : Le sous espace propre associé a la valeur propre )\;, sera noté dans cette preuve E; (Ey, = E;)

e n=2:E;+ F; est-elle directe ? C’est a dire F1(| E2={0}

Soit :EEElﬂ E2 alors $€E1:>f(37):)\137 }:>0:>\1:E—>\21‘:(>\1—>\2)l‘.

etx € Ea= f(x)=Xz
Or \i#£X2=2=0= E|() F2={0}. Donc la somme FE; + E> est directe. On note E; ® .



n—1
e Supposons que la propriété est établie jusqu'au rang n — 1, c’est a dire E1® Exs® - B E,_1 = b E;.
n—1 =1

i—1
On a D E; directe donc < Vie [2,n—1] E; N . E; ={0}
i=1 :

j=1
n n—1
Pour avoir Y E; directe il suffit de montrer que E,, (| > E; = {0}.
i—1 i=1
' n—1 xEZE f@)=Xnz )
i B n—1 e
Soit z € E, N ZE] = e B @) jepmo tae= S 25 =
Jj=1 =1 avecx; € E; j=1
f(rt):Anz:nilknmjzknmzknnilzj n—1 n—1 n—1
I j=t o1 i=1 ,d,Ol\l Z/\jxjf)\anj:O:> Z(Aijn)IJZO
f@) =S f@)="E A =1 j=1 =1
i= i=

n—1

Puisque P E; est directe = décomposition unique de 0=0+---4+0=Vje[l,n—1] (A; —A,)z;=0
j=1
=z;=0=2=0.

Donc la propriété est établie au rang n.

II. Polynome caractéristique

Def :

1. Soit A€ M,(K). On appelle polynéme caractéristique de A et on note P4(X) le déterminant de (A — X I,)
2. Soit f € L(E). On appelle polyndome caractéristique de f et on note Ps(X) le dérerminant de M(f — X Idg).
Remarques :
e La matrice identité d’ordre n sera notée I,, VXeM,1(K) I,X=2X)
e L’endomorphisme identité de E sera noté Idg (Vz € E Idg(z)=1)

Proposition : Soit A= (a;;)1<i,j<n € Mn(K)

Les valeurs propres de A sont les racines du polyndme caractéristique P4(X) de plus on a
n
PA(X) = ( — X)n +Xn1( Zaij) + - +det(A)

i=1
trace de A

a1 —X a2 - Qin
En effet : Il suffit de développer Pa(X)=det(A— X I,)=| ¢ ©o»-X =
An1l r Apn— X

En particulier on a P4 est un polynome de degré n : det(A) = P4(0) = le terme constant dans P4 est det(A).

Propriétés :
1. Deux matrices carrées semblables ont méme polynoéme caractéristique
2. A et 'A ont méme polynéme caractéristique
Démo : X est un scalaire
1. Soit A et A’ deux matrices semblables alors 35 € M, (K) tq A'=S"1AS
Py(X)=det(A'— X1,)=det(S1AS —XI,)=det(S"1AS - XS 'I,9) :det(S*1 (A-X1,) S) =
det(S™1) det(A — X 1,,) det(S) =det(S™") det(S) Pa(X) = P4(X)

2. Pa(X)=det(A — XT,)=det( (A~ X1,)) =det(*A —~ X *I,) =det(*A — X I,) = P.z(X)

8 12 10
Exemple : Calculer les éléments propres de A ou A = ( —9 —22 —22 )
9 18 17



8—X 12 10
Py(X)=det(A—XI,)=| -9 -22-x -22 |=—X?+3X?2-4=—(X+1)(X —2)?
9 18 17-X
Les valeurs propres de A sont les racines de P4(X) = les valeurs propres de A sont A\; = — 1 (valeur simple)

et A2 =2 (valeur double).
Cherchons les sous espaces vectoriels associés aux valeurs propres :

e FE,, :Soit V—( z )GEB\1 sstAV=MVeAV=-Vs(A+I)V =0

z

9 12 10 x 0 9z +12y+102z=0 2=z B
S| -9 —21 —22 |[ y |=[0 ]| -9z-21y—22:=0 &{ y=—3=.
9 18 18 z 0 9z +18y+182=0 =2,

3
2
x gz > 2
v=(3)emn V()()
z ZS 3

E\,=Vect| —4 |=dim E\, =1= E), est une droite vectorielle.
3

T 0 6+ 12y +102=0 6y —Tz=0
o Ey,:V=[y |EE\L, AV =2VS(A-2) V=0 | 92-24y-22:=0 = y-re= .
2 2 —_
z 0 92+ 18y+152=0 3z+6y+52=0

4 4
Vz( Z ) el ssi V= ( -7, ): %( -6 ) donc E), est une droite vectorielle engendrée par ( -6 )
7 7

Def : Soit f € L(E) (respectivement A € M,,(K)) ; Ao une valeur propre de f (respectivement de A) :

Exemple : Dans I'exemple précédent on avait Pa(X)=— (X +1) (X —2)? alors :

On appelle ordre de multiplicité de Ag l'ordre de multiplicité de Ay en tant que zéro du polyndme caractéris-
tique Py(X) (respectivement Pa(X)).

— 1 est une valeur propre simple
2 est une valeur propre double

Proposition : Soit f € L(E) ; Ag une valeur propre de f. wg Pordre de multiplicité de Mg et do=dim(f — XoIdg).

On a alors : 1 <dy<wp.

Démo :

1. Puisque par définition le sous espace propre associé a Ag noté E), est différent de {0} alors dim(f — A\oIdg) =

dim(Ey,) =do>1

2. Le sous espace E), admet au moins une base (e, ..., eq,) et d’aprés le théoréme de la base incompléte, il
existe eg,11,.-,én € E tq B=/(ey,...,e,) soit une base de E.
1l existe C' € Mgy n—ao(K), BE My _go(K) tq Mp/(f)= ( Yoldo C )
. Xo—X)T c )
D’ou Pf(X) = (o 0 ) Lag B X4 ‘ :(Ao—X)dOPB(X) car pour d =2 : |r X AUE){‘=()\O—X)‘
Dot Py(X) = (Ao — X)% Pg(X) = (Ao — X)% divise P¢(X)=do<wp
Corollaire :

1. Soit f € L(E).

Pour toute valeur propre simple Ay de f, la dimension du sous espace vectoriel E, associée & Ag vaut 1

. Soit A e M,,(K).

Pour toute valeur propre simple Ay de A, on a dim Ey,=1.

Diagonalisation

. Soit f e L(E).

On dit que f est diagonalisable ssi il existe une base B de FE telle que Mp(f) soit diagonale.

. Soit A € M,(K).

A est diagonalisable ssi 3 P inversible € M,(K), 3 D diagonale € M, (K) tq A=PDP~,



Proposition : Soit f € L(FE) ; f est diagonalisable ssi il existe une base de E formée des vecteurs propres de f.
Démo :

Supposons | diagonalisable, alors il existe une base B = (e, ..., e,) telle que Mp(f) soit diagonale.

A 0
Il existe donc Ay, ...\, telles que Mp(f) = ( ' ) =Vie[l,n] fle;) = Xie;= B=(ey, ..., e,) est une
0 ,

n

base de F formée de vecteurs propres de f.
Réciproquement :
S’il existe une base de E formée des vecteurs propres de f alors il suffit d’écrire la matrice de f dans cette

base pour obtenir une matrice diagonale.

Def : Soit P un polynome de IK[X] de degré n.

P est dit scindé ssi P a exactement n racines distinctes ou confondues dans K. Ou encore ssi la somme des
ordres de multiplicité des racines de P est égale au degré de P.

Théoréme : CNS de diagonalisation

Py est scindé dans K
1. Soit fe€ L(E). f est diagonalisable ssi: { Pour chaque valeur propre A de f, la dim(Ker(f — A 1dg))
est égale a I'ordre de multiplicité de A.

P, est scindé dans K
2. Soit A€ M,(K), A est diagonalisable ssi : ¢ Pour chaque valeur propre A de A, la dim(Ker(A —\1,,))
est égale a I'ordre de multiplicité de A.

Démo : Supposons que f est diagonalisable.

A 0
Soit B = (v1, ..., v,) base de F formée par des vecteurs propres de f et donc Mp(f)= ( b )
0 An

n
= JI (\s — X)) = Py a toutes ses racines dans K donc il est

i=1

Pp(X) = det(Mp(f) — X I,) = o0

scindé.

0 AL -X

Etude de la dimension des sous espaces propres

Supposons que les vecteurs vy, ..., v, sont rangés de telle sorte que : ( (01, V2, ooy VE)y (Vkop 1y vey UL)y vevy (oey Un) )
A1 d’ordre ky N Ao d’ordre ko S e )\p d’ordre k‘p. (simple groupement par valeur propre)

Cest a dire Pp(X) = (—1)" (X — A)¥ (X = Ag)*2 o (X = A)F s NN, 3 b+ ot +hp=n
{ flvi)=X1v1
= : :

f(vl;)=)\1v1; (vn) = A1 vn

et{ flor1) =X2veia et...et{ :
: : f

On sait que (vy, ..., v,) est une base de F.

dim(E),) > k1 mais dim(E),) <k = dim(E),) =k1. De méme pour les autres Fj,.
= la dimension de chaque E), = l'ordre de multiplicité de A;.

Remarque :

Si f € L(E) (respectivement A € M,,(K)) admet n valeurs propres deux a deux distinctes alors f (resp. A)
est diagonalisable.

011
Exemple : La matrice A est-elle diagonalisable ? avec A—%( 101 ) Rg: A=1(0 ;):(i ;):(i)(ﬁ )
110 §
1\3] —2x 1 1 1\3] —2x+42 1 1 1\3 1
PA(X):det(A—Xlg):(—) 1 —2x 1 :(—) —2X 42 —2X 1 :(—> (—2X+2)|1 —2x 1
2 1 1 —2X 2 —2X+2 1 —2X 1 —2X

1\3 1 1 1 1\3 )
:(5> (=2X+2)|0 —2x-1 0 =(5> (-2X+2)2X+1)
0 0 —2X -1
Les valeurs propres sont A\; =1 simple ; Ay =— % double donc P4 est scindé.

z —2z+y+2=0 (1)
E c X = cE i (A—DX=0& - e = (1)7(2):73.%4—3‘7;:0:> r=y
A1 (Z 1 ssi ( ) {:Hili;z:g 8; {(3):23/722:0 {z:y

1 1
X:<Z>€E1S8iX2<z)=y<1):>E1=Vect<1). Onpose\ﬁz(i).
z Yy 1 1 1



x z+y+2z=0
E,, :X—<y €FE 1 ssi (A—I—%I)X:O(:) x+Z+z:0 = x+ y+ 2=0 equation d’un plan vectoriel
z 2 T+y+2=0 Sr=—y—2z
z —y—z -y -z -1 -1
X:<y)€E1$SiX:< y ):( y )-l—( 0 )zy( 1 )—i—z( 0 >:>E1estleplanvectorieldebase
z 2 z 0 z 0 1 2
-1

(Va, V3) avecV2—< 1 )etV},—( 0 )
0 1

A est diagonalisable.
f(e1) f(e2) f(es)

Soit E=TR3 de base B=(e1,e2,e3)et f € L(E) tq A=Mp(f)=

Soit V' = (V4, Vo, V3) une nouvelle base de E, faisons un changement de base de B a V.

Vi Vo V3
. . R 1 -1 -1 e1
Soit P la matrice de passage de BaV. P=
1 1 0 €2
1 0 1 €3

Soit D la matrice de f par rapport a V.
F(Vi) F(Va) £ (V3) V) =MViel- W

On sait que A=PD P! or P= 1 _11 _01 21 or f(Va)=—3-Va
2 1
10 1 es f(Va)=—5V3

Ga n’a pas 1’air complet...

IT1.1. Application de la diagonalisation

II1.1.1. Calcul des puissances d’une matrice

Soit A € M,(K).
Supposons que A soit diagonalisable, alors il existe P € M,,(K) (inversible), D diagonale tq A= PD P~!.

Montrons par récurrence que Vk € N*  AF=pPDkp-1,
Démo :
Si k=1 la propriété est vraie

Supposons que la propriété est vraie jusqu’au rang k, c’est a dire : A¥=PDFpP~1
AF+L= AF A= PDF(P=1 P)D P~ =P (DF D) P~ = PD*+1 p—1,
Donc Yk e N* AF=pPDFp—1

A 0) Ak 0 A 0)
Romarquo:D—( ' ( ):>Dk—( ! ()):>A’°—P( ' ( )Pl.

(0) An (0) Ak (0) Ak
0 -8 6
Exemple : Soit A :< -1 -8 7 ) Montrer que A est inversible pour tout k€ Z A*.
1 —14 11
-X -9 6
PA(X)—det(AXI)—‘ -1 —-8-X 7 ‘— (X —2)(X+2)(X —3).
1 —14 11-X

A admet 3 valeurs propres distinctes et A € M3(IR) = A est diagonalisable ; A est inversible car 0 ¢ Sp(A).

1
1

T 2z —8y+62=0
E_o: X=|y|€eE 2! —x—-6y+72=0 :>{azc

Y = FE_o=Vect
z z—14y+132=0 Y

) =Vect V1
1

T —2z—-8y+62=0 =
Ey: X=(y |EE&S ! —2—-10y+72=0 =
z=5y

z rz—14y+92=0

m\ww\@

1
:>E2—Vect< 2 )—Vecth
3

T —3x—8y+62=0 54—3 2
Eg: X=| y |€E3&! —x—-11y+72=0 :>{ Y=2% — Fs=Vect| 3 |=Vect V3
3x=2y
z r—14y+82z=0 5

112 200 11 -1
Ennotant P=( 1 23 |et D= 0o 20 |onaP~'=| —2 3 —1 |alors A=PDP~!
135 0 03 1o—2 1



(=2 0 o0
On sait Vk €N A’“—P( L o)Plc’estadireAk—PDkPl.
0 0 3k

Puisque A est inversible = A~! existe et A* pour k € Z* existe aussi.
Soit keZ*=—keN Rem : (AB)"!=B"1A-!
AF = (A=1)k = {(PDP—l)_lrk: {(P—l)_lD—lP—l]ik: [PD-' P~ *=p (D) Fp-t=pPD-kp-!
donc VkeZ AF=PD*pP~!
IT1.1.2. Suites récurrentes linéaires du premier ordre
Unp1 =1 Qun+vnt wn)

Soit (Un)neN ; (Vn)nen des suites définies par ug=0 ; vg =22 ; wg =22 et Vn € N: (S):{ Vni1 =2 ( Untvat wy) -

1
Wnt1=7( Un+vn+2wn)

Calculer uy,, v,, wy, et étudier la convergence de ces trois suites.

Un 41 Unp 0
Soit XM_(%; );Xn_(vnyxo_(ﬂ) . (8) > Xonrm AX, A(

SIS
N~—

NI
EN TN

W41 Wn 22
On a donc VneN Xn:AXn_IZAAXn_QZAQXn_QZ"':AnXO
On diagonalise A.
1y 1 1
2 4 4
Pa(X)=det(A-XT)=| L 1-x 3 =(1—X)(%—X)(%—X):>lesvaleurspropresdeAsontAlzl;
1 1 1
L Lol x
ES ES 2

1

)\inet )\3:12

On calcule les sous espaces propres et on obtient ( Vi Vo Vs ) base des vecteurs propres avec les V; sont associés

0
0 b)
1
=

8 6 8
0naP‘1:i<11 0 —11);0nsaitqueA":PD" P! Or X, = A" Xo = P D™ P! Xy =

O k= O

1

1 1 3 11 3
respectivement a 1, %,%etVl—<1);V2—< 0 );V},-(s). EnnotantP—(l 0 S)EtD—(O
1 -1 3 1 -1 3 0

22

1 -2 1
Up =14—11-4" " —3.12° " o o )
v, =1448-1277 = les trois suites sont convergentes vers la méme limite qui est 14.
Wy, =14+411-4 " "—3.12° "

IV. Polynéme d’endomorphisme, polynéme de matrice

Def: P=ag+a1 X +...+ an XV € K[X]

1. Pour f € L(E) on note P(f)=aoldg+ay f +... +an fV est appelé un polynéme d’endomorphisme
2. Pour A€ M,(K) on note P(A)=agl,+a; A+...+anx A" est appelé un polyndéme de matrice.

Exemple : (243X)(f)=2Idg+3f; (24+3X)(4)=2I,+3A4

Remarque : Soit E un KK espace vectoriel de dimension finie ; B une base de F ; f € L(E) ; A= Mp(f)
alors Mp(P(f))=P(A).

Def : Soit f e L(E) ; PeK[X]

On dit que P est un polynéme annulateur de f (respectivement de A) ssi P(f)=0
(respectivement P(A)=0) et A€ M,(K). Ce polynome n’est pas unique : X-P en est aussi un !

Propriétés :

1. Soit f € L(E) ; Soit x vecteur propre associé¢ a la valeur propre A de f on alors VP € K[X] (P(f)) (z) =
P\ x

2. Soit A€ M, (K) et A valeur propre de A associée a la vecteur propre X on a alors VP € K[X|=P()) X.

Démo :



Montrons par récurrence : Vk €N  f¥(x)=A*z (avec z est le vecteur propre associé¢ & la valeur propre \).
e Ona f(z)=XAz
k

e On suppose que la propriété est vraie jusqu’'au rang k c’est a dire f¥(z) =Nz

o @)= f(fMx))=f(Nex) =2 flz) = A A=Akt g

N
On a alors pour tout P K[X] P= " axz*.

Et méme démo pour le 2°.

Théoréme de Cayley-Hamilton
1. VfeL(E) ;Ps(f)=0 ; Py étant le polyndome caractéristique de f.

2. VAe M,(K) ; P4(A)=0 ; P4 étant le polynome caractéristique de A.

V. Trigonalisation

Def :
1. Soit f e L(E). On dit que f est trigonalisable ssi il existe une base B de F tq Mpg(f) soit triangulaire.
2. Soit A € M,(K). On dit que A est trigonalisable ssi il existe une matrice triangulaire T' € M,,(K) semblable
a A.
Théoréme :

1. Soit A€ M, (K). Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
a. A est trigonalisable
b. P4 est scindé
2. Soit f € L(F). Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
a. f trigonalisable
b. Py est scindé
Démo par récurrence :

o b.=a.:
n=1: on choisit une base {e;} de E et M. 1(f)= cste qu'on considére comme matrice triangulaire.

Hypothése de récurrence : Hy,_1 si dim FF’=n —1 (F un K espace vectoriel) ; g € L(E).
Si Py a (n—1) racines dans K alors June base Bde F' tq Mp(g) soit triangulaire supérieure.

Soit E un K espace vectoriel de dimension n et soit f € L(E) ; Py a n racines dans K.
Montrons alors que f est trigonalisable :

f admet au moins un vecteur propre by associé a la valeur propre Ay, donc f(b1) = A1 by.

On compléte by en une base de E c’est a dire E = Vect (b1, b2, ..., by).

VVEE V=Vi+Vs (avecV, € Vect(h,) et V, € Vect(b,, ..., b,)) cette décomposition est unique.
f(b1) f(b2)... f(bn)

M (f)= A01 oo Zl Soit F' = Vect (ba, ..., by)
(Br, b)) . O 2 3A7geL(E) tq g aura pour matrice C' ?

..
3

0
La réponse est oui !



FcE-LFLFon q est le projecteur sur F' parallélement a Vect(by) alors M, . 5.(9) =C
R
D’aprés Hy, 1 comme dim F =n — 1 et g € L(F) ; il existe une base (b3, ..., b,) de F tq My, . py(9)
f(b1) f(b3)... f(br)

)\1 ¥ ees X bl
soit triangulaire supérieure ainsi My, 35 . p)(f) = 0 % - x b5 = f est trigonalisable.
0 |(0) * b,

iy (aij)
e a.=b. : Supposons que 3B = (by,...,b,) tq MB(f)—< )
(0) Ann
an =X ()

Pp(X) =det(Mp(f) — X 1,) =
dans K.

=(on1—X) - (ann — X) = [[ (ay; — X) = Py a n racines

=

(0) Ann—X i

-2 2 -1
Exemple d’application : Trigonaliser la matrice A :< -11 -1 )
12 -2

—2-X 2 —1
Py X)=det(A-XI)=| -1 1-x -1
-1 2 —2-X
Py est scindé donc A est trigonalisable.

=— (X +1)>= X =—1 est une valeur propre triple pour A.

E_;: X:(Z)EE_l(:)—x—i—Zy—z:O équation d’un plan

- z

T T 0 1 0
>€E'1 ssiX—( y )—( 0 )—I—( Y )—m( 0 >+y<1>—mV1+yV2:>E1—Vect(V1,V2)
2
Soit f € L(E) tq Mp(f)=A B base canonique de E.

(SIS

—x+2y —x 2y —1

f) f(Va) f(V3)
Mp— vy, va,ve)(f) = 701 01 : Kl =T. Cherchons V3 tq (V1, V2, V3) soit une base de E.
- 2
0 0 -1 Vs
Notons V3 —( . ) 11 suffit d’avoir (V4, Va, V3) libre. On aura A=PTP L.
1 0w v3 1 01
0 11;; #0=v1+v3—3v3£0 avecP—( 0 1 0)
—1 2 vy 1 -120
Choisissons v1 =1 et 02—03—0:>V3—< 0 )
0

—22 -1\ /1 1 0 1
f(V3)ZaVH-ﬁVQ—Vg(:)AVg:aVl—i-BVQ—Vg(:)(—1 1 —1><0>:a< 0 )—I—B(l)—(o)apréscalcul

—12 -2 1 2 0
on trouve a =3 =—1.



