Complément de cours

Def1: Soit f:E—F (E, F e.v.n)
f est dite homéomorphisme ssi f est bijective, continue et f~! est continue.
Def 2 : Etant donnés 2 ouverts @ et O’ de R", on appelle C' diffeomorphisme,
toute application f bijective de O sur O’ ; f étant de classe C! sur O et f~! de classe C! sur O’

Conséquence de la def : Soit f un C! diffeomorphisme de O sur O’ ouverts de R ;

Ona f declasseClsur O =V a €0 df, existe
f~1 de classe Ct sur O’ =V f(a) €O’ dff(i) existe

Or fof '=Idrn=VacO d(fo f™ ) sy =dfs1((a))°df fa)y=dfaod [ F(a)=IdRn
Deméme f~lof =Idgn=>VYacO d(f~lof)e = dfjyodfa  =Idgn

Donc d f, est un automorphisme de R" et admet pour réciproque dff(;) ainsi on a : ’ (dfa)_1 = dff_(;)

La matrice Jacobienne de d f, par rapport a la base canonique de R™ qu’on note M,(f) est inversible et on a

Ma(f) X My (f71) =T, = Mq(f) est inversible = det(M,(f))+#0.

Théoreme : Soit O (respectivement O') un ouvert de E (respectivement un ouvert de F') et f: O — O’ une appli.

1
. f es."c de. classe C* sur O dim(E) = dim(F)
Siq [ bijective alors f est un C! difféeomorphisme de O sur O’
Pour tout a € O, d f, est un bijection de E dans F' P
Remarque : Ce théoréme est surtout utile dans le cas ou f~! est difficile & exprimer.

Exemples :

R?2— R?

1. Montrer que ’application f: (@, ) ( 2 3peu
) x xzeY, y—zx

2) est un C! diffeomorphisme de R? sur R?

e f est de classe C! sur R?, car ses composantes fi et f3 sont de classe C! sur R?

e Soit (X,Y) € R? fixé, alors pour tout (z,y) € R?,

=3 Yy y+z? _
f(w,y)=(XaY)@{§/(=Z—+;5ze < ziey+x2X W (1) e3ze” eV +a%— X =0

Soit I'application ¢:x+— 3x eeVtad— X ¢ est de classe C! sur R
p'(x)=3 e’ ey(l +2 x2) +322>0 donc ¢ est strictement croissante sur R, de plus lim ¢(z)=— oo

et lirn () =+ 00 par conséquent ¢ est une bijection de R dans R

'z eR tq p(x) =0 ceci montre que le systéme d’équation précédent d’inconnues x et y admet une
solution unique et donc f est bijective.

e Pour montrer que f~! est de classe C' on va utiliser les théoréme précédent car l’expression de f~1!

9f1 9f1
est difficile & obtenir : M(m,y)(f):< é?fﬂ; f?fyz > (3I +3e¥ Sey ):det(/\/l(l y) 3z2+3eY Sey

o2 972 -2z -2z
dx Ay

=3e¥(1+22%)+322> 0= M(,,,)(f) est inversible=d f(, ,) est une bijection de R? sur R?.

Conclusion : f est de C! et est une bijection de R? sur IR2.

2. Dans R? euclidien rapporté a un repére orthonormal ; définissons les coordonnées polaires.

Soit ¢:  (r,0) = (z=rcosd y=rsind )=>r’=2?+y?=>r== /274y On a ¢ de classe C!
R x]—m, ]
On voudrait que ¢ soit bijective=>7 € R* mais le point (0,0) devient (0,6) avec 6 arbitraire = r € R%.

r= VT

) cosf =
0 défini par {

Regardons @:(r,@)l—»( x=rcosf y=rsind ):
RY x| - 7, 7] — (R*)®

On a @ de classe C! sur R} x| —m, 7] ; @ bijectif.

sinf =

Sles|g



(@) " est-il continu ? )
. . . B . _ (—Ly>0)~r=1letf=m
0 est discontinue au point (—1,0) car sur la droite x=—1 on a : (—Ly<0)~r=1letf=—x

R% x| —7,7[ = RA\AS

Soit ¢: . 1A= R2/x<0et y=0
ot (T,@)H(JS:TCOSG y:rsm9)0u i {(:c,y)e [2<0ety }
On a alors ¢ qui vérifie ¢ de classe C* sur R% x| —m,7[ ; ¢ bijectif sur R*\A} .
L o ] L o ]
De plus sfl:(fc,y)H( r=+vx>+y*> =" )
.0 o . 6
9_51115_2605551115_ sinf _ rsin@ Yy 0 ) y B . y
Onatang—cosg— coszg _1+c059_r+rcose_\/m_m:E*ArCtdn7m§6*2ArCtdnf —Ts

1

= les composantes de ¢! sont continues sur R?\A7.

dx

oz .
Or M, () =( or 80 )z( Zfﬁg ;’;2;“00 ) =7r>0+0 donc ¢ est un C* diffeomorphisme de O sur O’.
Br D6

Théoréme de I'inverse local : Soit O un ouvert de E ; f: O — F, de classe C' ; a€ O

Si d f, est bijective alors :
e dim(F)=dim(F)

e il existe un voisinage ouvert V de a dans E tel que f soit un C' difféomorphisme.



