C’est la notion équivalent de la dérivabilité, mais sur R™.

Rappel : Une fonction vectorielle de plusieurs variables réelles est une fonction de R™ — RP. R"™et R? sont des e.v.n.
de dimension respective n et p.

I. Applications partielles associées a f

Def : Soit f:IR"— RP et a € R"™.

On appelle ji¥™m¢ application partielle associée & f en a = ( a1 ... Gn )
On note ¢4, j€][l,n] Papplication ¢; o= f(a1,...,a5-1,",@j+1,...,an)
Cest a dire ¢ qo:x;— flai,...,a;-1,%5,a541,...an) = @; q est une fonction vectorielle d’une seule variable.

Exemple : f: R*—~R* avec t=( 21 22 23 ); fil@)=a1+x2+as; folz)=ai+a3+a3
: :Cl—)( fl(:C) fQ(SC)) 1 2 3 ) ) 1 2 3

Soit a=(1 2 3).

d'ob .]R—>]R2
MPLa s (214243 22422432 )=( 2,45 22+13)
R—R?
P20 i (142043 12423432 )= (2a+4 23+10)
R — R?
¥3,a -

x> (142423 12422423 )=(23+3 2345 )

Théoreéme : Si f est continue en a € R"™ alors les n applications partielles ¢; , sont continues.

La réciproque est fausse.

Démo : f continue en a<=Ve>0,3n>0/VzeR® N (z—a)<n = (

(norme)

avec N(z)= Sup |x;| ; N’ est une norme de RP
1<i<n
d’ou f continue en @ < Ve>0,3n>0,Yz€R™ Sup |z;—ai|<n = N'(f(z)— f(a)) <e
1<i<n

=Ve>0,dn>0 /V.TjEIR |$j —aj| <n= N/(f(al,...,aj_l,azj,aj+1,...,an)—f(al,...,an))<E
Remarque : z—a=(0,0,...,0,2; —a;,0,0,...,0)=z; —q;

=Ve>0,3n>0/Va;€R |z;—a;|<n = N'(¢j.az;) —¢jala;)) <e
= @; q est continue en a;.

La réciproque est fausse, en effet :
R2—R

_ [ 55 si (@1,02)#(0,0)
e f(xl’@){ 0" i (an,22) = (0,0)

Soit f:

)
2

T _ 1 _
2*5_’/%0*.]0(0’0)

2 2
xi+ a7 2wy z1—0

55 =0— £(0,0)

f n’est pas continue en (0,0) car f(zy, 7)) = —o— =

mais ©1,(0,0): 71> f(21,0) = 2210 les applications partielles associées a f
©2.(0,0): 21+ f(0,22) = 8j__z§: 0— £(0,0) en (0,0) sont continues en 0.

II. Différentiabilité

Def : Soient F, F deux e.v.n. sur R ; 7 unouvert de £ ; f:Q—F.

f est différentiable en a € R ssi il existe :
e [, une application linéaire de £ — F

o c,:M\a— F vérifiant lim ,(h) =0

—0



telles que Vhe Q\a f(a + h) = f(a) + La -h + ||h|| Ea(h) Remarque : L -h< L (h)

Autre définition : f différentiable en a € € ssi Aim flath) _”];(”“) —La(h) _
—0
h+#0

Conséquences :

1. Si f est différentiable en a € r alors f est continue en a ; En effet :
VheO\a f(a+h)= f(a)+ La(h)+||h|zea(h)
= lim f(a+h)= lim (£(2) + La(h) + [hlpea(h) = £(a) + lim Lo(h) + lim || <q(h)
Il [
0 0

= f est continue en a.

2. 1l existe au plus une application L, satisfaisant la condition de la différentiabilité.

Supposons qu’il existe deux applications L, et L/ vérifiant les conditions de différentiabilité, alors :

Vhe\a f(a+h)= f(a)+ Lo(h) + ||k || gea(h) Remarque : &, =¢c,— ¢,
fla+h)= f(a)+ Lo(h) + [[h | zea(h)

= (La— La)(h) = [k zed(h) = [I(La Lo)(W)[[r =Rz |lea(h)r (%)

or hmsa(h) 0=Ve>0,3a>0 tq |hle<a=|e](h)|r<e

Smt hEQ\a tq |hlle=1= |lahlle=alhlle=a= |el(ah)||F<e
or d’aprés (¥) on a ||L, — L)) (ah)| = ||lah|e|lel(ah)|r
¢¢Q||(La*sz)(h)||:¢9||(h||151||€3(04h)||F

=1

=Vhtql|hlle=1, |[(Le—Lj)(h)|| <e ceci n’est réalisable que si L, — L, =0« L,=L,.
L, s’appelle la différentielle de f en a ou application linéaire tangente & f en a et on la note d f,.
Exemples :

1. Soit f une application linéaire de F dans F alors Va€ E, df,= f

Eneffet VheQ\a f(a+h)= f(a)+ f(h) + ||h]E ¥ (l) =df.=f

d fa(h) ea(h)
R2—R
2. f: - g
(2. 5) F(#,9) =y s (2,9) #(0,0)
f(0,0)=0

Montrons que f est différentiable en (0,0) et sa différentielle est Papplication nulle de R? dans IR,
cest a dire d f(o,0)=( (0,0) ).

Cas général : f différentiable en a ssi Vhe Q\a f(a+h) = f(a) +dfo(h) + ||k €a(h)
dans notre cas a=(0,0) et d f(,0y=( (0,0) )

On doit prouver que VheQ\a [f((0,0)+h)= f(0,0)+d fo,0(h) + ||| €a(h)

c’est a dire f(h)=0+0+|/h| eq(h) ; on ChOlSlt |h||=vhi+h3 ; h=(hi,ha)
c’est a dire f(h)=+/h}+h3 £0,00(h) , clest a dire Sy _ £(0,0)(h)

VhI+hE
est & di il faut mont li GO ¥ h)=0.
c’est a dire qu’ll taut montrer que (hl,hgl)rg(o,o) NIEER (hhhzl)fg(oﬁo)ff(o,o)( )
lim M im L S S
(h1,h2)—(0,0) In(x/ 3+ h3)V/RF+h3  (hy,ha)—(0,0) vV A3+ h3 In(\/hI+ h3)
1 1 f(h)
0< . —| d li ———=0.
'mwlnm S | 4o, i o Ve

—0
(h1,h2)—(0,0)

3. Soit f une application bilinéaire de E1 X E2 — F vilingaire = linéaire pour chacune des deux variables
f est continue sur Ey X Eg si V(hy, he) € E1 X Ea, || f(h1, ho)||p < M ||h1] &, || 2]l B, avec M € RY.

Cherchons la différentielle de f au point (ai,as) € E1 X Es.
flar+hi, a2+ he) = f(a1+ hi,a2) + f(a1+ hi, he) = f(a1, a2) + f(h1, a2) + fay, he) + f(h1, ha)
d’ou f(a1+ hi,a2+h) = f(a1,a2) +  f(h1,a2) + f(a1,h2) + f(h1, h2)

applications linéaires contnues
f(al+h1 az + h2) — f(a1,a2) = f(hi,a2) + f(a, ha) __ f(h1, ha) . : f(h1, ha)

R
= im 2 (",
[[(h1, holl By x B4 l(h1shellmyxma 7 (hy hy)—(0,0) (R R2llEy x 2y




On definit || (b, ho) | 5, x 2 = 1l 2, + 1ol .

h h lhill e
(s, ha) 0 car LG hale  p Islley lhalley g Il
Tt Falloyx 5 (ha,hia)— (0,0)° 0 T, hallmyx iy S Tl  Mhalliy S ol (hesha)— (0.0)
donc flhaha)

lim I Y. et
(h1,h2)—(0,0) I(h1; hellBy x By

Conclusion : f bilinéaire continue sur E; x Ey — F' est différentiable en tout point (a1, a2) et sa différentielle
est définie par df(a17a2)(h1, h2) = f(hl, (IQ) + f(al, hg)

III. Dérivées partielles premiéres de f en a € R

Def 1 : Etant donnée f:QCR*—=R? et ac

On dit que f admet en a une ;¢ dérivée partielle premiére ssi la j°™¢ application partielle ¢; , en a admet

vj,alaj+p) = pj.ala;) existe

en a; une dérivée, c’est a dire lim
¢—0

. o : 0
Si cette limite existe, on la note —f(a). p est un scalaire

ij

Def 2 : On dit que f:Q CR™— RP admet en a € 2, une dérivée suivant le vecteur ¥ # Ogr ssi

lim flatpd)—fla) existe ; si cette limite existe on la note g—‘_f,( ).
p—0 P

R,CIIIEirunS .
o (é1,éy,...,6;,) base canonique de R™.
e a-+t pe] ((11,(12, 7aj7--~7an)+(07"'7/)705-"0):(a17a27--~7aj*17aj+paajJrla-“aan)

fla+p®) = fla) _ Of

e Dans la définition 2 on prend ¥ =¢€; alors lim — =5=(a)
p—0 €j
s OF Ny Slatedi) = fla) _ yi @ialaitp) —¢ialay) _ OF
d’oll aej( )*;Lr% P *glirg P ax]( )
insi Vi Of (qy=2L
Ainsi Vj €[1,n] azj(a) 3 (a) |

Théoréme : Si f: Q CR™— RP est différentiable en a.

Alors f admet une dérivée suivant tout vecteur ¥ # Or~ en a, et donc en particulier ses dérivées partielles
premieéres existent.

La réciproque est fausse : il peut exister toutes les dérivées partielles premiéres de f sans que f soit différen-
tiable.

Démo :

Si f est différentiable en a € 2 alors d’aprés la définition on a :
VheNa fla+h)=f(a)+df.(h)+||h] ealh) avec }lbirno ga(h)=0
On pose h=p¥, p scalaire, d’ou f(a+ p¥)= f(a)+dfa(p¥)+|pV| calp?)

d'ou lim flete®) = fla) 1impdf“( Ly el ‘pl 15| ealp @) =d fo(@) + lim 121 |7 || e0(p7)
p—0 P p—0 p—0 P

d’ou limowzdfa(v) c’est & dlre —( )=d fo(7).
p—
En particulier si ¥ =¢€; on aura %(a) ax ( )=d fa(a)

Remarque importante :

1. Si f est différentiable en a alors f admet des dérivées partielles premiéres en a, elles « déterminent » d f,.

Ona:|dfa(h)= %(a)hi avec h= 3" & = (hy, hoy oo, hn).

i=1 g i=1

En effet : dfa(h)dfa<ihie:-) = S hidfaé) = th 2L(a).
=1 =1

2. f admet des dérivées partielles premiéres par rapport & chaque variable en a = f différentiable en a.



RZ->R

Exemple : f:(x s f(,y) === si (2,5)#(0,0)
’ 1(0,0)=0
af(() 0) = lim #1,0,00+p) = #1,00(0) _ lim FOF2 0= £(0.0 _ 1 f@0=F0.0) _ 3 0-0 _ g pas de
p—0 P p—0 P z—0 x z—0

forme indéterminée ici car le numérateur est nul, c’est pas comme s’il tendait vers O, il EST nul.

9 () ) — Ty £0.8) = F(0,0) _
5,(0,0) = lim, - =0.

Si f était différentiable en (0,0) alors on aurait d f(o,0)(h) = 52(0,0) ha+ 52(0,0) hy=0h1+0hy =0

C’est a dire d f(g,0y serait 'application nulle, ainsi en utihsant la deﬁmtlon de la différentiabilité on devrait

.. fF(O0+h) = F(0) —dfo,0)(h) hi ho
avoir : = h —>Ocestad1re— —0
IRl eoh); V' hi+h3 v/ hi+h3 (h1,h2)—(0,0)
Ce qui n’est pas le cas car si on prend hi; = hso on obtient __mM___1 —0

. , VZREVZRE 2 (hyhy) - (0,0)
Donc f n’est pas différentiable en (0, 0).

Que faut il ajouter & I'existance des dérivées partielles premiéres de f en a pour que f soit différentiable en a ?
La continuité des dérivées partielles | Et on a alors le schéma suivant :

les d.p.p. existent sur Q N les d.p.p. de f
et sont continues en a ¢| f est différentiable en a | en a existent
c’est & dire que f est de C!

:>| f est continue en a |

Remarque : Caleuler les dérivées partiell ieres de f: R?—R
emarque : Calculer les dérivées partielles premiéres de f: (2,9, 2) > 7 €50 4 22
af( x,y,z)=e" Y+ axyze®V* 4+ 0 ; g—g(x,y,z):zQZezyquO ; gffz yerv: 4+ 2z

IV. Etude de f:Q CR"™— RP ayant des d.p.p. continues en a

IV.1. Théoréme et Def : Toute application continue en a € €2 est différentiable en a.

On dit alors que f est de classe C! en a € Q (ou continument différentiable en a), elle est aussi continue en a.
Remarque : La réciproque n’est pas toujours vraie

C’est a dire qu'il existe des fonctions différentiables en a et non de classe C! en a.
Démo dans le casoun=2 et pe N* :

Par hypothése Vj e {1, 2} % est continue en a, donc existe nécessairement sur un voisinage de a (Bo(a, r))
J

sur laquelle les dérivées partielles existent.

On choisit ||z ||rz=Sup(|z1], |z2|)-

Il s’agit alors d’étudier A= f(a+h)— f(a) ; h€R? avec ||h| <.

Comme on travaille sur R? on prend a= («, 8) et h=(k,l) ainsi :

A= fla+kp+1)— fla,B)= f(a+/€ B+1) = fla, B+1) +Lf(a,ﬁ+lA)+f(a,ﬁ)J~

Ay ]

Soit ©1,(a,s+1) 'application associée a f au point (a, 3 + I). C’est une application d’une seule variable de
dérivée pi(a) = ;—i(a, B+ 1) qui existe sur o, a + k] et @] est continue en o donc ¢y, (o, g1y vérifie Taylor-
Young & l'ordre 1 en o puisque 1 (4, g+1) est continue sur [, o + k] et est dérivable en .

Do Ay = fla+k, B+1) = fla, B+ 1) = o1 (a,p+0(@ + k) = ©1,(a,+1(@) = k @1 (o, g1y (@) + k e1(k) avec
lim &4(k) =0. Do Ay =k 2L (a, B+1) + ke'(k).

k—0

Or a—f est continue sur [(«, 3), (o, B+1)] C B(a, ) = 5o (a g+1)= o ( ,B)+e"(l) avec llirrés”(l) =0.

Dot Ay = k2l (a, B)+ kei(h) ou e1(h) =i (k) +gg(z).
Etude de Ay :

On fait pareil en introduisant s (4, g) qui est dérivable sur [3, 3+ ] avec @é,(a,ﬁ)(ﬂ) = 68_;;(04, 3)
©2,(a,p) vérifie Taylor-Young a l'ordre 1 en 8

D’ou AQ: f(aa ﬁ—i_l) - f(aa ﬁ) = @2,(&,5)(64_1) - @2,(&,[3)(5) :l(pé,(a,ﬁ)(ﬁ) +l€2(l) avec lim 52(1) 0.

1—0



Or fla+h) — (@) =Ar+ Bo= f(a+h) = F(a) + kL (a, ) +12L(a, )+ ker(h) +Les(h)
= f est différentiable en a = (a, §). ' <~0quand h—0

Conséquences importantes : Soit f:R™— RP ; f différentiable en a. (€1, ...€5) base canonique de R™.

On sait que dfa(h)zdfa< Zhié;): ST hidfa(é)= Zhi%(a) avec he R"=h=> ¢;

= =1 i=1 i=1
R"™— RP
Or f:
T f ;C:(.’L'l,...,.’l]n)l—)( (), e, [z ) f lzlf_]u] .
Soit (i, ..., ) la base canonique de R? alors f(x) = 3° fj(@) = 2= 3 2L
j=1 Ti j=1 v
n p n_p
Dot dfu(h) = L hi ()= £ he ¥ 8() 7y =| T i) = dfolh) o
i=1 j=1 ! 1=15=1

Application :

e n=2etp=1 f:R?2-Rdoncdf,:R?—~Rdf,:R>—=R
L&, 0 " 2. 9 P P
dfalh) =3 3 higt(a) iy =d fa(h) = 3 higt(a) = 32 (a) i+ 5L (a) hs
=1

i=1j=1

IR2—>IR3
=2et p=3 :
° n=2etp f x—(xl,:cg)z(ﬁ(z),fz(z),fs(w))

(#) =dfa(h)= Zh (@) = 1 5-(a) + ha 52 (a)
16%1(f1( )U1+f2( ) w2+ f3(a) us) + ho a%(ﬁ(a)diwaz(a) Uy + f3(a)us)
= (M 8@) +ha 520 ) @+ (h 2 (0) + ho 2(a) ) o+ (M1 52(0) + ha 52 () ) iy

=df,:R2—R>

of1 9f1 oM p 8f1
ok ok o ha+ g2k ha . :
| o o o ( Iy > | o A o5 . Donc pour déterminer d f, quand f:Q CR"— RP on doit
=| 282 2f> = I . . ) . .
f;;; 3“;5 by g“;; gﬂ;d déterminer la matrice formée par les dérivées partielles de f.
Bz, Ozo Bz hi+ 52 Bzo ha

IV.2. Def: Soit f:QCR™— RP avec p>1.

On appelle matrice Jacobienne de f en a la matrice de d f, par rapport aux bases canoniques de R"” et RP.
On la note M,(f)=M(df,) € My . Clest une matrice a p lignes et n colonnes ainsi :

M(dfa) = Ma(f) = ( ng’; ) ou 4 est le numéro de la ligne et j celui de la colonne.

o ohH Of1

dxq Oxzg Ox3

3 4 Ofy 9f3 Ofy

- Q5 . — oz oz oz
Exemple : Si f:R*—R* M,(f)= o o5 op
dxq Oxg Ox3

Of4 Ofs Ofa

dx1 Oxzg Ozg

IV.3. Propriétés de focntions de classes C!

Soit 1(2C R™,RP) ensemble des applications f:C R™— RP de classe C! sur 2.
On montre que ¢1(Q2 CR" ]Rp) est un ]R—espace vectoriel.

) 0
viellin] z-(Af+pg)= Ao +uaz
Si de plus p=1 c’est a dire on est dans ©1(QCR™ R) on a :

a(L
Vie[l,n] 249 _ 00 4 08 o (7)1 o

sz 6Ij sz sz - F 61]"

V. Composition de deux applications de classe C!

Théoréme : Soit E, F et G trois e.v.n. de dimension finie.

Si f: E— F est différentiable en a € F et g: F — G est différentiable en b= f(a), alors go f est différentiable
enaetona : d(gofla=dgraodfa et Mqa(go f)=Mypw)(g) x Ma(f).

Démo : f différentiable en a< f(a+h) = f(a)+df.(h) + ||k] 1(h) avec }lbirno e1(h)=0



g différentiable en b< g(b+ h) = g(b) + dgs(h) + ||| e2(h) avec %im go(h)=0
—0

o fla+h)=g(f(a)+dfa(h)+ || e(h))
=g(0) +dgy(d fa(h) +[|Blle1(R)) + [|d fa(h) + [[R]|£1(R)|| - 22(d fa(R) + ||| €1(R))

= g(b) +dgyo dfa(h) +||h]| dgs(e1 > 0l | dfal g ) + 1) - ex(@faln) + 0] ex(h))
=go f(a)+dgpodfa(h)+ ||| es(h)
ot £5(h) = dgo(=1(h)) + |[d o iy ) +e1(B) | - ea(d full) + B e1(R))

11 est facile de voir que lim e3(h) =0 car
h—0
o Aim e1(h) =0 et dg, continue = Aim dgp(e1(h))=0
—0 —0
e lim e1(h) =0 et df, bornée sur la sphére unité de E qui est compacte (la sphere) car E est de dimen-

h—0
sion finie, et d f, est continue = dea( TRl ) +e1(h H est bornée au voisinage de 0.

Et enfin d f, continue, Aim e1(h)=0et %im go(h)=0
—0 —0
donc finalement on fait go f(a+h)=go f(a)+ (dgsw)odfa)(h)+ k| es(h)

Conclusion : | d(go fla=dgfayodfa=>Ma(go f)=Mypway(g) x Ma(f) |

Corollaire : R™ —f> RELR

gof
Remarque : g:R—R=dg,=g¢(a)
On sait que d(go f)a=dgswa)yodfa=g'(f(a)) xdfa

Exemple d’application :

., R"—R . Lo z
1. Calculerdhaouh.xHef(m) h=gofoug:x—e

D’ott dhg=d(go fla=dgsw)odfa=g'(f(a)) xdfazef(“) x dfq,

9. p: R R Soit g: N R
" o Arctan(f(z)) g xHArctan(x)
dh’a:d(goh’)a:g/(f(a)) X dfa 1+f2(a) fa
RP\—— L g ¢ R
Corollaire 2 : Soit x = (z1, ..., Zn) — (fi(z), ... fp(@)) =y=(y1, ..., ¥p) — 9(y) =2
gof J

Voek A foo R'"—R
C’est a dire on a définit go f’;c»—> g(f(x))=g(f1(z),..., fo(z))

p .
On a la relation 8(go.f) (X1y ey ) = Z@(fl(x)a ) fp(x)) X g;];j (21,00, 20)

arz j:layj
Cae RZSR2 . R?*—>R
Exemple : Soit g: (@, 9) > @+y,a—y) f: (z,y) — sin(z? — y2)

Calculer les dérivées partielles de fog.

Premiére fagon :

Ona fog:R*—R. foglz,y)=fg(z,y) = flz+y,x—y)=sin(dzy)
W(x,y)zélycos(zycy) ; a(g—zg)(x,y)zélzcos(élxy)
g: RZ— R? FR2—R
(z,y)Hg(:c,y):(gl(z,y),gz(z,yf)):(X,Y)Hf(X,Y):sin(XLW)
Og /

Avec ¢1(z, y):x—i—y et go(x, y):x—y.

XD (4, y)= 2L (g(2, ) x Zi(x, y) + L (g(z, ) x L2(, y)

:Ba)f((g( ’ ))X1+ay( (:Cay))X1

=L@ty o—y)+ol@+y.a—y)
=2(z+y)cos((z+y)* — (z— )2 + (—2) (x — y) cos((z + y)* — (z — 1)2)
=4 ycos(4dxy)



AL (a2, y)= (9w, )) x (. y) + 55 (g (@, y)) x Z2(x,y)
=4xcos(dxy)

Deuxiéme facon :

Matriciellement on sait que M, ,)(fo g) = Mg, )(f) X M(z,4)(9)

(24220,5) 24220,9) )= ( 2o+ g)coslany) ~2(e—)eostaan) ) <} ) )

:( dycos(dxy) 4dxcos(dzy) )

VI. Inégalité des accroissements finis

Théoréme : Soit U un ouvert de R™ et f:IR™ — F de classe C! sur U.

Pour tout a,be U tels que le segment [a,b]={a+t(b—a) avect€]0,1]} soit inclus dans U.
Ona | f(b)— f(a )||<M||bfa|| ou M= Sup ||dfm||

z€la,b
Posons h=b—a Cest a dire b=h + a alors (*) devient || f(a+b) — f(a)|| < M ||h||
[0,1] — R"
0,1] = F t—a+th=(a1+thy,...,an+thy,)

Démo : Soit ¢: 7 f(athh)éVtG [0,1] @(t)=fog(t) ou g: i

/__w_:f_og__\ gl(t)ﬂ---;gn(t)

0,1-% R L F
On a alors t—a+th=x+— fu(x)

|
(91(2),--s g )
1

¢ est de classe C! sur [0,
P'(t)=2(fogt) =3 A
= i=1 1

(t
1
Or f(a+h)— f(a)=e(1 fso dt—fdfa-i-th( )dt
D’autre part Vt € [0, 1] ||90’(t)||:||dfa+th( < IIdfa+th|| ||h||<M||h||

1
J dfaten(h f I fatenlldt < f 1 fa+tnll ||h||df<fM [l dt
0

ar f est de classe C' sur U.
~(9(1)) ?;j;:z F(a+th) hi=dfurin(h)

0

3

D'ou ||f(ali-h) - fla)ll=
=M ||h|| [ dt=M ||h]|
0

Théoréme : Une C.N.S. pour que f: QCR"—RP, f de classe C! sur  ouvert convexe, soit constante
est que Vo CQ, df,=0.

Démo : Si f est contante sur et f de classe C! sur Q=Vxe€Q,Vje[l,n] ona ;TC:O:>V:E€Q df.,=0.

Réciproque : Si f est de classe C' sur Q ouvert convexe et telle que d f, =0 pour tout z € 2,

alors ||d f|| est majorée par 0

On prend M =0 dans la formule (*) = | f(b) — f(a)|| <O0-|[b—al = ||f(b) — f(a)||=0= f(b) = f(a).
On fixe a et on fait varier b dans Q = f(b) = constante et donc f est constante.

VII. Fonctions de classe C?

VII.1. Dérivées partielles d’ordre 2

Si f:QCR"—RP et il existe %(m) pour tout z € Q.
J

’ T L. 8f P . 0 ﬁ , o2 f
C’est a dire on a défini : Pa; :2—>R? ; On peut définir 5 [835] (z) qu’on notera Fz, 07, agcp(gc).

Def : On dit quune fonction f:Q CR"™— RP” est de classe C? sur Q

ssi toutes les dérivées partielles d’ordre 2 sont continues sur ).



Théoréme de Schwarz : Etant donné f: Q C R® — RP.

. . . >’ f > f
Si f admet en x € () des dérivers partielles secondes
82 f 82 f (935] 81'p 8Z'p 81'3
dx;0x, Ox,dx;

Exemple : Soit f:IRQHIR définie par f(x,y)= ;_fzy sixt—yet f(r,y)=0 siz=—y.

toutes deux continues,

alors

Calculer (O 0) et (O 0). Que peut-on conclure ?

0 oo
Remarque : M—gy((),()) za—y[a—ﬂ((),())
2yx 4 xy?

3 7]
o et (@) = T

En chaque point (z,y) e R?*tqx# —y: %(m,y): T ¢t 5

De pl 0,0)=li

e plus 52(0,0)= lim lim =2 : Jiany ; Jom =
0 of . 9(0,y) —g(0,0) PR TR T

6z6y(0 0)= dy ig(o 0)= z}l—r%af Y y yhino Y _;l_r,%y?'_l
o of . g, @ 0)—52(0,0) . g_g

5705(0:0) =55 7,(0.0) = lim 2B = lim 228 =0

f(w,O);f(0,0) — limO_OZO et %(0,0): lim £(0,y) — f(0,0) — hmO_O:O.

2 2
On constate que -2-2-(0, 0) # -22-(0, 0) = I'une au moins des dérivées partielles secondes croisées n’est pas

Oz dy oy o

continue en (0, 0).

VIII. Formule de Taylor-Young & ’ordre 2 pour f de C2 sur Q2 C R™

Soit f de C? sur un ouvert Q CRR"™ ; soit a € et : 1[f0|—>1]<pa)R fla+th) =Vte[0,1] ¢(t)= fog(

01]——%" r— L R
Yt atth=(gi(t), s gult) == f(@) = fla+th)
al-l-thl,‘.‘uuq-i-th

On a vu dans VL. que ¢'(t) = (a+th)

n n 52
(a‘i‘th) +2 ) hhaa 5 (‘H_th):;; ]Mlé’fx]

1<i<jsn

On peut montrer que ¢”(t)

P
s

La fonction ¢ est de C? sur [0, 1] donc elle vérifie Taylor-Young sur [0, 1] c’est & dire :

36€]0,1[ tq (1) = p(0) + £ 1+ 270 4 Lr(g) - o(0)).
N L =R |

)
Or R(h) =5 32 gj; hi (5 (a+0h) = 524—(a) ).

De plus, ||k ||&-= 3 h?= |hi| <R
=1

n n 82 n n
> RO <5 3 3 hl 1] |75 (0 +0h) = 5575 (a @) <3 X SlInl k] as(h)
i: =1 1=1j5=1
h L R(h
= |RMI<BE ST S ), 0= 0l — = Ry = o (|In]?).
i=1j=1

Théoréme : Toute application f de C? sur un ouvert  C R™

vérifie en tout point a € €2 la formule de Taylor-Young a ’ordre 2 soit :

1%
Zhgajzc( )+2 Z hh]am 61()
i1=1 1<i<jg<n

+o ([|A]1?).

) fla+h)=f(a)+ thaw( a)+

Sion pose zr=a+h=h=x—a, (*) devient :

f@)=i@+ 3 @i—a) gi(@) +5 | D(@-a) Sha)+2 ¥ (@i—a)(@; - a5) 5oa(a)

i=1 i=1 1<i<j<n

Si de plus on prend a=0 alors on a :

fla)=f(0)+ mgw—[zwmw S w5t (0)

1<i<j<n

t)=fla+th)

(a+th).

o (llz—al?)




Def : On dit que f admet un DL a lordre 2 en 0 ssiVa €Q f(z)=f(0)+ X Nizi+ > pijzizj+o([z]?)
i=1 1<i<ji<n
avec \;et p1;; des constantes réelles.

Si f est de C? sur Q CR™ alors f admet un DL & ’ordre 2 en tout point de € donné par Taylor-Young.
Cas particulier n=2 : Soit f de C2 sur Q C R"
Soit (a,b) € Q C R? avec les notations de Monge on a :

19} o 9? 9? 9?
p=5Hab) i a=%a,b) ; r=3Lab) i s=gpi(ab) i t=54a,b).
Comme f vérifie Taylor-Young a l'ordre 2 en (a,b) on a alors :
f(a—l—h,b—i—k:):f(a,b)—i—hp—l—k:q—l—%(h2r+k2t+2hk5)+0(h2+k2) (k%)

IX. Extremum d’une fonction f

Def : Soit f:Q2CR™— R, on dit que f présente un extrémum local ou relatif en a € Q)

ssi il existe un voisinage de a noté V'(a) tel que Va € V(a) on ait :
e soit f(z) < f(a)= a est un maximum local
e soit f(z)> f(a)= a est un minimum local

IX.1. Conditions nécessaires d’existence d’un extrémum relatif

Théoréme : Soit f de C! sur un ouvert 2 C R™ a valeur dans R.
Une CN mais pas suffisante pour que f admette en a un extrémum est que d f, =0, c’est & dire :
: of ([ _
Viell,n] 6Tj(a) =0.
Remarque : Ces conditions ne sont pas suffisantes.

R2__R Y B o7 -
(x,y)—axy On a 5(0,0)—0 et a—y(o’o)_o.

Mais f n’admet pas d’extrémum local en (0,0) puisque tout voisinage V de (0, 0) contient les poitns pour les-
quels on a f(z,y)> f(0,0) en effet f(—e,—¢c)=¢e2> f(0,0)
etf(x,y)<f(0,0) f(*gﬂe):7€2<f(0ﬂ0)

En effet : Soit f:

IX.2. Conditions suffisantes d’existence d’extremum

Def : Etant donnée f de C! sur Q C R™, on dit que a € Q est un point critique de f ssi d f,=0.

Théoréme : Soit f:QCR?— R et (a,b) €Q un point critique de f tel que s? —rt existe (notations de Monge) alors :
e Sis?’—rt<0etr>0alors f présente un minimum en (a, b)
o Sis?—rt<0etr<0alors f présente un maximum en (a,b)

e Sis?—rt>0 alors le point (a,b) est appelé un point col pour f, c’est a dire que f ne présente en (a, b) ni
maximum ni minimum.

e Sis?—rt=0 alors on ne peut pas conclure.

Idée de la démo : Dans (*x*) on a p=¢=0 car (a,b) est un point critique, de plus :

flath,b+k)=fla,b)=5 (h2r+2hks+k>t) +o (h2+k?)

.12 2
Or h2r+2hks+kt=r[h2+ 200 p k2| =r[n 22| = r B2 k2t =r [+ 2] = B (2= re).

R?2—R .
Exemple : f: (0,y) > 2®+ 32y — 150 —12y Trouver les extrémums de f.
of
. \y L) ez (M)=0 32243y2—15=0 22+ y2=5
On cherche les points critiques : { %(M):O @{ by 12-0 @{ 2y—2
= P1(2,1); Po(—2,—1); P3(1,2) et Py(—1,—2) sont des points critiques.

92 92 92
(@) =6 ; F(x,y)=6y 5 FL(r,y)=6x = 2 —rt=(6y)>~6262=36(y2—2?)

D’ou pour Ps et Py, s2—rt=36(4—1)>0. Pas d’extremum en P et Pj.

Pour P, s2—rt=36(1—-4)<0et r=6x2>0. f aun minimum en P;.
Pour P, s2—rt=36(1-4)<0et r=6x(—2)<0. f aun maximum en Ps.



