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1 Etude analytique

E =


ut = uxx + ux si xε]0, 1[; t > 0
u(x, 0) = e−0.5xx(x− 1)
u(0, t) = 0;u(1, t) = 0

1.1 Montrons que l’équation est parabolique
L’équation générale pour deux variables sur un domaine Ω ⊂ R est :

a11(x, y)uxx+2a12(x, y)uxy+a22(x, y)uxy+b1(x, y)ux+b2(x, y)uy+c(x, y)u = F (x, y)

Ici, notre équation est ut = uxx + ux soit uxx + ux − ut = 0.

Par identification, on obtient les coefficients suivants :

a11(x, y) = 1; b1(x, y) = 1; b2(x, y) = −1

On calcule ensuite le déterminant ∆ :
∆ = a2

12 − a11.a12

∆ = 02 − 1.0
∆ = 0

Le déterminant est nul, l’équation est de type parabolique

1.2 Changement d’inconnue
Soit le changement d’inconnue : u(x, t) = eαx+βtv(x, t)

ux = δu
δx (x, t) = αeαx+βtv(x, t) + eαx+βtvx(x, t)= (αv(x, t) + vx(x, t))eαx+βt

uxx = δ2u
δx2 (x, t) = (α2v(x, t) + 2αvx(x, t) + vxx(x, t))eαx+βt

ut = δu
δt (x, t) = (βv(x, t) + vt(x, t))eαx+βt

En remplacant dans l’équation ut = uxx + ux, on obtient :
(on simplifie eαx+βt de part et d’autre de l’équation)

βv + vt = α2v + 2αvx + vxx + αv + vx
⇒ vt = (α2 + α− β)v + (2α+ 1)vx + vxx

v est solution de l’équation de chaleur vt = vxx Si et Seulement si,{
2α+ 1 = 0
α2 + α− β = 0

⇔

{
α = − 1

2

β = − 1
4

Donc u(x, t) = e−( x
2 + t

4 )v(x, t)
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1.3 Nouvelles conditions aux limites et initiale pour v

u(x, 0) = e−
x
2 v(x, 0) = e−0.5xx(x− 1)

⇒ v(x, 0) = x(x− 1) : condition initiale.

u(0, t) = e−
t
4 v(0, t) = 0 et e−

t
4 6= 0⇒ v(0, t) = 0

u(1, t) = e−( 1
2 + t

4 )v(1, t) = 0 et e−( 1
2 + t

4 ) 6= 0⇒ v(1, t) = 0

D’où v(0, t) = 0 et v(1, t) = 0 sont les nouvelles conditions aux limites.
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1.4 Résolution du problème aux limites pour l’équation
de chaleur obtenue

Soit le système :

S =


vt = vxx

v(x, 0) = x(x− 1)
v(0, t) = 0 et v(1, t) = 0

On utilise la méthode de séparation de variables :

v(x, t) = X(x)T (t)

On trouve : T
′(t)
T (t) = X′′(x)

X(x) = −λ

{
T ′(t) + λT (t) = 0
X ′′(x) + λX(x) = 0

et

{
Conditions aux limites :
X(0) = X(1) = 0

T (t) = Ce−λt

λn = n2π2

Xn(x) = sin(nπx)

v(x, t) =
∑∞
n=1 Cne

−n2π2tsin(nπx)

Vérification des conditions initiales :
x(x− 1) = v(x, 0) =

∑∞
n=1 Cnsin(nπx)

Les coefficients Ck doivent être les coefficients de Fourier :

Cn = 2
∫ 1

0
x(x− 1)sin(nπ)dx

On intégre par partie :

on pose :


u = x(x− 1)

u′ = 2x− 1
et


v = − 1

nπ cos(nπx)

v′ = sin(nπx)

Cn = 2([x(x− 1) · −1
nπ cos(nπx)]10 + 1

nπ

∫ 1

0
(2x− 1)cos(nπx)dx)

or, [x(x− 1) · −1
nπ cos(nπx)]10 = 0

donc, Cn = 2
nπ

∫ 1

0
(2x− 1)cos(nπx)dx

On refait une intégration par partie, en posant cette fois :
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IPP :


u = 2x− 1

u′ = 2
et


v = 1

nπ sin(nπx)

v′ = cos(nπx)

Cn = 2
nπ ([(2x− 1) 1

nπ sin(nπx)]10 − 2
nπ

∫ 1

0
sin(nπx)dx)

Cn = −4
(nπ)2

∫ 1

0
sin(nπx)dx

Cn = −4
(nπ)2 [−1

nπ cos(nπx)]10

Cn = 4
(nπ)3 ((−1)n − 1)

D’où
v(x, t) =

∑∞
n=1 Cne

−n2π2tsin(nπx)

v(x, t) =
∑∞
n=1

4
(nπ)3 ((−1)n − 1)e−n

2π2tsin(nπx)
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1.5 Résolution
u(x, t) = e−( x

2 + t
4 )v(x, t)

= e−( x
2 + t

4 )
∑∞
n=1

4
(nπ)3 ((−1)n − 1)e−n

2π2tsin(nπx)

= 4
∑∞
n=1

((−1)n−1)
(nπ)3 e−( 1

4 +n2π2)te
−x
2 sin(nπx)

2 Résolution Numérique
On rappelle le problème :

E =


ut = uxx + ux si xε]0, 1[; t > 0
u(x, 0) = e−0.5xx(x− 1)
u(0, t) = 0;u(1, t) = 0

2.1 Définissons une grille sur le rectangle [0, L]*[0, T]
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2.2 On discrétise les conditions aux limites et les condi-
tions initiales

u(i, n) = u(xi, tn) = u(i∆x, n∆t)

Conditions initiales
u(x, 0) = f(x) = U0

i

∀i : 0...N + 1 u(xi, 0) = f(i∆x) = e−0.5i∆xi∆x(i∆x− 1)

Conditions aux limites
u(0, t) = f(t) = 0

u(1, t) = f(t) = 0

2.3 On discrétise l’Equation à l’aide de la méthode de
Cranck-Nicolson

On pose n : 1...N+1 et i : 0...N+1
Alors, pour tout i et pour tout t, on a :

ut =
Un+1
i − Uni

∆t

ux =
Uni+1 − Uni−1

2∆x

uxx =
Uni+1 + Uni−1 − 2Uni

(∆x)2

Appliquons la méthode d’Euler explicite, en multipliant par ∆t :
Donc, en partant de ut = uxx + ux, il vient :

Un+1
i −Uni = (∆t/2)(

Uni+1 + Uni−1 − 2Uni
(∆x)2

+
Un+1
i+1 + Un+1

i−1 − 2Un+1
i

(∆x)2
+
Uni+1 − Uni−1

2∆x
+
Un+1
i+1 − U

n+1
i−1

2∆x
)

Un+1
i+1 (

−∆t
2(∆x)2

− ∆t
4∆x

)︸ ︷︷ ︸
A

+Un+1
i (1 +

∆t
(∆x)2

)︸ ︷︷ ︸
D

+Un+1
i−1 (

−∆t
2(∆x)2

+
∆t

4∆x
)︸ ︷︷ ︸

B

= Uni+1(
∆t

2(∆x)2
+

∆t
4∆x

) + Uni (1− ∆t
(∆x)2

+ Uni−1(
∆t

2(∆x)2
− ∆t

4∆x
)︸ ︷︷ ︸

Kn
i

Ainsi, on a :
BUn+1

i−1 +DUn+1
i +AUn+1

i+1 = Kn
i

Pour i = 1 BUn+1
0︸ ︷︷ ︸

=0

+DUn+1
1 +AUn+1

2 = Kn
1

Pour i = 2
Pour i = 3
|
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|
Pour i = N BUn+1

N−1 +DUn+1
N +AUn+1

N+1︸ ︷︷ ︸
=0

= Kn
N

En effet, Un+1
0 = u(t+ ∆t, 0) = 0 et Un+1

N+1 = u(t+ ∆t, 1) = 0
D’où finalement,

D A 0 . . . . . . . . . 0

B D A 0 . . . . . .
...

0 B
. . . . . . . . . . . .

...
... 0

. . . . . . . . . 0
...

...
...

. . . . . . . . . . . . 0
...

...
... 0

. . . . . . A
0 . . . . . . . . . 0 B D





Un+1
1

Un+1
2
...
...
...
...

Un+1
N


=



Kn
1

Kn
2
...
...
...
...

Kn
N


2.4 Sous forme matricielle, les équations aux différences

finies donnent :

MUn+1 = Kn

Un+1 = M−1Kn

=⇒ Méthode Implicite
Il existe l’algorithme de Thomas pour inverser la matrice M.
cf programme C++
En utilisant l’algorithme de Thomas, on pose :d
∗
i = di − di−1bi

d∗i−1

k∗i = ki −
bik
∗
i−1

d∗i−1

pour i = 2.3...N

et{
d∗1 = d1

k∗1 = k1

On trouve :

Ui =
K∗i − aiUi+1

d∗i

UN =
K∗N
d∗N

Ainsi, on calule le dernier terme et on calcule tous les termes inférieurs par une
recurrence décroissante.
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3 Comparaison des résultats
La solution analytique obtenue dans la partie I donne :

La solution numérique obtenue dans la partie II donne :
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