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1 Etude analytique

Ut :uza:'i_u;p si xﬁ]o,l[,t >0
E =< u(z,0) = e 95%%g(z — 1)
u(0,t) = 0;u(l,t) =0

1.1 Montrons que I’équation est parabolique
L’équation générale pour deux variables sur un domaine 2 C R est :
a11(2, Y)Uzpe+2012(2, Y) Ugy+a22 (T, Y) Ugy+b1 (2, y)ug+ba(x, y)uy+c(z, y)u = F(z,y)
Ici, notre équation est u; = Ugq + Uy SOt Uy + Uyr — ug = 0.
Par identification, on obtient les coefficients suivants :

ai(z,y) = 1;01(z,y) = 1;02(x,y) = -1

On calcule ensuite le déterminant A :
A= G%Q —ai1-a12
A=02-1.0
A=0
Le déterminant est nul, I’équation est de type parabolique

1.2 Changement d’inconnue
Soit le changement d’inconnue : u(x,t) = e**TFy(z, 1)

Uy = 5% (7,t) = ae®™ Pty (z, 1) + e Py, (z,1)= (av(z, t) + vz, 1))eHFt

x

Upy = %(m,t) = (Q?v(,t) + 200, (7, 1) + Vyu (2, 1)) 2T TH

ug = %(z,t) = (Bv(x,t) + vy, t))e® 5

En remplacant dans ’équation u; = g, + uz, on obtient :
(on simplifie 2Pt de part et d’autre de 1’équation)

Bu + v = 020 + 200, + Vg + U + 1y
:>’Ut:(a2+a—ﬁ)ﬂ+(2a+l)vz+vxa:

v est solution de I’équation de chaleur v; = v, Si et Seulement si,

204+1=0 o= —
&
{a2+a—ﬁ=o {5:_

Donc u(z, t) = e~ (2D y(z, t)

L Ll NI



1.3 Nouvelles conditions aux limites et initiale pour v

u(z,0) = e 2v(x,0) = e "5z (x — 1)

= v(z,0) = z(z — 1) : condition initiale.

w(0,t) = e Tv(0,t) =0 et e T £0=> v(0,t) =0
1Lt)=e GHiy(Lt) =0et e G0 £ 0= v(1,¢) =0

u(

D’ou v(0,t) = 0 et v(1,t) = 0 sont les nouvelles conditions aux limites.



1.4 Résolution du probléme aux limites pour I’équation
de chaleur obtenue

Soit le systéme :

Ut = Uzg
S=<v(r,0) =z(r—1)
v(0,t) =0 et v(1,t) =0

On utilise la méthode de séparation de variables :

v(z,t) = X(x)T(t)

LTt X(x)
On trouve : T((t)) = Tz)) = -\
T()+MT(t) =0 Conditions aux limites :
X"(x)+ XX (z)=0 X(0)=X(1)=0
T(t) = Ce™
e

X, (x) = sin(nmx)
v(z,t)=> 7, Cre™"" " tsin(nrz)
Vérification des conditions initiales :
z(z —1) =v(x,0) = > ", Cpsin(nrz)
Les coefficients C}, doivent étre les coefficients de Fourier :
Cp=2 fol z(x — 1)sin(nn)dz
On intégre par partie :

u=uz(x—1) v =—-Lcos(nmz)

on pose : et

w=2r—-1 v = sin(nmx)

Cn =2([z(z — 1) - ZLcos(nra)]f + 1 f01<2$ — 1)cos(nmax)dx)

or, [z(z — 1) - Zcos(nmz)]§ =0
donc, C,, = = f01(2x — 1)cos(nmx)dz

On refait une intégration par partie, en posant cette fois :



1

u=2x-—1 v = ——sin(nrTx)

IPP : et
u =2 v’ = cos(nmx)

Co = Z (22 = 1)L sin(nma)]§ — Z [ sin(nma)dz)

C'n, - (nm)2 [%COS(TL’]TCC)](I)

o(z,t) =307, Cre "™ tsin(nmz)

vz, t) =57 i)g((—l)” — De """ tsin(nrz)

n=1 (n=m



1.5 Résolution
u(z,t) = e~ (5T Doy(z,t)
= e BHD Y A (-1 = e ™ tsin(nra)
=4y U (i)w e (G’ 2 gin(na)
2 Reésolution Numérique
On rappelle le probléme :

Up = Ugg + Uy si ze]0,1[;t >0
E =< u(z,0) = e %5%p(z — 1)
u(0,t) =0;u(1,t) =0

2.1 Définissons une grille sur le rectangle [0, L]*[0, T]

1 A
T
b T
|, .t
DAL= 1n g
a -
1
Ax Xi=iAx



2.2 On discrétise les conditions aux limites et les condi-
tions initiales

w(i,n) = u(xy, t,) = u(iAz, nAt)

Conditions initiales

u(z,0) = f(x) = U}
Vi :0..N+1 u(zi,0) = f(iAz) = e 052 Az (iAx — 1)

Conditions aux limites

2.3 On discrétise I’Equation a l’aide de la méthode de
Cranck-Nicolson

On posen : 1..N+1eti:0..N+1
Alors, pour tout i et pour tout t, on a :

41
Ut -y

At
Ul U

2Ax

Ul +Upy — 207
u =

Appliquons la méthode d’Euler explicite, en multipliant par At :

Donc, en partant de uy = g, + ug, il vient :

Uy =

Uy =

Uty + Uy =207 URE 4 UP%' 204 Uy — Uy U — O

nHL_pn = (At/2 =
U =U" = (At/2)( () (Ax)? T oA Ar
—At At At —At At
urtt - —)4+urt (1 nt 1 —
1 Gagz “aag) TUT U ) YUY (GagE T iay)
——
A D B
At At At At At
U (et — )4 UMl = —— 4 UM (e — ——
Gz T aag) T U0 e YU G T 1as)
Ky
Ainsi, on a :
BU ' + DU + AUTH = K7
Pouri=1 BU61+1 +DU + AUy = K7
——
=0
Pouri =2
Pouri =3



|
Pouri =N BUJT\L,Jill + DUIT\‘,+1 + AU]T\LIill =Ky
~——

=0
En effet, UJ™ = u(t + At,0) = 0 et Upt) = u(t + At,1) =0
D’ou finalement,

B D A 0 .. .. Uyt K3
0 B
0 0 =

0
N (| o .
0O ... ... ... 0 B D Uy Ky

2.4 Sous forme matricielle, les équations aux différences
finies donnent :

MU7L+1 _ Kn
U’n+1 _ M*IKn
—> Méthode Implicite
Il existe ’algorithme de Thomas pour inverser la matrice M.

cf programme C++
En utilisant ’algorithme de Thomas, on pose :

di = d; — Ll ’
bk pour i = 2.3...N
* i1
Ry =ki— 2
et
dy =d;
k¥ =k
On trouve :
U — K} —a;Uiq
7 d;k
K*
Uy =2
dy

Ainsi, on calule le dernier terme et on calcule tous les termes inférieurs par une
recurrence décroissante.



3 Comparaison des résultats

La solution analytique obtenue dans la partie I donne :

0
040'2

08 0.6

(R [ 02

'R}

-0.005

-0.01

-0.015

-0.02

-0.025

-0.03

La solution numérique obtenue dans la partie II donne :
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