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Chapitre 7

Introduction
aux fonctions analytiques

I

1 Zéros - Singularités - Poles - Résidus

1 Zéros

Définition 7.1.
Soit f € H(QY). On dit que la fonction analytique f a un zéro d’ordre n en z =
20 € Q, Si

df "V f(z)
f(ZO) - % e = = dz(nfl) s = 07
(7.1.1)
mais '/ #0
dz™ i—zo

D’apres cette définition le développement de Taylor de f s’annule jusqu’a I’ordre
(n —1) et on écrit :
f(z) = (2 —20)" h(2) (7.1.2)

ol h(z) est une fonction analytique ne s’annulant par a z = zp.

Remarque 7.1.

Comme h(z) est une fonction continue en z = zg, elle doit vérifier h(z) # 0 pour
tout voisinage V(zg) de 7. Ceci permet de montrer une propriété trés importante des
fonctions analytiques :

Théoreme 7.1.
Les zéros d’une fonction analytique ne peuvent pas étre des points d’accumulation
pour | sauf'si f(z) = 0 partout dans C.
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2 Singularités - Poles

Définition 7.2.

On dit que z = zy est un point singulier isolé ou une singularité isolée de f <
H(QY) si la fonction f n’est pas analytique en zy mais elle est analytique en tout voisi-
nage de zg :

Définition 7.3.
On considere le développement en série de Laurent d’une fonction [ analytique a
Uintérieur d’une couronne S et ayant comme singularité isolée (a z = zg)

+o0
b1 b2 bm
= —2o)" e+ .. 1.
f(2) n§:0an(z 20)" + — ot ) + .+ =) + (7.1.3)

Si tous les coefficients b, s’annulent pour m’ > m+ 1 alors on dit que le point z
est un pole d’ordre m < oo pour f et le coefficient by s’appelle le résidu de ce pole.
by 2
z—z0 (2—20)2 7 (z2—z)™
de f. (Attention m < )

La somme : s’appelle la partie principale

On vérifie facilement la proposition suivante :
Proposition 7.1.

. N 1
Si la fonction "inverse" — a un zéro d’ordre n, alors f a un p6le d’ordre n.

f

Remarque 7.2.
On appelle péle simple le pole d’ordre n = 1.

Exemple 7.1.

z 1
La fonction f(z) = ———5——= | resp. < | a deux singularitées isolées (resp.
f(2) (2_5)2(Z+1)< pf> g (resp
2 z€ros), un podle d’ordre 2 en z = 5. (resp. un zéro double en z = 45) et un podle
simple en z = —1 (resp. un zéro simple en z = —1).

De plus f a un zéro simple en z = 0 (resp. — a un pole simple en z = 0).

f

Définition 7.4.
Si f est une fonction analytique dans ) a I’exception de points isolés singuliers
(poles) alors on dit que f est une fonction méromorphe

La fonction f de I’exemple précédent est une fonction méromorphe dans C.

Définition 7.5.
Si la série de Laurent continue jusqu'a m = —oo, on dit que z = 0 est un
pole d’ordre infini, ou qu’il s’agit d’une singularité essentielle.

Exemple 7.2.
1
La fonction : f(z) = ez présente une singularité essentielle en z = 0 car :
1
7 =1 1 1 1
TP A

Le résultat suivant est une conséquence directe des définitions précédentes (pdles et
z€ros) et des théoremes fondamentaux de la premiere partie de ce cours, et son impor-
tance est fondamentale en raison de ses nombreuses applications.
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Théoréeme 7.2.

i) Soit f une fonction méromorphe dans le domaine ) qui est limité par une courbe
T tel que f n’a pas de zéros ni de pdles sur T. Soit ¢ € H(Q)

1 () Zz:pn. a__qm
3 D o) PR ; i#(a;) ; k(b (7.1.4)

ol ay,...,ap (resp ni,...,Ny) sont les zéros de f (resp. leurs multiplicités) et
b1,...,bq (resp my, ..., my) sont les poles de f (resp. leurs multiplicités).

ii) Le nombre p, des zéros d’une fonction f € H(S2) est égal a :

1)
P b

(chacun des zéros étant compté avec son ordre de multiplicité) ou T est la courbe
fermée qui délimite le domaine ().

(7.1.5)

iii) La somme S, des zéros (en les comptant par leur multiplicité) d’une fonction f(z)
holomorphe dans le domaine ) limité par une courbe fermée I, est égale a

1 [ z2f'(2)
Sp =5 b = dz (7.1.6)

Preuve

i) Tenant compte des définitions des pdles et des zéros de f on écrit :

_ (Z_al)nl...(z—ap)"p ;
f(z) = (Z—bl)m,l_“(z_bq)mqg( ) (7.1.7)

ol g(z) € H(Q) est une fonction non nulle sur 2. En définissant la dérivée lo-
garithmique d’une maniere analogue que pour les fonctions d’une variable réelle

A=) _ 1)
nf(z z
T (7.1.8)
D’apres (7.1.7), on obtient :
Inf= zp:njln(z—aj) imkln(z—bk)—l—lng( )
=, 0 (7.1.9)
F2) < me g() 1
T Dyl D e

oltla fonction 2 € ‘H(£2) est non nulle dans 2. En multipliant les deux membres

g
¢(2)

de (7.1.9) par Omi (fonction analytique dans €2), on inteégre sur le contour fermé
s

(3
I" en appliquant les théorémes de Cauchy. On obtient :

1 f'(z)gbdz*in'é(a‘)*im o(br) (7.1.10)
omi b 1(2) 7]’:1 §PLaj 2 POk 1.
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ii) La preuve est obtenue directement de i). Si on pose ¢(z) = 1 et en supposant que
f € H(Q) (sans poles) 1’équation précédente (7.1.10) donne :

1 f/(Z) _ q o
2w b 72 dz—;”]—p (7.1.11)

iii) La preuve est résultat direct de i) en posant ¢(z) = z et en supposant que f €
H(2) (et encore sans pdles) :

PR N~
3w b 70 zdz-jz:;n]a]—sp (7.1.12)

3 Fonctions multiformes et points de branchements

Définition 7.6.

A part les singularités essentielles et les pdles, les fonctions d’une variable com-
plexe peuvent présenter un autre type de singularité, qui est reliée avec la “non uni-
formité” de certaines fonctions. Autrement dit, il existe des fonctions d’une variable
complexe qui prennent deux (ou plusieurs) valeurs différentes au méme point z du
plan complexe. On dit qu’elles sont des “fonctions multiformes".

On donne I’exemple le plus typique de cette classe de fonctions qui est d’ailleurs
trés couramment utilisé , le In 2.

Exemple 7.3.
On considere la fonction logarithme népérien défini par :

f:zm— f(z) avec f(z)telle que e/ = 2 (7.1.13)

etonnote f(z) =1Inz
En utilisant les expressions :

f(2) = Re (f(2)) +iIm (f(2))
{ z = T’eidi (?" = |Z| , d) = arg(z)) (7114)

On écrit effelfITilm [fl — cos ¢ + irsing
ou efte U [cos(Im [f]) + i sin(Im [f])] = r(cos ¢ + isin ¢)
En identifiant parties réelles et imaginaires :

efie Ul cos(Im [f]) = rcos ¢
= { eRe [f] sin([m [f]) = rsing } (7.1.15)

On obtient d’apres (7.1.13)
efelfl = = Inr = Re [f]

et
¢+2kr=Im|[f] (k€Z)

Donc finalement :
Inz=Inr+i(¢p+ 2km) (7.1.16)
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On constate que pour le méme point z € C (car il s’agit toujours du méme point z
dans le plan C si ¢ = 9y ou si ¢ = 1Py + 2k7), on obtient une infinité de valeurs
différentes de la partie imaginaire du In 2, donc une infinité d’images différentes de =
par I’application z — In z.

Pour cette raison, on utilise en pratique une fonction uniforme qu’on appelle partie
principale du logarithme définie par :

Lnz=In|z|+i0 avec —m<f<m (7.1.17)

Cette fonction a une discontinuité sur 1’axe réel négatif donné par la limite :
iy [Ln (IZ\ei(”E)) —ln (|Z|ei<ﬂ*€>)} = In|z|+ir—In|z|+ir = 2mi (7.1.18)

Dans la région : Q@ = C/{R~} (plan complexe entier, excepté ’axe réel négatif) la
fonction Ln z est analytique.

On appelle I’axe R~ coupure et les points z = 0 et 2 = oo points de branche-
ments de In z

4 Résidus - Théoréeme des Résidus

On a vu que le premier coefficient by du développement (v.[7.3)) en série de Laurent
d’une fonction méromorphe ayant un pole d’ordre n au point z = 2, s’appelle résidu.
On donne une autre définition (qui souvent est la plus commode a utiliser).

Définition 7.7. Soir f(z) une fonction méromorphe dans le domaine Q2 C C alors le
résidu de f a z = zg est donné par la limite suivante :

) 1 dnfl "
Res f(z0) = Jim e {dz”‘l [(z = 20) f(Z)]} (7.1.19)
Pour le cas particulier du péle simple (n = 1) on a simplement :
Res f(z0) = lim (2 — 29) f(2) (7.1.20)
z— 20
Exemple 7.4.
Soit la fonctzion
z°+524+3
fz) =

(z—=1)(z+2)2
On constate que f(z) a un pole d’ordre 1 2 z = 2z; = 1 et un pole d’ordre 2 a
z = zp = —2 et d’apres la définition [7.7)on aura :

Res f(—2) = zl_i,n_lz Ci(z +2)2 {(2432)2 + % ]
—  fim {2(2—}—2)(2—1)—(2—1—2)2] _0

z—=2 (z—1)2

etRes f(1) = ;I_,Hi [((ZZJ:;))Q—i—l] =1

Remarque : Pour une présentation plus élégante, on a effectué une décomposition en
éléments simples, mais les mémes résultats auraient pu étre obtenus par un calcul
direct.

Et voici le théoréme crucial pour les applications (surtout en intégration) des fonc-
tions analytiques : le théoréme des résidus.



6 EISTI-1"¢ année-Support du Cours Maths. par M.Manolessou

Théoréme 7.3 (Théoréeme des résidus).
Soit f une fonction méromorphe dans le domaine ) ayant les points z1 ...z
comme poles a 'intérieur d’une courbe fermée C. L’intégrale sur C de f égale :

k
j{ f(z)dz = 2mi ZRes f(zi) (7.1.21)
¢ i=1

Preuve du Théoréme
En écrivant la série de Laurent pour une des singularités isolées de f (par exemple
z1) et en intégrant terme & terme sur un cercle C' qui entoure le pole z;, on aura :

+oo

f)= Y an(z—=2)" (7.1.22)

n=—oo

1 f(z')
R l:a, = — - — L dY
(Rappel : a o j{él (z’ — Zl)n+1 ?

et C; est une courbe fermée appartenant a la couronne R; < R < R} (v. fig.

FIG. 7.1 — La courbe fermée C; appartient 2 la couronne R; < R < R/

et:

_ n+17 %0 . _
an% (z—21)"dz = an 7(2 21) ] = { Osin 7 ~1 -1 Py —
o n4+1 a_q fcl(z—zl) dz sin=-1

avee |

20

-, 10
a,lyf % d9 = 2mia_, = 2mi Res (f(z1)) si n=-1 (7.1.23)
C
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Rappel : a_; est le résidu du pdle a z = z;.

(Pour I’intégration du cas n = —1, on a utilisé les coordonnées polaires en posant
2z — z1 = re'?).

Finalement on a :

— f(2) dz =2miRes f(z1) (7.1.24)
Cy

En choisissant un contour Cj qui entoure successivement toutes les singularités isolées
de f (v. fig) avec Cp = C U (UC;) de fagon a laisser a son extérieur tous les poles
de f, on écrira d’apres le théoréme de Cauchy :

f(z)dz=0 (7.1.25)
Cy

Cc

FI1G. 7.2 — Le contour fermé excluant les poles

ou
f f(z)dz— f(z)dz— ... f(z)dz=0 (7.1.26)
C Cl Ck
(ol on a choisi le sens positif du parcours sur C).

En répétant la procédure de 1’évaluation précédente (pour le pdle z1) sur chacun
des contours C'; séparément, on retrouve la formule des résidus :

f(z) dz = 2miRes f(z;) d’apres [7.1.24

Cy

et

k
7{ f(z)dz=2mi»  Res f(z;) CQFD
¢ i=1

Remarque 7.3 (Sur la preuve du théoréme [7.3). Dans I’expression (7.1.26)), les
contributions des petits parcours r;, 7;, s’annulent mutuellement et leurs distances de-
viennent négligeables a la limite de fagcon a reconstituer la courbe continue et fermée

C.
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Chapitre 8

Introduction
aux fonctions analytiques

IV

Ce dernier chapitre sur les fonctions analytiques est consacré a leurs applications.
Nous ne présenterons ici que les trois principales parmi une multitude d’autres. Il
s’agit essentiellement de techniques mathématiques élaborées pour étre utilisées aux
domaines de Physique, d’Electronique, des Sciences de 1’Ingénieur, du Traitement du

Signal, de Biologie, etc...

1 Calcul d’Intégrales

L application directe du Théoréme des Résidus fournit des moyens pratiques pour

le calcul de plusieurs types d’intégrales.

1 Intégrales du type : fo% f(sin@, cosf) do

2
L = f(siné, cos®) db
0

ol f est bien définie V 6 € [0, 27], et est uniforme.

Par exemple, f est souvent une fonction rationnelle de cos 6 et sin 6.

Avec la transformation _ '
z=¢eYetdz =ied
.dz

oudd = —i—
z

on a aussi :
-1 —-1

zZ+z
; cosf =

ind =
sin %

z—z71 2427\ dz
I = —1 -
! Z]{;ﬁ( 2% 2 ) p

Le contour d’intégration C est tout simplement le cercle unité (v. fig. [8.1).

9

et I; devient :

8.1.1)
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Im(z)

Re(z)

FI1G. 8.1 — Le contour est le cercle unité

Par application du Théoréme des Résidus on obtient :

I = (—i)2mi ;Res (i)
f(z) |

ou z; sont les pdles de == a I’intérieur du cercle unité centré a I’origine.
z

(8.1.2)

zZ=Zz;

Exemple 8.1. Soit I’intégrale :

2m
do
J:/ ———;0<a*<1
o 1-4+sinf

En posant
— 1

. . z
z=¢" sinf = ze(Cy

7

dz e . o
= I’intégrale présente 2 pdles simples :
a

J=2 _
fcl az? + 2iz —

. (V1-=a?-1) s —i(v1—a%2+41)

4+ = —_—, ==E—

a a

dont seulement 2, vérifie |z |? < 1, donc il appartient a I’intérieur du cercle unité C;.

On trouve
2 2(z —
Res ——— = lim (2= 24)
az? +2iz—al,_,, 2=z a(z—z4) (2 —22)
- a(zy — 2-)
ou

et, par application de|8.1.2]:
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2 Intégrale du type : [>° f(z) du

+o00
I, = / f(z) dx (8.1.3)
— 0o

Conditions sur f

a) f(z) est analytique a I’exception de quelques poles au demi-plan supérieur.

b) f(z) décroit uniformément par rapport a I’argument de z (avec 0 < arg z < )

quand |z| — 400

Etant données ces conditions, on montre le résultat auxiliaire suivant, afin de pouvoir
appliquer par la suite une déformation appropriée du contour et évaluer I'intégrale I
(par application du théoréeme des Résidus, toujours !)

Proposition 8.1 (Lemme de Jordan).

Soit g, le demi-cercle du contour Cr C C représenté sur la fig ,_' soit f(z)
vérifiant la condition b) ci-dessus ; alors si o« > 0, l'intégrale Ip = fFR e f(z) dz
vérifie :

Im(z)
TR
R
Re(z)
-R 0 R

F1G. 8.2 — Contour de Jordan au demi-plan supérieur

Rlirfoo Ip= RETOO . e f(z) dz (8.1.4)

Preuve du Lemme de Jordan
On utilise une transformation en coordonnées polaires :

2z =Re", dz = iRe"df
= IR =4 / f(ReiO)eiaR00597o¢Rsin 0R do (815)
JO

et comme lim f(z) = Rlim f(2) = 0 (unif. par rapport a arg z), on peut toujours

|z| o0
trouver £(R) > 0 (qui dépend seulement de R) t.q. H}im e(R) = 0 et |[f(Re')] <
— 00
e(R).
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Donc on pourra majorer I’intégrale comme il suit :
T . /2 .
|Ir| < €(R)R/ eoRsinbgg — 25(R)R/ e~ oRsinbgg (8.1.6)
0 0

(ot on a utilisé la symétrie de sin 6 autour de 7/2)

0
Mais sinf > 2— pour 0 < 4 < g (exercice a faire analytiquement)(voir fig)8.3|)
™

Preuve géométrique facile

\y(6)
1 _____ .
! sin(0)
y=28
LT
/2 0
) 0
F1G. 8.3 —sinf > 2—
T
donc :
/2
|Tr| < 2¢(R)R / e 2R/ g (8.1.7)
0
et par intégration directe :
Ig| < m(iR) (1- e °F) (8.1.8)
mais comme lim 7 @(1 —e Ry =0
R—+o0 o

a cause de laborne (8.1.8) lim Iz =0 C.Q.FED.
R— 400

Remarque 8.1.
i) Si o = 0laborne analogue a (8.1.7) sera : |[Igr| < me(R)R et en supposant que

Jk>1letm >0tq.e(R) < Vi I’argument est identique.

ii) Sia < 0on pourra choisir un contour C', tel que (v. fig.|8.4) le demi-cercle cor-
respondant I';, appartiendra au demi-plan inférieur et le résultat sera analogue.

Exemple 8.2. Soit I’intégrale

too z2dx
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R CR R

FIG. 8.4 — Le contour C’ g de Jordan appartient au demi-plan inférieur.

A cause de la parité de la fonction, on pourra écrire :

1 [tee x2dx
Iy = — —_— 8.1.10
=3/ @roeTD 8110

Définissons I'intégrale :

1 22dz R B
) fiR i N =R EUTR M fie By B1LID

On aura :

1 +R Qd 1 2d
12:,/ _ wdr 7+,/ S — (8.1.12)
En utilisant les coordonnées polaires pour I'intégrand de la 2eme intégrale (sur I'p),
on aura :

z=RePet f(z) = & = (R, 0)
(22 4+1)(22+4)
210 (8.1.13)
- 1 4
R2 |:6210 + 2:| |:€2Z€ + ]:i2j|
or, on voit que RhT ¢(R,0) =0 V0 €[0,n]
En plus, f(z) a 4 pdles simples A=l =i dont les 2 (21 et z3) appar-
pus. Jizrasp PO zs=2i zg=-2i 1 etz app

tiennent au demi-plan supérieur, donc ils appartiennent a I’intérieur du contour C'g.

Conclusion
Les conditions du Lemme de Jordan étant vénifiées, on applique directement cette
proposition et on obtient une contribution nulle quand R — oo :

RETOO /FR f(z)dz=0 (8.1.14)
Par la suite,
1 [t z2dx
li Ip = — ———— = |. 8.1.15
Rtee T 2 /,Oo P2+ 0)@2+4) 2 (6.1.13)
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Par ailleurs, en appliquant le Théoréme des Résidus pour I (8.1.11), ona:

ou
IR =i Res f(2)zmsy,zy § 21 = 12 (8.1.16)
1 z3 = 4l

23
22
(R —i=lm ————— = —
etRes f(2).= = lim (z4+i)(22+4) 6

22 —1

R = lim
es J@)mz = Iy T v 3

Finalement (8:1.16) donne :

N i .

Combinaison de (8:1.19) et (8:1.17) donne :

+oo 2

zedx s
I = -_— = 1. I = —
2 /0 @2+ 1)(a2+4) Roteo 76

3 Intégrales du type : [ L& gy

—o0 T—x

+oo
13=/ 1@ g, (8.1.18)

T — X0

— 00

Souvent en Physique on a besoin d’évaluer des intégrales du type (8:1.18). A priori,
cette intégrale n’a pas de sens mathématiquement, puisque I’intégrand présente une
singularité sur I’axe | — 0o, +0o[ méme si f(z) est analytique en xg et a un trés bon
comportement a 1’infini, autrement dit

1
|f(2) ]|z =00 = el avec o > 0 (8.1.19)
Pourtant, on peut "évaluer” cette intégrale en contournant la singularité. Par une pro-
cédure de limite, on choisit un contour qui entoure la singularité et qui est tel que les
conditions physiques du probleme particulier sont vérifiées.
On définit, en ce but, la "valeur principale" de I'intégrale I :

PUW /(@) dx] = lim Umo_r /() +/:oo /() dx} (8.1.20)

—o LT Zo =0/ o T —Zo o+r T = 2o

Pour le contour choisi :
Cryr={-R+xo,x0—r}UyU{zo+r, R+ 20} UTr v.fig.[83

On définit I'intégrale I

% /(z) = Ig, (8.1.21)
C

Ror zZ— X
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©
xp—R X0 x0+R

F1G. 8.5 — Contour pour un podle réel a z = z

et en décomposant sur chacune des parties

IR’T:/_H:COMda?—&—/xOJer(x)dx—f—[Yf(Z)dz+ Md,z

_R+x0£177£60 _,'_,H_xOSC*ZL'O Tr — X FRiffl’o
(8.1.22)
En introduisant la définition de la valeur principale (8:1.20) on écrit
+oo
lim IRT_P[/ f(x)dx}—i—lim f()d+ im [ LG4
R::ro o T — X r—0 — X R—+4o00 Tr Z— X
(8.1.23)

Calculons la 2eme et 3eme intégrale du second membre en passant en coordonnées
polaires :
Pour le demi-cercle v, on pose z — zg = re'? = dz = ire'®d¢

et
. (re+zq) . . ‘ T .
;l—{r%) Zf—( l'() T‘—)O/ f T‘elqb 0 el(bd(b - _Zf(xo)w/O dgs - _Zﬂ—f(x(])
(8.1.24)
Pour le demi-cercle 'z, on pose
. d ™ g ,
z=1zy+ Re'? et lim 1(z)dz < lim L{je) iRele‘ df=0
R—+to00 T'r zZ— X R—+o0 0 Re?
(8.1.25)

par application du Lemme de Jordan puisque f(z) vérifie la propriété de décroissance
On introduit les résultats (8:1.24) et (8:1.23) au second membre de (8:1.23) et on

obtient :

“+o0
lim Ig,=P {/ M dx] —im f(xo) (8.1.26)
R—+o0 T — Xo

r—0 —o0
Par ailleurs, comme le pole z = x( n’est pas inclus a I’intérieur du contour, le théoréme
de Cauchy donne :

IR =0= lim IRr (8127)

R— oo
r—0

Ce dernier résultat permet d’écrire d’apres (8.1.26)

P[/+OO 1) dm} = im f(z0) (8.1.28)

Remarque 8.2 (important).
Le contour d’intégration Cg ., présenté ci-dessus doit &tre choisi en fonction :
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(Ra) du comportement de la fonction f quand |z| — o0 afin que les conditions
du Lemme de Jordan soient vérifiées et
(Rb) des conditions physiques imposées au probleme particulier.
Appliquons ces conclusions sur un exemple, souvent rencontré en électromagnétisme,
en mécanique quantique ou classique et en électronique.

Exemple 8.3.
L’étude de la diffusion des particules élémentaires (par exemple des électrons) par
un potentiel conduit a une fonction définie par :

+o0 ;
I(o) = 2T droto >0 (8.1.29)
1'2 _ 0—2
— 0o

L’intégrand est une fonction méromorphe dans C avec 2 poles simples sur I’axe réel,
] — 00, +00].

On applique 1la méthode développée précédemment et on calcule la partie principale de
cette intégrale

+ rsinz
—o-r rsinx i rsinx dr
— lim,_, _ gsmr / _wsinzdr (g 30)
B RN e T R i s Ry
—o+r
+oo xsinz dx
e o)
. . e — e e e
On utilise : sin z = — et on considere 1’intégrale :
7
Ins(0) = Ti) + 15
@ 1 zet* 2 1 ze ¥
avec IR, = Z fci%r 22 _ g2 dz et IR,’I‘ = Z Cé%,r m dz (8131)

2y =0

Les intégrands de 11(21,1 et I](i)r ont deux pdles : } sur I’axe des parties

réelles.
Les contours fermés Cf’r et C’f " sont représentés sur la figure et ils sont
choisis en accord avec les conditions (Ra) et (Rb) correspondantes. Plus précisemment :
(la) Le contour

" ={-R,—0—r}Un U{-0+r0-r}UypU{oc+rR}UTY

est choisi de telle maniere que Fg) soit dans le demi-plan C supénieur, car :

iz Rez+ilmz)

% — 61( eiReze—Imz

et on aura décroissance de I’intégrand quand R — oo ssi Imz>0.

Ainsi la condition (Ra) sera vérifiée et le Lemme de Jordan pourra étre appliqué.
(1b) Les contours des petits demi-cercles y; et 2 autour des pdles sont choisis de

facon a avoir un résultat du type ~ e'“ (v. par la suite) ainsi la condition (Rb)

sera vérifiée.
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Im(z)
(D
1“R,r

—R| Q —O+r 0@ o+r| R Re(z)

—-0o-r1 0
C YZJ
)
R
F1G. 8.6 — Contour pour les deux polesréelsa z = —cetz =0

(2a) D’une maniere analogue le demi-cercle I‘g) du contour :
CH"={-R,—c—r}Um U{—U—I—T,U—T}U'ygU{U—&—T,R}Ufg)

est choisi dans le demi-plan C inférieur car :

etz — p—i(Rez+ilmz) _ —iRez Im:

et I’intégrand décroitra, (v. I}g,)r) ssiImz < 0.
La condition donc (Ra) sera de nouveau vérifiée et le Lemme de Jordan sera
appliqué.

(2b) Les contours 7y; et o sont les mémes pour Cf et C’f’ ", pour la méme raison
physique présentée en (1b).

D’apres la technique générale présentée ci-dessus on aura d’une part :

+oo ix .
. m 1 Te 1T (1) T (1)

r—0 —o0

1z —i0

ou fU = Ze} = ¢ (8.1.33)
Z—0 z=—0
(1) Zeiz eia
t = - = — 8.1.34
¢ f+ (o) z—|—aL_a 2 ( )
“+o0 1 —1i0 10
. 1 1 Te e e

r—0

. 1 . A RN z .
Par ailleurs, comme F%) contient le pole z; = o on aura par le théoreme des Résidus :

1 zet? me'’
1Y) =2miRes | ————| =
Ry = STRES 15, (z=o)(z+0)]._, 2
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a ﬂ.eio

et lim Ijp) = = (8.1.36)
r—0
De (8.1.33) et (8.1.36) on obtient :
7.reicr 1 o0 xeix ﬂ.efia ﬂ.e+ia
=—P —— dx| — - 8.1.37
2 2 [/Oo 22— o2 4 1 4 ®.1.37)
D’une maniere analogue pour Fg) on aura :
fim 1 =~ 1p /m 2 | 4 T O o)+ T (o) 8.138)
oo I 2 ) o 22—02 27~ 2" .
0 (o) = 2T _ 8.1.39
ou [ (—0) Z‘TL_U 5 (8.1.39)
@) B Zefiz B 671'0
t = = 1.4
e e (8.1.40)
alors que le théoreme des Résidus (pdle z_ = —o) donne :
2ms ze ¥ ze ¥ o
1Y) = - ZZRes | —————— = 7 i =2
A [(zoxzm]z_g T2 [o} 2 ¢
. 2 T o
= lim g = ¢ (8.1.41)
r—0
Par identification (8.1.41) et (8.1.38)) donnent :
+o00 —ix
T P xe T T
et = d —e'? —e " 8.1.42
9 ¢ 2@{/_00 22— o2 x}+4e e (8.142)
On additionne membre & membre ([8:1.37) et (8:1.42) :
oo z[e’ — e~ ] dx )
P — 10
e[ Sy o
e rsina -
ou = P |:/ ) dx:| = me'? (8143)
oo X2 —0

Remarque 8.3 (finale). :

On peut vérifier (exercice ! !) que si les contours des demi-cercles y; et 72 étaient
choisis différemment, on aurait obtenu des résultats du type e " ou sin o et cos o, qui
ne correspondraient pas a la condition physique (1b) (ou 2b).
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2 Contour de Bromwich et Transformée de
Laplace inverse

1 Théoréeme de Bromwich

Souvent I’évaluation de la transformée de Laplace (ou Fourier) inverse qui constitue
la derniere étape de la résolution d’équations différentielles ou intégrales (par la mé-
thode de la transformée de Fourier-Laplace) présente des difficultés insurmontables.
Ces dernieres sont dues tant6t aux divergences des fonctions originales, tant6t a la
forme compliquée des fonctions transformées.

Bromwich a introduit une méthode intégrale (appelée aussi intégrale de Fourier-
Mellin) par application des techniques d’intégration des fonctions analytiques sur un
contour bien choisi dans C. Cette procédure intégrale de Bromwich fournit une ré-
ponse directe & un grand nombre de ces problemes. On la présente par la suite, avec un
exemple aussi.

Soit L(p), une fonction méremorphe de la variable p = & 4 in € C qui représente la
transformée de Laplace d’une fonction f () inconnue, a savoir :

L7L(p)] = f(1)

D’aprés le cours de la transf. de Laplace Ch.11, la définition de f(t) peut s’écrire un
peu différemment :
E+ico
1
— P L(p)dp sit >0
L7HL(p)] = f(t) = { 2mi / < Lp)dp sit> (8.2.44)
£—ico

0 sit<0

La formule (8.2.44)) s’appelle formule de la réciprocité complexe ou formule de ’in-
tégrale de Bromwich. Le contour de Bromwich approprié est défini (v. fig. par :

Cp =TEU{& —ino, & +ino}

On considere ’intégrale :

1
P — PtL(p) d 8.2.45
s = omi Ju € (p) dp (8.2.45)

Tenant compte des définitions (8.2.44) et (8.2.45) on écrit :

f(#)= lim I3 — lim [ " L(p)dp (8.2.46)

R—o00 R—o0 g

Remarque 8.4.
a) L abscisse &y a été choisie de facon a placer les poles de L(p) a gauche du
segment £ = ;. Ces pdles, d’ailleurs, doivent étre d’un nombre fini.
b) On peut montrer par une procédure analogue a celle utilisée pour la preuve du

Lemme de Jordan, que 1’intégrale sur la courbe F%B) vérifie :

i ) d 0 sidu>0k>0tq. 8947
1m € = 1% L.
R Jom ©EP =01 ) < L (8:247)
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_____________ §0+1 T]O

F1G. 8.7 — Plan P et contour de Bromwich

c) Par application du théoréeme des Résidus pour I’évaluation de [, (C}Z) on aura :

R . R
Iés) = ZRGS{L(ZD)em]p:pi = Rh—r»noo Ié‘B) (8.2.48)
Pi

Les résidus de L(p)ePt doivent étre pris au poles p; de L(p) qui se trouvent a gauche de
la droite {£p — 100, & + i00}. Avec I’hypothese que L(p) vérifie la condition (8.2.47)
et tenant compte des remarques a, b, ¢, on obtient finalement la preuve du théoréme
suivant :

Théoreme 8.1 (de Bromwich).
Soit L(p), une fonction méromorphe dans Cpy ett.q. 3M > 0,k > 0:Vp € C](BR)
(v. fig.B7)

M
|L(p)| < T alors la transformée de Laplace inverse f(t) = L~1[L(p)] définie par
est donnée par :

F(t) = Res[L(p)e"']p=p, (8.2.49)
P;

ou les résidus doivent étre pris aux poles p; de L(p) qui se trouvent & gauche de la
droite {&y—100, &y +io0} avec le choix arbitraire (mais approprié d’apres la remarque

B.An)) de ¢.
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Exemple 8.4.
On cherche a évaluer
1
| = 29)
einE-27 W
La fonction L(p) a un pole simple & p; = —1 et un pole double a po = 2. Par
application du théoréme de Bromwich, on écrit :
1 ept
fity=,"1 [2} = Z Res [2} (8.2.50)
(p+1)(p—2) = P+ —-2)2],,_.,
pP2=2

Sur la figure (??), on représente le contour C](B,R) approprié. On a choisi §y = 3, ainsi
les deux poles p; = —1, po = 2 se trouvent & gauche du segment {£y — 510, o + Jno }-
Calculons les résidus :

ePt ePt et

Res —————— = lim ——— = — 8.2.51
C Pr -2, rip-27 9 (8230

ept ) ePt tePt(p + 1) — eP?

RCS TN o\ = hrn —_— = 11m 1\

(p+1)(p—22],, »=2dp [(p+1)] »=2 (p+1)
8.2.52
3te?t — %t ( :
I

de (8.2.51) (8:2.52), on obtient par (8.2.50) :

=> Conclusion
et 4+ e (3t —1)

9

]f(t) -

3 Stabilité des circuits amplificateurs

Criteére de Nyquist

Pour terminer le chapitre des applications des fonctions analytiques, on présente un
des criteres de stabilité des circuits amplificateurs en électronique.
Considérons le systeme S4 d’un amplificateur avec feedback représenté sur la figure

B3

E: E E
i f
O A

BE;

feedback

F1G. 8.8 — Circuit S4 d’un amplificateur

soit : E;, le signal initial (entrée) et soit E'; le signal final (sortie). La boite A re-
présente I’amplificateur.
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Une partie 3E¢ de la sortie, est réintroduite (feedback) au systéme pour rejoindre 1’en-
trée F; ; A et 3 sont en général des nombres complexes et plus précisemment des fonc-
tions complexes de la pulsation (ou fréquence) « de I'entrée : § = B(a) ; A = A(w)
avec w = Rea + ¢Ima.

Afin que « puisse correspondre a une quantité physique, on supposera toujours Rea: >
0.

1 Instabilité

D’apres ces définitions et notations on peut écrire :
E = E;+pE; (8.3.53)
Ey = AFE (8.3.54)

Par élimination de E de ces deux relations, on obtient

E E
E=—ea@®35) = — = Fi+ 0
ou By — A(w)B(w)E; = AE;
ou Ef(1 — Aw)B(w)) = AE; (8.3.55)
Condition d’instabilité
On dit que le systeme (S4) est instable, si on a un signal de sortie £y # 0 alors

qu’on n’a pas du tout de signal d’entrée E; = 0.
Cette condition d’instabilité implique par (8.3.55) qu’on doit avoir :

1—A(a)B(a) =0 (8.3.56)

2 Etude des zéros

On étudie donc les zéros de la fonction :
f(z)=1—-A(2)8(2), zeC (8.3.57)
a) Si f(z) aun zéro zq sur I’axe réel positif :
Rezp > 0 Imzy =0

= L’instabilité croit exponentiellement.

b) Si f(z) a un zéro complexe z9 = Rezg + ¢ Imzy avec Imzy > 0 alors
Pinstabilité est oscillatoire.
Par ailleurs, on sait que le nombre de zéros d’une fonction analytique est donné
par (v. cours Ch.14) la formule :

.1 ()

P=omi I 7(2)
ou I' est une courbe formée (dans le domaine d’analycité de f) telle qu’elle ne
contienne ni de z€ros ni de poles de f.

D’aprés la formule (8.3.58) on saura que f(z) a un ou plusieurs zéros dans le

demi-plan Rez > 0si p # 0.
f'(z)
=0 8.3.59
§ 5 (8339

Par contre, si
f n’apas de zéros dans le demi-plan Rez > 0.
= On a la stabilité du systeme S 4.

dz (8.3.58)
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3 Controle des zéros

Comment on controle en pratique la stabilité ou I’instabilité du S 4

En général on utilise le contour I' qui contient I’axe imaginaire et le demi-cercle
Cgr (avec R — +00)

On pose : f(z) =ré

Onaura:In f(z) =lnr + 6

0 (représentation polaire)

et
d do

d d d
Zg(lnf(z))z a(hlf)%‘F@(lnf)%

fiz) ldr  do

= - — 8.3.60
flz) rdz 'z ( )
Par substitution de (8.3.60) dans (8.3.38)) on obtient :
1 () 1 dr 1
— =— ¢ —+— ¢ db 8.3.61

La premiere intégrale du membre de droite vaut zéro puisqu’elle donne la valeur du
In 7 sur un contour fermé. La seconde intégrale donne :

2
1 o 1 si0 € Intérieur de I'
— pdo={ 27

211 r
0 si 0 & Intérieur de '

A savoir, suivant que I’ origine appartient ou pas a I’intérieur de la courbe fermée I', on
aura des zéros ou pas.

Conclusion

La stabilité de I’amplificateur sera assurée (resp. non assurée < instabilité) suivant
que la représentation polaire de f(z) = 1 — A(2)5(z) exclue ou pas ’origine quand la
partie imaginaire de z varie de —ico a +i0o.
Si I’origine n’est pas incluse :

!/
S pas—o0e B g —g
f(z)

= On n’a pas de zéros au demi-plan des Rez > 0.
= Le syteme de I’amplificateur est stable.

C’est le critere de stabilité de Nyquist.
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