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Chapitre 1

INTEGRATION 1
Introduction “introductive”

a la théorie de la mesure -

A. Intégrale de Lebesgue -

B. Transformation de Fourier

1 Algebres - Tribus - Mesures

1 Algebre

Définition 1.1.

Soit Q un ensemble. Une famille A de sous ensembles de ) est une algebre sur <)
si les propriétés suivantes sont vérifiées :

a.i) et I’ensemble ) appartiennent a A

a.ii) Si A € Aalors A® € A (stabilité par le passage au complémentaire)

a.iii) Si Aet B € Aalors(ANB) e A

Exemple d’une algebre sur R

Sur Q = R on définit ’algébre A(R) qui est la famille des unions finies d’inter-
valles de R. A(R) contient en plus de I’ensemble vide toutes les unions finies d’inter-
valles de tous types :

[a,], Ja, 0], [a,b]; Ja,b], | —o0,al, [b;+o00], Jb,+o0[.

2 Tribus

Définition 1.2. Une tribu (ou o - algébre) sur Q) est une famille T de sous-ensembles
de () telle que :

t.1 Q et ’ensemble () sont dans T .

t2 Si A€ T alors A° €T
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t3 SiA,(n>1) €T alors |J A, €T (stabilité par union dénombrable)
n=1
Remarque 1.1.
On déduit facilement que 7 est stable par intersection dénombrable.

Exemple 1.1.
L’ensemble P de toutes les parties de €2 est une tribu.

Exemple 1.2. La tribu de Borel B(R)

En théorie de Probabilités, la facon la plus courante pour définir une tribu est la sui-
vante : on sélectionne une famille C' de sous-ensembles de {2 que 1’on juge intéressante
(pour une raison ou une autre), et on définit la tribu 7 sur {2 comme étant la plus petite
tribu contenant tous les ensembles dans C.

Ainsi sur R, on définit la tribu de Borel B(R), comme étant la plus petite tribu
qui contient les intervalles fermés [a,b] ol —00 < a < b < 4o00. Avec la topologie
habituelle, B(R) est la tribu D engendré par ’ensemble D des demi-
droites (] — 0o, a[ ou ] — 0o, ) ou par ’ensemble des intervalles.

3 Ensembles et applications mesurables

a) Si, sur un ensemble €2, on définit une tribu 7 alors on dit que (€2,7) est un
espace mesurable et les parties de €2 sont des ensembles mesurables de (2 si elles
appartiennent a 7 .

b) Soit (2,7) un espace mesurable et Y un espace topologique. On dit qu’une
application f : 2 — Y est mesurable si I’image réciproque par f de tout ou-
vert A € Oy de Y (ou Oy = la famille des ouverts de Y) est un ensemble
mesurable :

ie:sidcO=f1(A)eT

Exemple 1.3. : Soit un ensemble )

1.3.1 Reprenons ’exemple de la tribu T = P [’ensemble des parties de ) (ex.
1.2.a.). Etant donné un espace topologique Y, toute fonction f : Q) — Y est une
fonction mesurable.

1.3.2 On considere la fonction numérique, VP € P(Q),z, : P — R

2 (7) = 1 sizeP
P10 sizg P

appelée fonction caractéristique (ou indicatrice) de la partie P C (). C’est une
fonction mesurable ssi P est une partie mesurable de ().
1.3.3 Généralisation de la tribu de Borel - Application Borélienne

L’ensemble O des ouverts d’un espace topologique ) quelconque n’est pas tou-
jours une tribu. C’est ainsi qu’on consideére souvent la tribu B = O (engendrée
par O) qu’on appelle tribu de Borel. Les éléments de B sont appelés ensembles
de Borel ou Boréliens de ). Toute fonction (ou application) mesurable pour
la tribu B est appelée fonction (ou application) borélienne. En particulier une
Jfonction continue est borélienne.

Remarque 1.2.

On vérifie (comme pour B(R)) que les tribus de Borel de R?, R3 etc. .. peu-
vent étre engendrées par 1’ensemble des rectangles, parallelépipedes etc ... a cOtés
paralleles aux axes.
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Propriétés des fonctions mesurables

On donne ’énoncé (sans démonstration) des théorémes suivants :

Théoreme 1.1. (opérations)
i) Soient X, Y, Z trois espaces mesurables et soient f et g deux applications
mesurables de X dans'Y etdeY dans Z :

- xLysy

L’application composée g o f : X — Z est mesurable.
ii) Soient (0, T) un espace mesurable, u et v deux fonctions numériques mesu-
rables.

= I’application f : }éix

(:J)Ry(x)) } est mesurable

(ot R x R = R est muni de la topologie habituelle)

Théoreme 1.2. (Passage a la limite)

Soit { fn}n=1,2,... une suite de fonctions numériques mesurables définies sur l’es-
pace mesurable (2, T ), et convergente ponctuellement vers la fonction f ;
= la fonction f est aussi mesurable sur (2, T ).

Ce dernier résultat est trés utile a la théorie de Uintégration.

4 Mesures

On utilise la notation R pour la droite “achevée” [—oo, +00] et RT pour la demi-
droite “achevée” [0, +0c0).

Définition 1.3.
Soit (2, T ) un espace mesurable. On dit que la fonction :

p:T —RT

est une mesure positive (ou simplement mesure) si :
a) (non trivialité) VA € T u(A) n’est pas toujours égale a +oo
b) Soit I C N. Pour toute famille dénombrable {A;};c1 d’éléments de T deux a
deux disjoints,
(A,NA; =0 Vi#j)ona:

] (U A1> = Z w(Aq) (fonction dénombrablement additive)
i=1 i=1

Remarque 1.3.
a) Si () est un espace topologique et si 7 est la tribu de Borel 5, alors une mesure
sur BB est appelée mesure borélienne.
b) Si pu(2) est fini on dit que la mesure positive i est bornée.
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¢) Le triplet (Q, 7, i) est un espace mesuré.
d) Les séries intervenant dans 1’addiditivé dénombrable doivent étre
absolument convergentes.
e) On démontre facilement que les mesures satisfont les propriétés :
Proposition 1.1. Propriétés d’une mesure
Soit (X, F) un espace mesurable ; on définit sur F une mesure y. Les propriétés
suivantes sont vérifiées :

a)
n(@®) =0
b)
PAIUA UL Ay) = u(Ay)
i=1
(o A; ensemble mesurable Vi ett.q. A;(VA; =0 Vi#j
c)

Si ACB = u(A) < u(B)
d) SiAdi CAy, C...C A, (A; € FVi <& ensembles mesurables)

= lim p(Ap) =p (U An> (continuité par union croissante)
n=1
e) SiAi DA D ... DA et u(Ar) <
(A; € FVi < ensembles mesurables)

= lim p(Ap) =p (ﬂ An> (continuité par intersection décroissante)
n=1
Exemple 1.4. (Exemples de mesures)
4.1 Soit (2, 7) un espace mesurable et soit A € 7, a € Q.
L application &, : 7 — R™ définie par

1 siae A
5“(A)_{ 0 siag A

définit une mesure qu’on appelle mesure de Dirac de masse 1 concentrée au
point a.

4.2 Soit encore (£2,7) on appelle mesure dénombrante sur €2 ’application N :
7 — Rt
A — N(A) = nombre d’éléments de A
(N (A) définit bien une mesure).

4.3 Mesure de Borel sur R ou R (ou mesure de Lebesgue)
Dans R on définit 1a longueur ¢(I) d’un intervalle par

o, B)) =B —a, €] —o0,a]) =400, {([a,+0]) =400

et si A est une réunion finie d’intervalles disjoints, on définit la longueur ¢(A)
de A comme la somme des longueurs des intervalles composants A.

D’apres un théoreme fondamental (qu’on ne présente pas ici) on peut étendre ¢
a I’ensemble des boréliens de R et définir de maniere unique la longueur d’un
borélien de R.
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De la méme fagon, on définit I’aire d’un borélien de R2, volume d’un borélien
de R3etc. ..

On appelle la mesure Borélienne ainsi définie : mesure de Borel sur R, R?,

R3. .. (ou mesure de Lebesgue).

Ensembles de mesure nulle

Définition 1.4.

a) Soit (2,7, 1) un espace mesuré. On dit qu’une partie X de () est de mesure
nulle (par rapport a ) s’il existe un ensemble mesurable A contenant X et de
mesure p(A) = 0.

On vérifie qu’une réunion dénombrable d’ensembles de mesure nulle est un en-
semble de mesure nulle.

b) On dit qu’une propriété P associée a chaque point de
) est vraie presque partout si elle est vraie en chaque point du complémentaire
d’un ensemble de mesure nulle.

c) Si f et g sont deux fonctions définies sur §2 on dit que :

f = g presque partout
si 'ensemble N d’éléments x t.q. f(x) # g(x) est de mesure nulle.

2 Intégrale de Lebesgue

1 Intégration d’apres Lebesgue

L’intégrale de Riemann qu’on a déja tous vue et appliquée dans les problemes de
Physique et Mathématiques, peut étre aussi utilisée dans des cadres de Maths. appli-
quées plus exigeants comme c’est le cas de la théorie des Probabilités.

Mais, malheureusement, trés souvent on se heurte a des difficultés techniques in-
surmontables du type par exemple :

Convergence de certaines intégrales ayant comme bornes des points “mal définis
pour Uintégrand (ex : —oo,4+00) ou encore ’intégrale méme au sens de Riemann
est mal définie ou elle ne peut pas étre définie.

C’est justement le role bénéfique de la théorie de la mesure et de I’intégrale de Le-
besgue : d’une part, elle ne fait que des hypotheses "inoffensives" sur les intégrands et
les domaines de I’intégration, d’autre part, elle constitue le cadre mathématique adé-
quat de la théorie des Probabilités que vous allez étudier et appliquer prochainement.

Cette section vient a la suite de celle appelé "Introduction introductive de la théorie
de la mesure”, et qui avait comme but de vous familiariser avec les mots comme :
"tribu", "mesure", "fonction mesurable".

Maintenant ce sont les termes “Intégrale de Lebesgue”, “fonction intégrable”, “In-
tégrale et transformée de Fourier”, “Convolution” qui seront présentés ainsi que cer-
tains résultats fondamentaux qui seront plus tard un outil indispensable a vos applica-
tions.

La premiere partie est un exposé (sans prétention de grande précision et sans trop de
démonstrations !) de I’Intégrale de Lebesgue et de quelques propriétés fondamentales
associées, comme les théoremes de Lebesgue et de Fubini.

Dans la deuxieme partie et comme premiere application du cadre général de I’inté-
grale de Lebesgue, on introduit la transformée de Fourier.

»
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C’est “I’extension continue” de la série Fourier classique qu’on a abordée en pre-
mier cycle et qu’on aurait pu utiliser dans nos études précédentes concernant les appli-
cations de 1’orthogonalité et des bases orthonormales dans les espaces préhilbertiens.
On introduit aussi les diverses représentations équivalentes en intégrales de Fourier,
I’identité de Parseval (dans ce nouveau cadre) ainsi que la notion de convolution et sa
principale propriété.

Dans ce paragraphe on va considérer que des ensembles mesurables et des fonctions
mesurables. L’espace mesuré €2 sera R™ avec la mesure de Lebesgue correspondante.

Définition 1.5. (I’integrale de Lebesgue)
Soit f : R™ — R une fonction numérique mesurable non négative, on définit
Iintégrale de Lebesgue de f notée :

“+o0 +oo
f(x)dxou/ / flxy, ... xy)dey ... dxy,
R™ —00 —o0

par:

S j j+1
/n flz)dx = kEToo 2 o Va ({lek < f(z) < o })
ou V,,(A) est le n-volume d’un ensemble A C R™.

Pourn =1 etk = 3, on donne les figures suivantes{ﬂ et(pour une meilleure
concrétisation de cette définition).

IRéférence : P. Brémaud : "Introduction au Probabilité - Modélisation des phénomenes aléatoires"
(Springer - Verlag)
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FIG. 1.1 — Pour k = 3 en hachuré : Z Zj—kVn ({ﬂi < flx) < 1t 1})
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Remarque 1.4.
a) Comme pour I’intégrale de Riemann, on approxime I’intégrale de Lebesgue par
en-dessous par des sommes inférieures, mais il y a une différence fondamentale :
Pour I’intégrale de Riemann on découpait I’axe des x alors que pour I’intégrale
de Lebesgue, on découpe I’axe des y.
Quand la fonction est continue et 'intégrale de Riemann a un sens, alors les

deux intégrales s’identifient.
b) L’intégrale de Lebesgue satisfait aussi a toutes les proriétés de linéarité et de
monotonie (comme celle de Riemann).

Définition 1.6.
On dit qu’une fonction f : R™ — R est intégrable au sens de Lebesgue ssi :

| 1r@lds <o

On appelle L' Uespace de fonctions intégrables au sens de Lebesgue.



8 EISTI-1"¢ année-Support du Cours Maths. par M.Manolessou

j+1
m

FI1G. 1.2 — Méme si f(x) est continue par morceaux, I’intégrale de Lebesgue peut étre définie
(définition pas réalisable pour I’intégrale de Riemann).

Plus généralement pour 1 < p < oo, on appelle LP Pespace de fonctions p inté-
grables au sens de Lebesgue :

ie. telles que : / |f|Pdr < oo
R’n

1/p
1= ([ 1reac)

LP est un espace de Banach (V1 < p < c0)
(v. cours de Topologie Ch. 5).

avec la norme associée :

2 Th. Fubini - Lebesgue - Conv.monotone et dominée

Présentons, pour finir ce paragraphe, deux (parmi le nombre important) des théo-
remes fondamentaux concernant 1’intégrale de Lebesgue.
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Le premier est le théoréme de Fubini, trés connu pour la richesse de ses applica-
tions. Il énonce que, si n = £ 4+ m ou £ et m sont deux entiers strictement positifs et
si f est une fonction intégrable de R™ — R, alors on peut d’abord intégrer sur les /-
premiéres coordonnées x1, ...,z en bloquant les m = n — ¢ derniéres pour obtenir
une fonction mesurable g : R"~¢ — R, dont I’intégrale est égale i I'intégrale de f ;
autrement dit :

Théoréme 1.3. (Fubini)
Si lintegrale

9(@og1, .o ymn) = [ 2 f(T1, o X Ty, - -y T )d T, -, dXg
existe (au sens de Lebesgue)

= fj;ofj;fg(mé+17 sty xn)d'rf+1 = fjooooszf(x17 RS l’n)d‘fl, RS de’n

—_———
m=n-—4¥

Les théorémes suivants qu’on présente, (également sans démonstration), connus
sous le nom, I'un du “Théoreme de Lebesgue” ou de la “Convergence monotone” ,
et I’autre du“Théoréme de Lebesgue ou de la “Convergence dominée”, assurent la
possibilité de I’interversion de la limite avec le signe d’intégration.

Ils sont tres utiles en théorie des probabilités et en particulier a la définition des
fonctions de répartition en termes des densités de probabilités.

Théoreme 1.4. (Lebesgue - Convergence Monotone)
Soit {fn}nzl,g une suite de fonctions mesurables a valeurs dans R telle que pour
tout élément x € R™ on ait

0< fi(2) < falz) < ...

= la fonction f définie par f(x) = liIJIrl fn(x) est mesurable et on a :

lim /fndmz/fda:
n—-4o0o E E

pour tout ensemble mesurable E C R™.

Théoreme 1.5. (Lebesgue - Convergence Dominée)
Soit { fn }n=1,2 une suite de fonctions mesurables sur R™ et convergeant ponctuel-
lement vers une fonction f et majorées par une fonction g intégrable :

|frl < gpourn=1,2,...

= la fonction f est intégrable et pour tout ensemble mesurable E C R" ona :

/fda:: lim /fndac
E n—too Jp



10

EISTI-1"¢ année-Support du Cours Maths. par M.Manolessou



Chapitre 2

Transformée de Fourier

1 Motivation - Série de Fourier classique

Considérons I’espace Euclidien L2, muni du produit scalaire :

b
<f.g >=/ f(x)g(x)dx

qu’on aurait pu déja rencontré (chap. de I’orthogonalité dans les espaces préhilbertiens)
comme exemple particulierement utile a cause du choix tres riche de ses bases ortho-
normales. En particulier, on peut démontrer (faites le en exercice) que la famille des
fonctions :

1 1 T 1 . 7w
{¢>0— 752L’¢1 = —— 0S8 —; ¢hg = ﬁblnfv"'aQﬁQn—l =

SR
21’L \/Z L 3yt

nmx
COS ——

1
VL L

est une base orthonormale pour L?.

o)
En plus, démontre facilement que si la série > C,, ¢, (x) (Série Fourier) converge

n=1
uniformément vers f(x) :
f@) =" Crgn(x) @.1.1)
n=1
(ot f(x) € L2 etc ...2L périodique(|')) alors les coefficients Fourier C,, (v. cours 2
venir) sont donnés en termes du dans L? par :
L
Cn :/ f(@)pn(z)d (2.1.2)
-L

Légalité représente précisément le développement en série de Fourier clas-
sique ol le systeme {¢,, } est justement I’ensemble de fonctions 2L périodiques cosinus
et sinus.

lune fonction ¢(x) est dite 2L périodique ssi ¢(x) = ¢(x + 2L)

11



12 EISTI-1"¢ année-Support du Cours Maths. par M.Manolessou

2 Transformée de Fourier

1 Question

La question qu’on peut se poser immédiatement est alors :

que se passe-t-il quand L — +oo ? C’est de cette facon justement qu’on arrive a
la définition de I’intégrale de Fourier et de la transformée de Fourier.

On se place, dans tout ce qui suit, dans 1’espace L? (v. section précédente du cours)
ol toutes les intégrales sont finies au sens de Lebesgue.

On présente sans démonstration le résultat suivant :

2 Intégrale de Fourier

Théoreme 2.1. Supposons que f, f' € L? alors les deux représentations intégrales i)
et ii) pour f(x) sont valables et sont équivalentes

i)
flx) = /OO{A(a) cos ax + B(a) sin az}da (2.2.3)
0
avec
1 e
Ale) = = [ f(z)cosax dx
il (2.2.4)
B(a) = - [ f(z)sinax dz
ii)
1 [T .
flx) = %/ F(a)e'*"da (2.2.5)
avec
+o0 )
F(a) = / flu)e ™ du (2.2.6)

3 la Transformée de Fourier

Définition 2.1.
i) Lafonction F(«) de laformule est appelée la “transformée de
Fourier de [ et quelquefois on écrit :

F(a) = F{f(x)}

La fonction f(x) est appelée la "transformée de Fourier inverse de F'(«)" et on
écrit :

fw)=FH{F(a)}

ii) Notons que les constantes I et i devant les signes d’intégration du th.
pourraient étre remplacées par n’importe quel autre couple de constantes ayant

comme produit 5 ; c’est une question de choix qu’on fait.
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iii) Etant donné que f € L? le théoréme de Fourier est aussi valable pour les fonc-
tions continues par morceaux. Si x est un point de discontinuité, on remplace
alors f(x) par la demi-somme des limites a droite et a gauche :

flzt+) + fz—)
2

iv) On définit la transformée de Fourier en sinus pour tout f € L? :
avec !

+oo
Fi(a) = / f(z)sinax dz (2.2.7)
0

2 [T
f(z) = f/ Fi(a)sinaz do (2.2.8)
0

7r
alors f(x) est dite transformée de Fourier inverse en sinus de Fg().
Si f(x) est une fonction impaire on a identification de la transformée de Fourier
de f et de sa transformée en sinus.
De méme, on définit la transformée de Fourier en cosinus F.(«) pour tout f €
L2 .
: .
F.(a) = / f(x) cos ax dx (2.2.9)
0
avec :

+o00
f(z) = 7/ F.(«) cos ax da (2.2.10)
0

Alors f(x) est dite la transformée de Fourier inverse en cosinus de F.().
Si f(x) est une fonction paire on a identification de la transformée de Fourier
de f et de sa transformée en cosinus.

1,5+
X 10+
=

0,5+

0,0 N ——t——t———

FIG. 2.1 — graphique de f pour a = 2
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f(x)

FIG. 2.2 — graphique de F{ f(z)}(a) pour a = 2 et pour a = 1

Exemple 2.1 (Exemple important de la transformée de Fourier). Soit la fonction f(z) =
1 |z|<a
0 |z|>a
On cherche la transformée de Fourier de f(x) . On donne les représentations gra-

phiques de f(z) pour a = 2 et F{f(z)} poura = 2 (eta = 1). (vfig[2.]]

+o0 ) a ) —iau
OnaF{f}=F(a)= [ flu)e "du= [ e ""du= c
—00 —a -
= Fla)=2— % oM 4 2.2.11)
i o
Pour o« = 0, on obtient :
F(0)=2a (2.2.12)

4 Identité de Parseval pour les intégrales de Fourier

Dans un de vos cours (passés) vous avez (peut- étre) déja vu I’identité de Parseval
pour les coefficients de Fourier C,, par rapport a une base orthonormale dans un espace
de Hilbert. (Préhilbertien complet v. cours précédent de Topologie ).

Rappel :
> Ci=l=)?

kel

Vous avez alors pu remarqué le role symétrique des fonctions dans I’espace Lo, et de
leurs coefficients de Fourier associés, dans I’espace dual L3 des fonctionnelles linéaires
définies par C,, =< f, v, > Vv, € V (base orthonormale).

D’une maniére analogue, I’espace L2~ des transformées de Fourier F'(«) est carac-
térisé par des propriétés "symétriques” ou de dualité qui vont étre mises en évidence
par les résultats suivants :
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Définition 2.2. On introduit dans L* le produit scalaire :

“+ o0
(o fo) = / o) () da (2.2.13)

— 00

(Intégration définie au sens de Lebesgue)

On peut vérifier le théoréme suivant :

Théoreme 2.2 (Identité de Parseval). Soit F(«) et G(«) les transformées de Fourier
de f,g € L?

+oo 1 +oo _
= (f,9) = / f(z)g(x)dx F(a)G(a)da = (F,G)  (2.2.14)

—o0 2m —o0

(G(a) compl. conjuguée de G () - cas général. Dans le cas le plus intéressant de
R G(a) =G(a))
Dans le cas spécial on f(z) = g(x) =

o0 1 o0
192 = [ f@Pae= 5 [ IF@Pda=FP @215

— 00 — 00

5 Convolution

Voici finalement la loi de composition interne dans L? appelée Convolution.

Définition 2.3.
Soient f,g € L?; on appelle convolution de f et g notée f * g la fonction :
+oo
(fxg)(x) = / fw)g(z —u)du (2.2.16)

Théoréme 2.3 (Propriétés de la convolution). Soient f, g, h € L? alors :
fxg=gx*f (commutativité)
fr(g*xh)=(f*g)xh (associativité)
fx(g+h)=(f*g)+(f=*h) (distributivité)

Mais, la propriété essentielle de la convolution est que : la transformée de Fou-

rier de la convolution de deux fonctions est le produit des transformées de Fourier
respectives, donnée par le

Théoréme 2.4 (de la Transformée de Fourier de la convolution). Soient F{f}, et F{g}
les transformées de Fourier respectives de f,g € L? alors :

F{f =g} =F{f}F{g} (2.2.17)
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6 Transf. de Fourier a n > 2 dimensions

Finissons ce chapitre par la généralisation de la notion de la transformée de Fourier
a plusieurs dimensions, notion tres utile pour la physique.

Définition 2.4.
Soit : f € Lo définie sur I’espace R™ muni du produit scalaire Euclidien ordinaire
et soient ¢, k € R"™, alors on définit la transformée de Fourier de f par :

_ 1 oo oo —ikx
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