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Chapitre 5

Introduction
aux fonctions analytiques
I
Conditions de Cauchy-Riemann
Théoreme- Intégrale de Cauchy

1 Analyticité

1 Introduction

Dans ce chapitre, on introduit les principales propriétés et applications des fonc-
tions d’une variable complexe et en particulier des fonctions analytiques. Ce sujet est
d’une importance fondamentale non seulement pour son rdle primordial en analyse ma-
thématique pure, mais aussi (et surtout) pour le nombre important d’outils essentiels
qu’il fournit en physique et toutes les sciences techniques. Voici quelques domaines
d’applications intéressantes des fonctions analytiques pour les sciences de 1’ingénieur.

i. L’équation de Laplace :

2 2

v? E%(x,y)—l—%(x,y)zo (5.1.1)
Ici ¢ peut représenter le potentiel électrostatique et la fonction “conjuguée” u qui
fournit les courbes orthogonales u=const. a celles de v = const., peut représenter
le champ électrique E (cf. les fonctions harmoniques). On retrouve une situation
analogue d’un potentiel et d’un champ en hydrodynamique d’un fluide idéal en
mouvement irrotationnel.

ii. La solution d’une équation différentielle (d’ordre deux) est souvent représentée
sous forme d’une série entiere convergente. Il s’agit d’une fonction analytique

qui peut étre prolongée analytiquement dans tout son “domaine d’analyticité” et
donc, fournir une solution du probléme dans toute cette région.

iii. A I’aide des intégrales dans C on a la possibilité de :

1
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a. Evaluer des intégrales définies,

b. Inverser des séries entieres,

c. Définir des produits infinis,

d. Obtenir asymptotiquement des solutions des équations différentielles,

e. Etudier la stabilité des systémes en oscillations (signaux-systemes).

2 Analyticité

Définition 5.1.
Soitz=x+1iye€ Cavecx € R,y € R
On définit la dérivée d’une fonction d’une variable complexe f : z — f(z) par :

LA feA) - ()
T dz T Az=0 Az

f(2) (5.1.2)

Cette limite peut étre obtenue par une infinité de directions. Le résultat dépend en
général du chemin qu’on a suivi indépendamment pour Ax — 0 et Ay — 0.

Définition 5.2.
On dit qu’une fonction f : z — f(z) est différentiable ou dérivable en un point

zo € C, si la limite
lim f(z0 +Az) — f(20)
Az—0 Az

= f/(z0) (5.1.3)

existe et ne dépend pas du chemin suivi pour s’approcher du point zg.

Exemple 5.1.
Soit f(z) = = + 2iy.
Calculons la dérivée de f en z = 0.
Par définition :

df . f(z) = f(0) . T+ 2iy . % + 2y +izy

—|=0 = lim ———~ = lim — = lim ——

dz 2—0 z r—0 Tty 7 —0 T4 +y
y—0 y—0

d
Si on garde x constantet y — 0 = d—f|z:0 =1 alors que,
z

d
si on garde y constantet z — 0 = d—£|zzo =2
Si encore on fait tendre { v : 8 sur une ligne y = ax
d 1+2a%+i
dl l2=0 = % donc la valeur de la limite dépend de o = argz
z «a

Conclusion : f(z)|n’est pas différentiable|en zp = 0
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y=1Imz

0 r = Rez

F1G. 5.1 — Q Domaine d’holomorphie.

Remarque 5.1.
Toutes les regles de dérivation connues pour z € R, peuvent étre établies facile-
ment, pour les dérivées de toute fonctionde z € C :

d%(fig): % %
£00 - Lo
4y [ 2y g
%(f(g(z))) _ %%

Définition 5.3.

On considére un domaine dans C (c’est a dire un ouvert Q) # () du plan complexe
C tel que il n’est pas l'union de deux ouverts Q@ = Q1 U Qg disjoints Q1 N Qz = ()

2

On dira que f : ?:}52) est analytique ou holomorphe dans Q2 siV zg € 2 la
dérivée f'(zo) existe (au sens de la définition .

On note par H(Q) la classe de toutes les fonctions holomorphes (ou analytiques)
dans Q, qui est appelé domaine d’holomorphie ou d’analyticité) de la fonction f.

Remarque 5.2.

a. Pourn =1,2,...f(z) = 2" est une fonction holomorphe dans tout le plan C.
1

b. f(z) = — est holomorphe dans C \ {0}.
z

c. Sifi, fo € H(Q) et fo différente de zéro dans (2 alors ? € H(Q).

2
d. la fonction f(z) = z* n’est pas analytique ; (Pourquoi ?)
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3 Criteres d’analyticité-Conditions de Cauchy-Riemann
Voici le premier théoreme qui établit un critere d’analyticité d’une fonction.

Théoreme 5.1 (Conditions de Cauchy-Riemann).

Soit f une fonction définie sur un domaine Q) C C et soient u(z,y) et v(x,y)
les parties réelles et imaginaires de f : f(z) = u(x,y) + iv(z,y) qui possédent des
dérivées partielles premiéres par rapport a x et y continues (Vz € ).

=

f est analytique dans Q) C C ssi les conditions suivantes, dites “conditions de Cauchy-
Riemann”, sont vérifiées :

ou(z,y) _ ov(z,y)

Ox dy
(5.1.4)
Ou(z,y) _ Ov(z,y)
oy ox
Preuve
a. Nécessaire D’apres la définition[5.2]on écrit :
dz a0 Az + iAy

(5.1.5)

af . - .
D’apres I’hypothese d—f existe, donc les limites ont un sens * (et il n’y a aucune
z

dépendance de I’ordre). On pose Ay = 0 et on prend la limite Az — 0 De

> o _outey) | )
~ Ou(z,y) | Ov(x,y
== on +1 o (5.1.6)
Ensuite on prend Ay — 0 en posant Az = 0. De[5.1.3]
df __ou(e,y) | 9uley) 51

dz y y

* Bien s(ir, on a considéré un cas particulier, mais le méme résultat serait valable
si a la place des droites x = const. ou y = const. on avait pris n’importe quelle
courbe sur C pour faire varier x et y.

En imposant 1’égalité des parties réelles et imaginaires des seconds membres de
[5.1.6|et[5.1.7 on obtient les conditions de Cauchy-Riemann.

b. Suffisant On montre que si les conditions de Cauchy-Riemann (5.1.4)) sont vérifiées
et les dérivées partielles sont continues, la dérivée e existe.

z
On considere une petite variation finiede z € C: dz = dx + idy alors :

ou . Ov ou . Ov
of (% —H%)éx—k (87/ —Ha—y)éy
ou
ou ov ou . Ov .0 Ov Ou  Ov
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Tenant compte des conditions Cauchy-Riemann (5.1.4) et en combinant le 1¢"
terme (resp.le 2°) de la derniere equation avec le 3¢ (resp.avec le 4™°) on

obtient : 5 5
w v
0f =(=—+i=—)d 1.
= (g, +ig )0z (5.1.9)
En divisant par 6z > 0 et en prenant la limite :
df Ou Ov
E_%+Z% (5.1.10)

d
Le résultat [5.1.10| montre que la dérivée d—f est indépendante de la direction
z

de ’approche a la limite puisque les dérivées partielles sont continues.
C.Q.FD.

Remarque 5.3.

a. Les conditions Cauchy-Riemann assurent ’orthogonalité des surfaces

xr = const
Yy = const

et si on prend les dérivées secondes on montre que :
Au=0
Av=0
C’est a dire les fonctions u et v vérifient I’équation de Laplace.
b. On appelle en général harmoniques les fonctions :

RN - R

h:
(331, o, ...,J?N) — h(ml, ...,JZN)

de N variables qui vérifient I’équation de Laplace dans RY :

N 52,

da?

j=1 "7

=0 (5.1.11)

Donc, les parties réelles et imaginaires d’une fonction analytique sont des fonc-
tions harmoniques dans R?.

c. Attention

Une paire de fonctions harmoniques u(x,y), v(z,y) ne définissent toujours
pas une fonction analytique.

cf exemple[5.1] f(2) =z + 2iy  u(z,y) =z v(z,y) =2y

0%u i 0%u _ 0%v n 0% —0
ox2  oy? ox2  Oy?
mais f n’est pas différentiable en zy = 0 donc pas analytique.

d. L’analyticité d’une fonction en un point 2y € C implique régularité de la fonction
en tout voisinage de 2 et existence des dérivées de tout ordre alors que la diffé-
rentiabilité de la fonction d’une variable réelle en x( est une propriété purement
locale.
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FIG. 5.2 — Définition de I’intégrale sur la courbe C

2 Théoreme de Cauchy

On peut définir I’intégrale d’une fonction f par rapport a une variable complexe
z € C sur un contour C, par analogie a I’intégrale de Riemann . On divise la courbe C
en n intervalles en prenant n — 1 points intermédiaires.

On considére la somme :

Sn=>_FG)Z; — Zj-1) (5.2.12)

J=1

avec (; un point sur C entre Z; et Z;_1.
Quandn — oo etVy, |Z; — Z;_1| — 0.

Si la limite lirf Sy, existe, on définit alors 1’intégrale sur le contour C de f; par :
n—-+oo

le=[ J@dz= Tn > FC)(Z — Zj-) (5.2.13)
0 =

On présente maintenant le théoreme fondamental dit de Cauchy :

Théoreme 5.2 (Théoréme de Cauchy).
Soit f(z) € H(QY) et soit C un contour fermé dans le domaine , alors :

]gf(z)dz =0

Preuve
Soit f(z) € H(Q) etC C Qavec f(z) = u(z,y) + iv(z,y)
On écrit :

]{ f(z)dz = %(u + i) (dx + idy) = %(udm — vdy) —&—ij{(vdx + udy) (5.2.14)
c c c c

Par le théoreme de Stokes et en posant V = (V, = u; Vy=—v;0)ona:
/(ﬁ AV).dS = f V.dl = j{(udx — vdy) (5.2.15)
s c c

(o1 S la surface limitée par C) ou

/5 (%‘;y — a@‘;) = fé(udm — vdy) (5.2.16)
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Q
F1G. 5.3 — Contour fermé C dans le domaine ).
ou 5 5
v u
— — + — | dxdy = % udzr — vdy (5.2.17)
[ (&%) A :
mais comme la fonction f(z) est analytique sur S les conditions de Cauchy-Riemann
sont vérifiées : v _ —@, donc finalement (5.2.17)) donne :
x oy
j{(udx —wvdy) =0 (5.2.18)
c
D’une maniére analogue en définissant : V' = (V! = v; V,, = u) on a par le théoreme
de Stokes oV )
av, )
—4 2 ) dedy = j{ vdx + udy (5.2.19)
(&% A )
ou 5 5
u v
— — — | dady = f vdx + udy (5.2.20)
[(5-%) ! )
et par les conditions de Cauchy-Riemann
ou Ov
Ty d dy) = 0 5.2.21
o~ oy i i (vdz + udy) ( )

Donc la partie rélle et imaginaire de I'intégrale de[5.2.14] étant zéro on obtient :

= fé f(z)dz=0

C.QED.
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3 Formule de I’intégrale de Cauchy

Le troisieme résultat fondamental, et trés important par ses applications, est le théo-
reme de I'intégrale de Cauchy :

Théoreme 5.3.
Soit f € H(Q) et soit C un contour fermé dans le domaine ); soit zy un point
quelconque intérieur a C,
=

la valeur a zg de f est donnée par 'intégrale :

1 f(z)dz
f(z0) = %i p— (5.3.22)
Q
ZO L2
Ly
Q

C

FIG. 5.4 — Pour la preuve : le contour C=CUL UCyU Ly

Preuve
En choisissant le contour fermé : C = C U Ly U Cy U Lo, on peut appliquer le
f(2)

2

théoréme de Cauchy 1.2 pour la fonction : g(z) =
- —

qui est analytique dans toute

la région bornée par C (car z n’y appartient pas).

Donc, on écrit :
7{ g9(z)dz=0
¢

(2) dz + (2) dz=0
cZ—ZO COZ—ZO

ou

car les contributions sur les segments Ly, Lo s’annulent mutuellement ayant des sens
opposés.
Pour I’intégrale sur le petit cercle Cy, on pose :

z— 20 =re' = dz =re%ido ; (0 <0< 2m)
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On obtient alors :

on f(z0 +re?)ret?dd

b ) 4. I

Z— 20

rei
= —2mi nn% f(zo +re?) = —2mif(20)

(Le signe - est obtenu en supposant positive 1’orientation donnée sur la figure pour C)
donc

(%) s omif(z0) = 0
c R — 20

C.Q.FD.

Remarque 5.4.

La premiere application de la formule intégrale de Cauchy est la détermination
de la dérivée de toute ordre d’une fonction analytique f(z). Autrement dit 1’analycité
de f implique non seulement I’existence et ’analycité de f’ mais automatiquement
I’existence et I’analycité de toute f (") On montre (sans difficulté) le résultat suivant :

Proposition 5.1.
Soit f € et soit C un contour fermé dans le domaine ,
= la valeur en z de tout ordre dérivée de f est donnée par ’intégrale

f(”)(zo) — L‘ 7% Ldz

2mi Jo (2 — z9)t!

L application la plus importante de la formule intégrale de Cauchy est donnée par
le théoreme de Moréira (qu’on présente sans démonstration) et qui constitue la réci-
proque du théoréeme de Cauchy.

Théoreme 5.4.

Soit f continue sur un domaine ) (ou Q) simplement connexe) et pour tout contour
fermé C dans Q) supposons que :

ji f(z)dz=0

= [ est analytique dans §).
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Chapitre 6

Introduction
aux fonctions analytiques
II.

1 Séries de Taylor et séries de Laurent

1 Séries entieres

n
On a vu précédemment qu’un polyndme f(z) = > ap(z — 20)* (n < 00) est
k=0
une fonction analytique Vz € C. On peut étendre ce résultat au cas d’une série entiere

qui est une forme générale d’une série de Taylor par le théoréme suivant :

Théoréeme 6.1.

i) Soit f une fonction analytique a Uintérieur et sur le bord T d’un disque (zo,T)
centré a zy et de rayon r (= f € H(Q) ot Q = D(zp,7)).
= La valeur f(z) de la fonction a tout point z intérieur a T'(|z — 29| < r) est
donnée par la série entiere uniformément convergente :

F(2) =" an(z— 2)" 6.1.1)
n=0

qui est aussi une série de Taylor avec coefficients :

1 f(Z) ,
=0 Fmdz (6.1.2)

1 dnf

n! dzn

Qn

Z=Zz0
Le rayon R* de convergence de la série entiere est inférieur a la distance de z,
de la singularité la plus proche de f.

ii) Réciproquement
Soit f une fonction qui admet un développement en série entiére convergente
Vz € D(zo, R)
= f € H(Q)(= f est analytique en tout point du disque ouvertD(zo, R)).

11
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r

FIG. 6.1 — Le disque D, domaine d’analyticité, de centre z.

*Rappel :
Définition du rayon R de convergence d’une série entiére » _ a,, 2" :

1
—_ = 1. 3 3 n
R 1M sup /a

n—oo

Remarque 6.1.

d
On appelle singularité tout point z, € C tel que la dérivée d—f n’existe pas.
z

zZ=zg
Preuve

i) Comme f est analytique a 'intérieur de D(zp,7), on aura d’apres la formule inté-

grale de Cauchy :
[ ICOw
=— ¢ —=d 6.1.3
) 2mi Jp 2 — 2 ¢ ( )
On effectue un développement en série du dénominateur :
r 1 B 1 1
-z 2 —z—(2—2) -2 |, _ 2%
=== P (6.1.4)
1 e} 2 — 2 n
B z’zonz%(z’zo)
et comme
SN (6.1.5)
Z— 20

(car 2z’ € T et z appartient a I’intérieur de T") on a la convergence de la série
(6.1.4). Mais toute série entiére convergente pour |z — zo| < R, converge aussi
uniformément pour |z — 29| < R.

Dong, la série géométrique (6.1.4) est uniformément convergente pourvu que

(6.1.5) soit vérifiée.
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Substitution de (6.1.4) dans I'intégrand de (6.1.3)) donne ensuite :

f(z)= ! Z(z - zo)”jg(z/]:(j))nﬂdz’ (6.1.6)

™ ne0

ol la convergence uniforme de la série a permis 1’intégration terme a terme.

La démonstration sera compléte si on ajoute la conclusion sur le rayon de conver-
gence : R sera fourni par le région de validité de (6.1.3) (Théoréme de I’intégra-
tion de Cauchy), formule valable seulement quand f(z) est analytique a 1’inté-
rieur du contour I'.

i) Soit
F(2) =" an(z— 2)" 6.1.7)
n=0

ou la série est convergente pour |z — zg| < R. Ceci implique qu’on peut trouver
une constante A > 0 telle que la distance |z — zo| = r vérifie : |a,|[r™" < A Vn.
Donc la somme des termes avec M < n < N vérifie :

N N N Iz — 2|
— %0
g an(z —29)"| < g lan]|z — 20| < A g -
n=M n=M n=M

(somme d’un nombre fini de termes d’une série géométrique).

) Iz — 2\ VM
<|z—zo|>M a r
—A (6.1.8)

Pour |z — zp| < r la quantité du membre de droite de décroit :

et
. 2= 20\ (12— 20l
hm 1-— _— _— =0
NoZ r r

indépendamment de z, donc la convergence de est uniforme donc on
peut intégrer terme & terme, et on obtient :

j{Cf(z)dz = ni_o:oan jéc(z —2zp)"dz =0 (6.1.9)

Ici, C' est un contour fermé a 'intérieur de D(zq, 7).
Conséquence : Par application du théoréme de Moréra, f(z) est analytique pour

|z — zo| < 1.
Comme r peut étre arbitrairement proche de R

= f(2) € H(D(20, R)) C.Q.ED.
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2 Séries de Laurent

Si le domaine d’analyticité 2 d’une fonction f € H () est tel qu’il ne contient
pas un disque D(zg, R) donné, il est bien siir impossible de définir un développement
de Taylor correspondant. Il n’est pas pour autant impossible d’effectuer un autre déve-
loppement en série de la fonction a tout voisinage des points d’une couronne S C 2
qui sera comprise entre deux cercles de méme centre zy € C. Il s’agit du développe-
ment en série de Laurent, qui est analogue a une série de Taylor mais qui comporte non
seulement des puissances n (entieres) positives, mais aussi négatives, et qu’on présente
sous la forme du théoréme suivant :

Théoréme 6.2 (Série de Laurent).

Soit f € H(Q); soit S une couronne qui appartient a ), et qui est délimitée par
deux cercles I'y et 'y (de centre zy) qui appartiennent aussi au domaine d’analyticité
Qde f,

oo

=Vz€S, f(z)= > du(z—2)" (6.1.10)

n—=—oo

FIG. 6.2 — domaine €2 hachuré , couronne S.

avec

=l %Lz/)dz' (6.1.11)
C

T om (z/ — 7o)+l

La série est uniformément convergente et donne la valeur de la fonction f en
tout point z de la couronne S, comme développement autour d’un point zy & €.
Le contour fermé appartient entierement a S et encercle le point z.

Preuve
On considere le contour fermé C' de la figure ci-dessus ou «y est un petit "cercle
coupé" qui entoure z € S. Comme z est un point extérieur au domaine €2 délimité par
/
(z')

!

C, la fonction avec 2’ € (), sera analytique dans Q, donc d’apres le théoreme

de Cauchy :
f(&)

o —z

dz =0 (6.1.12)

Les petits segments de droite, qui font partie du contour C, peuvent étre choisis ar-
bitrairement proches, et comme ils ont des directions opposées, leur contribution est
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nulle. On peut donc écrire (6.1.12) sous la forme suivante :

1G) gsy f TE) 4o f G
zZ—z r, 2 —2 r, 2 —Z2

dz” (6.1.13)
~

(ou les signes devant les intégrales déterminent les orientations fixées sur la figure
précédente, et ou tous les contours sont fermés).
Pour I’intégrale sur le petit cercle v la formule intégrale de Cauchy donne (f ana-
Iytique en 2)
Mdi =27i f(2) (6.1.14)

WZ_Z

Pour I’intégrale sur I's, on peut obtenir un développement en série de Taylor comme

dans (6.1.3), soit :

I = L Jj,(z”)

dz” (6.1.15)

2mi Jp, 27 — 2

1 1 1 1 =/z—z\"
= = 6.1.16
2 277_Z01_Z—Z0 Z”—ZOZ<Z”—ZO> ( )

2 20

Mais par la configuration géométrique de la figure précédente, on a :

SN | 6.1.17)
zZ =20
et par le méme argument que dans (6.1.7) la convergence de la série de (6.T.16) est uniforme :
donc, on peut intégrer dans (6.1.15) terme a terme et avoir :
1 el f(Z”)
I =— z—2z9)" ——dz’ 6.1.18
2 2i T;)( 0) f}é (Z” . ZO)7L+1 ( )
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Cette derniere relation est un développement du type Taylor de I, autour de zj :

e}

=) (2—2)"an (6.1.19)
n=0
avec ) ;
an = 5 4 (Z,,f(;;mdz” (6.1.20)
Pour I’intégrale sur I';, on a d’une maniere analogue :
SR O (GO W 6.1.21)

2mi Jp, 2 — 2

En écrivant :

1 1 -1 1 1 /7 —z\"
— = —— — =— —— = — Z -
Z—z (Z—z)—(2—20) z—2 -2 z—a2im 22

1 0
zZ— 20
(6.1.22)
et comme la configuration géométrique de la figure
précédente donne :

2 — 2
<1 (6.1.23)

zZ— 20

I’argument analogue a celui de (6.1.3) assure la convergence uniforme de la série
(6.1.26), ce qui permet d’intégrer terme & terme dans (6.1.21) sur I'; et avoir :
-1 — 1 ! m ! ’
1

T 2w z—z
m=0 ( 0

Transformons : m — —n — 1(ou —n = m = 1) on obtient :

0

. n f(Z) /
I = 5] 2 (z — 20) ?{H (= 2t dz (6.1.25)
ou
0
Li=— > (z—2)"bn (6.1.26)
avec 1 ,
by, = _JE) (6.1.27)

= 277” T, (Z/ _ Zo)n+1

Les conditions de convergence uniforme (6.1.17)(6.1.23) des séries (6.1.19) et (6.1.26)

respectivement, assurent le domaine de validité du développement en série de f dans
la couronne S définie par :
R < |Z - Zo| < Ry (6.1.28)

ou R; et Rs représentent les rayons des cercles I'; et I's respectivement. Finalement,

en rassemblant les résultats (6.1.14) (6.1.19) et (6.1.26)) (resp.(6.1.20) et (6.1.27)) dans
la formule (6.T.13) on a:
1 G f(#)

fz) = — dz’ — — dz’

2mi Jp, 27 — 2 2mi Jp, 2 — 2

“+o00
Z dn(z —20)"

n—=—oo

(6.1.29)
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a, sin>0
dy = {bn Gin < O} C.Q.ED.
Exemple 6.1. Soit la fonction f(z) = [2(z — 1)] 7. Apparemment la fonction f n’est
pas analytique en 2y = 0 et z; = 1. Donc on peut considérer la“couronne” S’ définie
par :
S:0<|z—2|<1 (Ri=e¢,Ry=1—¢ avece >0)

Par les formules ci-dessus, (6.1.20), (6.1.27) et (6.1.29) on aura :
D Z dn(z — 20)" Z dp2" (6.1.30)

n=—oo n—=—oo

1 1
dp = — ——d .1.31
n= 5 (7 D)o Zz' pourn <0 (6.1.31)
et
d*ij{ ;d” >0 (6.1.32)
" o r, (27 —1)z"n+2 = pouri= o

Les deux intégrales donnent le méme résultat car :
a) En général en posant z = Re??, dz = iRe"df, ona:

— 27 .
L men—lg.  _ R / ilm=n)0 g9 _ 1 si m=n
21 Jr, 2r  Jo 0 si #n

= Opm,n (delta de Kronecker)

b) En utilisant le développement de Taylor de la fonction :

9(z) = — € H(D(O,1)

précisément
oo
o)== 3 o
m=0
o0
dy = - f Zm=oy
27t Jp Znt2

27
Rmfnfl / ei(mfnfl)ﬂdo
211 "m0 0

(et tenant compte de la convergence uniforme de la série ... on intégre terme a
terme en passant aussi en coordonnées polaires et en appliquant le résultat du
a)). alors :

_ i 5 _J =1 pour n=>-1
mnt LT 0 pour n< 1
Donc finalement(6.1.30) s’écrit :
1 1
= S —1—z—22-23 Zz (6.1.33)

2(z—1) z

n=-—1

La série (6.1.33)) est la série de Laurent de f uniformément convergente dans
le disque ouvert rivé de 1’origine (D(0,1) / {zo = 0}.

Et,... pour finir quelques références sur les fonctions analytiques.
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