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Chapitre 4

Introduction élémentaire à la
théorie des distributions et leurs
applications en Physique

1 L’espace vectoriel D (sur C)

1 Les fonctions à support compact
Définition 4.1.

D
déf
≡ Ensemble de fonctions φ sur Rn, à valeurs complexes indéfiniment déri-

vables, et à support compact.

⇐⇒ φ : Rn → C ∃ K ⊂ Rn ensemble fermé et borné (compact) en dehors du quel φ = 0

La figure suivante (cf.fig.4.1) illustre le cas particulier d’une fonction φ ∈ D défi-
nie sur R et à valeurs réelles, ayant comme support K ⊂ R

FIG. 4.1 – Le support compact K d’une fonction φ ∈ D
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Remarques

1. D esp. vect. sur C

2. D anneau avec :
supp{φψ} = supp{φ} ∩ supp{ψ}

Théorème 4.1. (Th.d’approximation)
Toute fonction continue f à support borné K peut être uniformément approchée

par une fonction φ ∈ D et t.q.

supp{φ} ∈ V(K) (V voisinage de K)

2 Définition d’une Distribution T

1 Les distributions sur D

Définition 4.2.

T
def
≡ fonctionnelle linéaire continue sur D

⇐⇒

T : D → C

∀φ ∈ D
(φ1, φ2) ∈ D2

λ ∈ C

 ∃



T (φ) ∈ C
T (φ1) et T (φ2) ∈ C
t.q.
(i) T (λφ) = λT (φ)
T (φ1 + φ2) = T (φ1) + T (φ2)
(ii) si {φj}j→∞ → φ
⇒ T (φj) −−−→

j→∞
T (φ)

2 L’espace D′

Définition 4.3.
D′ def

≡ L’ensemble de distributions

=⇒ D′ ⊂ D∗ (dual de D)

Remarque 4.1. D′ est un espace vectoriel sur C car on voit directement :

∀ T1, T2 ∈ D′
{

(T1 + T2)(φ) = T1(φ) + T2(φ)
(λT )(φ) = λ(T )(φ).
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3 Dérivation des distributions
Définition 4.4.

∂T

∂x1
(φ) = −T

(
∂φ

∂x1

)
Généralisation :
Théorème 4.2.

Toute distribution T a des dérivées successives de tous les ordres (et on peut per-
muter l’ordre).

4 Exemples de distributions
Exemple 4.1.

Soit f localement sommable (⇐⇒ sommable sur tout ensemble borné) au sens
de Lebesgue. On définit :

∀ φ ∈ D

{
Tf (φ) =

∫∫
Rn

· · ·
∫
f(x)φ(x)dnx.

C’est une distribution ⇐⇒ Tf ∈ D′

Exemple 4.2.
Soit D|n| l’opérateur linéaire dérivée partielle d’ordre quelconque et soit f une

fonction localement sommable
On définit :

∀ φ ∈ D

{
TD,f (φ) =

∫∫
Rn

· · ·
∫
f(x)(D|n|φ(x))dnx

C’est une distribution ⇐⇒ TD,f ∈ D′

Exemple 4.3. La distribution δ-de Dirac
– 1)

Un peu de ... préhistoire !
Définition des Physiciens

δ(x) = 0, ∀x 6= 0
δ(0) = ∞

}
δ(x− a) = 0 ∀ x 6= a
δ(x− a) = ∞ si x = a

– 2)
Définition 4.5. (Définitions équivalentes mais plus ...mathématiques de δ-de Di-
rac) :

∀ φ ∈ D
(a) pour x = 0

=⇒ δ(φ) = φ(0)

(b) pour x = a
=⇒ δ(a)(φ) = φ(a)

(c) si {0} ∈ supp {φ}
=⇒

∫∫
Rn · · ·

∫
δ(x)φ(x)dnx = φ(0)

(d) si a ∈ supp {φ}
=⇒

∫∫
Rn · · ·

∫
δ(x− a)φ(x)dnx = φ(a)
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– 3)
Définitions de δ-de Dirac comme limite de suites de fonctions :

δ(x) = lim
n→∞

δn(x)

avec : δn(x) =
n√
π
e−n2x2

ou :
δn(x) =

n

π

1
1 + n2x2

ou encore
δn(x) =

sinnx
πx

– 4)
Représentation intégrale de δ- de Dirac

δ(x) = lim
n→∞

sinnx
πx

= lim
n→∞

∫ n

−n

eixtdt

=⇒ δ(x) =
1
2π

∫ +∞

−∞
eixtdt

=⇒ δ(x) ≡ transforméee inverse de Fourier de 1
(au sens des distributions)

– 5)
δ-de Dirac en N -dimensions

δN (x− x′)
def
≡ δ(x1 − x′1)δ(x2 − x′2) · · · δ(xN − x′N )

– 6)
Changement de variables :

X → Y δN (X −X ′) = J−1δN (Y − Y ′)

– 7)
La distribution δ-de Dirac en coordonnées sphériques :
x′ = r′ sin θ′ cosφ′ ; y′ = r′ sin θ′ sinφ′; z′ = r′ cos θ′

δ(x− x′)δ(y − y′)δ(z − z′) =
δ(r − r′)δ(θ − θ′)δ(φ− φ′)

r2 sin θ

– 8) Transformée de Fourier de la distribution δ-de Dirac

(δ̃k) ≡ F [δ] = 1

Exemple 4.4. Fonction Heaviside (échelon unité) :

Définition 4.6.

Y =
{

0 x < 0
1 x > 0
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dérivée

Y ′(φ) = −Y (φ′) = −
+∞∫
−∞

Y (x)φ′(x)dx =

−
∞∫
0

φ′dx = −φ(x)]∞0 = φ(0) = δ(φ)

Y ′ = δ

Dérivées suivantes de Y (qui sont les dérivées successives de δ)

Y ′′ = δ′(φ) = −δ(φ′) = −φ′(0)
Y m+1 = δ(m)(φ) = (−1)mφ(m)(0)

Exemple 4.5. Exemples applications en Physique
(a)

δ(a) ≡ la masse +1 en a

ou
δ(a) ≡ la charge ponctuelle unité en a

(b) ρ : R3 → R fonction localement sommable d’après Lebesgue :

⇔

distribution de charge dans un volume Ω.
Charge totale

=⇒
∫∫∫

Ω

ρ(x)d3x = Q

(c) Mécanique Quantique : fonction de densité de probabilité, de présence d’un
système- particule dans un élément de volume élémentaire d3x :

ρ(x) = |Ψ(x)|2

Normalisation : ∫∫∫
R3
|Ψ|2d3x = 1

5 Exemple -Problème
Potentiel Newtonien ou Potentiel Coulombien

1 Enoncé
Obtenir la solution de l’équation de Poisson :

(P. O) ∆Ψ(~r) = −4π
ρ(~r)
ε0

~r =

 x
y
z

 (4.5.1)

(où ρ(~r) est est une fonction définie sur R3 intégrable d’après Lebesgue et qui repré-
sente physiquement la densité de masse ou de charge au point de l’espace de coordon-
nées ~r(x, y, z) ).
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2 Solution
(i) On considère l’équation de Poisson qui correspond à une charge ponctuelle à
~r :

⇐⇒ ∆G(~r, ~r′) = −δ3(~r − ~r′) (4.5.2)

On appelle la fonction inconnue G = fonction de Green

– ia)
On présente d’abord (sans démonstration) un résultat mathématique qu’on uti-
lisera pour la fonction de Green G solution de 4.5.2 :

Théorème 4.3.
Si G est connue :

Ψ(~r) =
∫∫∫

ρ(~r′)
ε0

G(r′, r)dr′

– i.b)
Calcul de G̃(k) : en prenant la transformée de Fourier aux 2 membres de 4.5.2
⇒ (rappel T.D.)

−k2G̃(~k) = −1

=⇒ G̃(k̃) =
1
k2

– i.c) Transformée de Fourier inverse :

G(~r, ~r′) =
1

(2π)3

∫ +∞

−∞
d3
~k
ej~k·(~r−~r′)

k2

on choisit :
~R = ~r − ~r′ ‖ kz

et en coordonnées sphériques

=⇒ ~k · (~r − ~r′) = k R cos θ

d3
~k = dk1dk2dk3 = k2 sin θ dk dθ dφ

=⇒ G(~r − ~r′) =
∫ ∞

0

∫ π

0

∫ 2π

0

d(cos θ)
(2π)3

ejkR cos θdk dφ

et ∫ π

0

d(cos θ) ejkR cos θ =
[

1
jkR

ejkR cos θ

]π

0

=
2 sin kR
kR

et ∫ 2π

0

dφ = 2π

et on sait (voir T.D. maths) ∫ ∞

0

sinx
x

dx =
π

2

G(~r, ~r′) =
2π × π

(2π)3R
=

1
4π|r − r′|

G(~r, ~r′) =
1

4π|r − r′|
(4.5.3)

qui est le potentiel Coulombien d’une charge (ou d’une masse) unité, ( parmi
vos connaissances fondamentales en physique . . .)
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(ii) On a trouvé la solution pour le potentiel dû à une charge ponctuelle au point ~r′

or la distribution de la charge dans tout l’espace (~r′) s’exprime par :

ρ(~r′)δ(~r − ~r′)

Donc, d’après le théorème 4.3 la solution à tout pointt ~r (de l’observateur) de
(P.0) sera donnée par :

Ψ(~r) = − 1
ε0

∫∫∫
ρ(~r′)
|r − r′|

dx′dy′dz′

Résultat qu’on attendrait par les notions fondamentales d’électromagnétisme.

Terminons ce chapitre par quelques références.
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